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Ş 1. ALGEBRĂ 


1.1. Se consideră determinantul 


2(x—1) 27 1 
D= 2 —m2 SH 
1. 1 ce | 


unde m este un parametru real. Se cere: 
1) Să se calculeze D : 
2) Să se determine m astfel încît ecuația D=0 să admită o rădăcină 
egală cu 1. Ce rădăcină mai admite în acest caz această ecuaţie? 
(I. P, Bucureşti, i872) 


Soluție, 1) Succesiv avem 


S 2y 
sul e 


9 


2 =m". 


2 —l 
1 t| 
—2x(21+1)p2 4m? = —2(m +2) 2m vH mĂ, 


D201) sa =x) mêd — 


/ 


2) înlocuind pe yæl în membrul sting al ecuaţiei —2(7n2-4-2)24 2m*z-+ 
+m) deducem md, adică! mi, == 4-9, Apoi 


3z1—2r—1=0 mai are şi Soluţia pm — 1/8, 


Observăm că ecuatia 


1.2, Fie Plx)=(1 - m)? -2m -1x mi, më R, m41. 
1) Să se determine m astfel încit P(x) să fie pătratul unui polinom de 
gradul întti. 


2) Dacă &i, Ta sînt rădăcinile ecuației P(&)=0 să se rezolve inecuația 


+a $ À 
ara <—1 în raport cu me R -{1}. 
Tta 


3) Dacă qi, ta sînt rădăcinile ecuaţiei P(x)=0 să se rezolve ecuația 
VatYr=—2 în raport cu me R— {1}. 
` j (Universitatea Craiova, 1976) 
Soluţie. 1) P(x) devine pătratul unui polinom de gradul întii, dacă 
ecuația P(x)=0 are rădăcinile egale, adică A = b2—4ac=0; rezultă (m+1)m=0. 
Pentru m=0, P(2)=(2++19% dacă m=-—1, P(x)=(x V2). 


2 1 1 i i 
2) Deoarece S= — ARDE pa et » inecuația D <x<—1 devine 
E .1—m ` 1—m P 
—2< —1, pentru orice me R, m# 4-1. Pentru m=1 ecuația devine de gradul 
întii, 4r+2=0, iar cînd m=—1 rezultă tı =% =0, 


3) Înmulţind cu expresia conjugată, Vai Varat, rezultă zu += 
= —2| (r+) —3 Vaza], sau S= —2(4—3 VP). În funcție de m ecuația 


e) 3 
oE i 
devine —2 ZH =(=; m) sau +31—4=0, unde (=3/ — 


i—m \ 1—-m/? —m+l 
c- ; S m+i1 WS : 
Singura soluţie reală este t=1, sau S = —1; există m=0, care satisface 
m= 
egalitatea. A 


1.3. Să se rezolve inecuaţia 
1 1 
+ 


z—a +a 


2 S det, 
<— (a este un număr pozitiv dat). 
T 


(I. P. Bucureşti, 1976) 
Soluţie. Operaţiile au sens pentru orice x real diferit de —a, 0, a. Tre- 


cînd totul în membrul stîng avem următorul şir de implicaţii: Lei ~ NA < 
5 — a“ + 
Ea 2 a R 
(05 za Ca E <0a(z'—a2)<0=ze (— o, —a)U(0, a). 


z(22— a?) z(22— a?) 


1,4. Se dă polinomul P(2)=a9-+ ba? cad, 
1) Să se arate că dacă P(x) are rădăcinile Lis Vos ta atunci 
1 1 1 1 


P (0) ma TI, 7 O RNE 


À 9 


2) Să se determine coeficienţii b, c, d ştiind că P(1)=27, P(—1)=-—11, 
bd= —240. 


3) Să se arate că P(x)=2—12x24182-+20 admite ò rădăcină de forma 
a+Y/3, cu a număr rațional, şi să se rezolve ecuaţia P(x)=0. 
(I. P. Bucureşti, 1972) 


Soluţie. 1) Aplicăm proprietatea că dacă din elementele unei coloane 
scădem elementele corespondente din altă coloană. atunci determinantul 
nu se schimbă. Scăzînd coloana a treia din a patra, a doua din a treia şi prima 
din a doua, găsim 


1 acel Cia BRE | js 0 0 
Li 
Da Le | „| 2—2 0] 0 2 
LiL ATENT Tı Tz—Ttı T—Tz O 
Tı Ta T3 r Tı Tz — Tı Tg —Tz T— Tz 


=(1—T1)(® —Tə)(® — 13) =P (x). 
2) Deoarece P(1)=1+b+c+d, PEO A rezultă sistemul 


b+d= 8 
c=18 
bd=— 240. ` 


Acesta are soluțiile b= — 12, c=18, d=20; b=20, c=18, d=— 12. 

3) Polinomul dat va admite și rădăcina a—V3 întrucît are coeficienții 
întregi (deci şi caţionali). Notind cu zu, ta=a+V3, za=a—y/3 cele trei 
rădăcini, relaţiile lui Viète dau 


tı+2a=12 
2axzı+a?—3=18 
) z(a2—3) = —20 
Eliminind pe xı între primele două ecuaţii găsim a?—8a+7=0. Astfel a=1, 
24 =10 sau a=7, tı=—2; ţinînd însă seama de a treia ecuaţie a sistemului 


precedent rămîne numai a=1, zu=10 și deci t2=1-+V3; z3=1 —V3. 


1.5. Se consideră ecuaţia z2+-2(m—1)x2—(m—2)r—m—1—0, unde m este 
un parametru real. ý 
1) Să se discute natura și semnele EREE: ştiind că ecuația admite 


o rădăcină întreagă zi. 
2) Să se determine valorile lui m a care ri+r34+ri=6. 
3) Să se E soluțiile raționale ale ecuației 


log |za—aa]—log(6m—6)+-log(m+4+-3)=0, 


“mande Tz, t3 sînt a neîntregi ale ecuației inițiale. i 
(I. P. Bucureşti, 1971) 
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14 Gi- 


sla. 


Soluţie. 1) Deoarece termenul liber este —(m-+-uţ (Jcercăm cu 
sim căz, =+-l este o rădăcină a ecuaţiei date. Împărțind cu z—1 găsim ecuația 
de gradul doi 22+-(2m—1)z+-m+1=0. Discuţia acesteia se face utilizînd 


a Y . ba ? * a] 
A=4m*—8m—3,pcu rădăcinile lie a ata și P=l+m, S=1—2m, 


, 
2 


Dacă me(—o, —1), atunci A=0, P<0, S>0, adică 2, x3 sînt reale, 
distincte, de semne contrare, cea pozitivă are valoarea absoļută mai mare; 
dacă m=—l, atunci A>0, P=0, S>0, adică una din rădăcini este nulă, 


alta pozilivă; apartenența me (i a) implică A>0, P>>0, $>0, 


; x 2— V7 ; Ă 
adică rădăcini reale pozitive, distincte; dacă m= » atunci A=0, P>0, 


2—V7  2+V7 ua fi 
S>0 şi astfel x2=—ax>0; pentru me [au a) avem rădăcini 


complexe conjugâte; pentru m ENE "avem ASO; P>0,. S<0, . adică 


£a=%; <0; pentru me e A o) găsim A>0, P>0, S<0, adică za<0, 
T3 <0. 

2) Deoarece zı=1, deducem q3-++g3=5, adică (£2+T3)[(£2+ 23)? —3zz13] = 
=5. Ştim însă că Tatas=l—2m, Zots=l+m. Astfel găsim 8m3—18m2+ 
+3m+7=0 cu rădăcinile m=l, m=- 2, m= d 


4 
3) Observăm că |xr2—zs| =V (z2x) =V\(®a F23) Arzt — VA 8m3. 
În plus, existența logaritmilor impune 4m?—8m—3>0, m> Să m>—3, 


3 2+V7 Ad SRD i 
adică m- (AE o). Apoi scriem ecuația în forma echivalentă 


1 2_8m-—3 a 2— 8m— 
log 2 +3V Ani sm-3 =0, adică (+3) Vam -8m3 =1 sau 4mî-l-16m3— 
2(5m— 6) 2(5m— 6) 


—115m?+150m—171=0. Aceasta are soluția întreagă m=3; alte soluții ar 
putea fi date de f(m)=—4m%+28m2—31m+57=—0. Deoarece fim) >0 pentru 


2+V7 tea e RR EC IAZ ee, ce 
me C o), rămîne că singura soluție rațională este m=3. 


1,6. Se dă polinomul P(x) =a44-4x%--ax2+ br— 
întregi, şi se cere: 


1) Să se determine parametri a. și b ştiind că P(x) este divizibil cu ai 
+ bz-+a, 


2) Înlocuind pe a şi b cu valorile aflate să se rezolve ecuația P(x)=0. 
(I. P. Bucureşti, 1972) 


20, unde a şi d sînt numere 
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Soluţie. 1) Prooedăm prin identificare: 


2494 az2+ br —20 =(224- br a)(z*4+-mz+n), Yx 
Rezultă sistemul 


b+m=4 
bm+n=0 
am-+-bn =b 
an = —20 

a, b, m, neZ, 


Acesta are soluția a=5, 5=2, m=2, n=—4. 


í 2) Ținînd seama de rezultatul precedent, ecuația dată se transcrie în 
orma 


(1? +21 +5)(x?+21—4)=0. 
Din t? +2r+5=0 găsim tı, a= —1+2i, iar din t? + 2r—4=0 obținem t; „= 
=— 1 +V5.| e ! 


1.7. Considerăm polinomul: P(x)=tt4}ms+n, m şi n fiind numere ra- 
tionale. 
1) Să se afle m, n dacă polinomul are rădăcina dublă z=l. 
2) Să se afle m, n dacă polinomul are rădăcină 14+y/3 şi să 'se rezolve 
ecuația P(x)=—0 în acest caz. 
(I. P. Bucureștii, 1973) 


Soluţie. 1) Din identitatea zt-+mzr+-n=(r—1)2(a2 +ps+q), sau stp mI 


+nEgi + (p—2)20%-+(q—2p+ a? +-(p—2q)74+9, rezultă sistemul p=2, 9q— 


—2p+1=0, p—2q=m, q=n cu soluţia p=2, q=3, m=—4, n=3. 
Observaţie. Dacă x=1 este rădăcină dublă, înseamnă că P(1)=0, P'(1)re 
=0, P”(1) #0; deci m+n+1=0, m+4=0 cu soluţiile de mai sus. 


2) Deoarece m, n — raționali, P(x)=0 admite soluţiile zi =1+V/5, 
T= — V3. Relațiile lui Viete £i Htt Hra =0, (Za o) (23-a) ttita} 
Zara =0 conduc la Tst r4=—2, Tst4=6, adică qts, 4=—Í+iy5 


1.9. Se dă polinomul 
S(o)=at-trar?4+bz+2; a, beR. 


1) Să se determine a și b astfel încît suma a două rădăcini să fie —2, 
iar celelalte două rădăcini să fie egale între ele. 
Să se rezolve ecuaţia S(x)=0 în acest caz. 


2) Dacă zx; este rădăcina dublă, să se determine polinomul P(z)= — E 
Sa 
3) Să se determine un polinom Q(x) de.gradul al doilea pentru care Q(2.)== 


si, Ti) T A 
1» Q(24) a Ola (Inst. pedagogic Tg. Mureş, 1913) 
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Soluţie, 1) Din relațiile lui Viete ay kata igl, ritarata 2 şi Xg bg ma 


"2, Vy=Ty rezultă yoga], Tgvg==2; deci Ta, 4 bi, 
Din S(1)==0, S'(1)==0 rezultă sistemul a-l D-k+3==0, 2a-ţ-)4+4=0 care se 
verifică pentru a= 1, bm —2, 


2) S(2)=(2-—1)(a24+-2x4+2), adică P(x) =v- r2, 
3) Qx) =A} B+ C trebuie să satisfacă condiţiile impuse: A -B-C = 
A X 4 
=l, —=2Ai—B+iB+C=—1—i, 2Ai—B—iB+C=—1-+i, Rezultă Am, 


x 3 ž 2 A 1 ic c 
Baa, Ce şi Qx)= —(4a*-1-32—2), 
5 5 5 


1.9. Se consideră sistemul 


i (1—a)ya (zy te —201y —1)a—a2-+201 0 
` Da ya — avay =0, 


unde a, x, y sînt numere reale, Se cere: 
1) Să se descompună prima ecuaţie în două ecuaţii de gradul intii în a. 
2) Presupunind xy să se rezolve sistemul în necunoscutele (x, y). Să se 
arate că aceste valori sînt întotdeauna reale. 
3) Să se găsească mulțimea valorilor lui « astfel ca valorile obținute 
pentru x și y să fie cuprinse în intervalul (—2, 1). 
' (I. P. București, 1972) 
‘Soluție. 1) Se observă că pentru 21 şi y #0 prima ecuație este de gradul 
doi în « avînd diseriminantul (yte —201y —1)2++-4(2—1)y(—a24+201)= 
= (xy —x—201y41)2. De aceea ea are rădăcinile 
= (0 -k2—201y— 1) (007 2201941), 


Xi, g= 
2(1—2)y 


Cu acestea membrul stîng se descompune în (xy — II(1—z)a-+ (22—201)], 
iar ecuaţia în ay—1=0 sau (1l—a)a-+a2—201=0. 

2) Se observă mai întîi că ecuația a doua se poate scrie în forma 
(7—y)(2z24+-y—a)=0, adică 22+y—a=0. Rezultă că sustemul dat este echi- 
valent cu sistemele 


ay —1=0 e =0 
2t+y—a=0, 22+y—a=0 ; 


Acestea au soluţii a, = eră, ' J= = respectiv, za, „= (ee Va 23) 800), 
led ră 


y2, a= + V(a—2)22F800. 
3) Evident £y, 3; Ya, 3 (~ 
varga sistemului 


2, 1). Astfel problema pusă se reduce la rezol- 


al 1 
<l 2< ai 
2% & 


—2< 


Prima inegalitate dublă implică «e (—2— y5, 1— VY2U(—2+ V5, 1+y/3), 
“iar a doua implică ae (-%, a) U(1, œ). Intersectînd aceste mulțimi 


găsim «e e v5 — =) U, 1+ V2: 


1.10. Se dă sistemul: 


t+y—3=0 
ax —a2y —8 lna+b=0, 
27 —3y-+4=0, 


unde a şi b sînt parametri reali. 
1) Să se determine legătura între a și b astfel încât sistemul să fie compa- 
tibil. 

2) Folosind teorema lui Rolle să se discute ecuația care exprimă legătura 
dintre a şi b, considerînd pe a drept variabilă şi b ca parametru. 

3) Dacă D(a) este determinantul coeficienţilor lui x Şi y din a doua şi a 
treia ecuaţie, atunci să se determine numărul rădăcinilor.reale ale ecuației 
D*(a0)—1=—0. Sad 

| (I. P. București, 1971) 

Soluţie. 1) Din z4+-y—3=0, 2x—3y+4=0 găsim z=l, y=2. Punînd 
condiția ca aceasta să verifice ecuaţia a doua găsim f(a)=a%—2a2—8 lna + b= 
=0; a>0. ; 

2) Derivata f'(a)=3a?—4a—È are rădăcina reală a=2. Deoarece 

a ; 

lim f(a)= œ, f(2)=b—8 In2, lim f(a)=oco, avem: — pentru be(—o, 81n 2), 
a—0 a co z ? 
există două rădăcini a€ (0, 2) şi aze(2, oo); 

— pentru b=8 In 2, o rădăcină dublă a=2; 

— pentru b>8 In 2, nu există rădăcini reale. 

Goe ii:o: 

3) Deoarece D(a)= 7 Si =2a2—3a5, găsim ecuaţia (2a?—3a8)?—1= 
=0 sau (2a2—3a*—1)(2a2 —3a0%+4+1)=0. Ecuația 3a2—2a2—1 —0 are o singură 
"rădăcină reală a=—1, ecuaţia 3a%—2a"+1=—0 are o singură rădăcină reală 
ae(—1, 0). 


1.11. În mulţimea numerelor reale strict negative se consideră legea de 
ab 
do. £ i 

1) Să se arate că operația % este definită pe toată mulţimea; 

2) Să se arate că operația % este asociativă; 

3) Să se rezolve inecuaţia (r—5)%(r—2)s(r—1)%X(z—6) itrecind pe 
corpul numerelor reale). 


compoziţie a% b= 


(Inst. pedagogic Tg. Mureş, 1973) 
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Soluţie. 1) Se arată că dacă a<0, b<0, atunci ax b<0; 


ab 


a+ 


{a<0, b<0} = {ab>0, a+b<0} = a%b= 


2) Deoarece 


be 


b-+e abe 
ax (bx c) = — = — 
( ) be ab+ac+be 
a+ — 
b-+e 


este expresie simetrică față de a, b, c, rezultă că 
ax (bxc)=(ax b)xc. 
3) Inecuaţia (z—5)x (2—2) < (x—1)* (x—6) se transcrie 


4 7 
—— <0 cu soluţia ze = 02) 
27—7 > $ ( 1 


5 Restringînd la mulțimea din enunț, rezultă ze(—o0, 0). 


1.12. Se consideră matricea M= [: 


oi. 
1 0 
a 1 $ : 
1) Să se expliciteze elementele matricei E=—M?—AM-—ul, unde à şi 
u sînt parametri. j 

2) Să se determine A și u astfel încît E să fie matricea zero. 


3) Ce relaţie trebuie să satisfacă a, b, c, d pentru ca soluţia găsită la 
punctul 2) să fie unică. | 


| unde d, b, c, d sînt numere 


reale şi matricea I= 


(I. P. Bucureşti, 1971} 
Soluţie. 1) Deoarece 


A a b]fa b £ abc ab+bd 
ne diles d -[ac+cd a 
P d ab+bd—hb, | 


ac+cd—ìc bc+d?—id—yu 
2) Apoteza este echivalentă cu 


găsim 


a*-+-be—da—u=0 
 ac+cd—c=0 
be+d’—id—u=0. 

Scăzînd prima ecuație din ultima găsim (a—di=(a—d)(a+a). 


Dacă a—d #0, atunci avem soluţia unică 


A=a+d, u=be—ad. X 

Dacă a=d sistemul se reduce la x 

Ă 

d24+-bec—)d—u=0, (2d—)c=0, (2d—A)b=0; Ni 

pentru c#0 sau b#0, găsim soluția unică A=24, u=be—d% pentru c=0 A 
şi b=0 avem u=d2—Ad, AER, adică sistemul este nedeterminat. Te 
3) Ultima întrebare este conținută în cea precedentă. Ea a fost probabil Ă 


adresată acelora care „rezolvau“ sisteme fără a face discuţia existenţei și 
unicității soluţiei. 


§ 2. GEOMETRIE PLANĂ 


1.13, Se consideră triunghiul echilateral ABC de latură a. Pe perpen- 
diculara în B pe BC, se consideră un punct M astfel încît x BMC=30° 
(punctele A şi M sînt de o parte şi de alta a dreptei BC). Să se calculeze 


lungimea segmentului AM. 


(I. P. București, 1976) 


A 


Soluție. Deoarece x BMC=30°, în triunghiul dreptunghic 
MBC avem MC=2BC=2a (fig. 1). Aplicînd teorema lui 
Pitagora găsim BM=YyMC?— BCî=y4a2—a2=a3/3. Pe de altă 
parte observăm că +ABM=150%, De aceea teorema cosinu- 
sului aplicată în triunghiul ABM ne dă AM? = a? -+ 3a? — 
—2a°V3 cos 150°, adică: AM =a V7. 

Notă. Dacă punctele A şi M sînt de aceeași parte a lui BC 
atunci se observă ușor că AM=a. 


1.14. O piesă din tablă de cupru de formă triunghiulară 
ABC trebuie modificată prin tăierea colţului A după o linie 
care unește mijloacele D și E ale lui AB, respectiv AC și prin 
tăierea colțului B după perpendiculara DF pe latura BC a 
piesei. Se dau DE=100 mm, x B=30°, DF=50 mm. Se cer: 

1) Lungimile laturilor și unghiurile piesei inițiale; 

2) Aria piesei inițiale; 

3) Aria piesei obţinute. 


(Institutul de învățămînt 
superior Baia Mare, 1976) 


Soluţie (fig. 2). 1) Prin ipoteză + B=—30*, triunghiul DFB este drept- 
unghic şi DF=50 mm. Rezultă BD=2 DF=100 mm. Apoi DA=BD= 


=100 mm şi deci AB=200 mm. 
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Deoareca DE=100 mm este linie mijlocie în triunghiul ABC rezultă 


BG=2 D200 mm. 
Paralelismul BC||ED implică + EDA= k CBA =30°. Pe de altă parte 


A 180%— £B RR ; DA EA PE EA 
gyCG=ọkA: S70 Da boaea me, adică EA= 
2 sin 75° sin 30° 
sin 30° 50 aT j fă e P 
B ma 0 DA ——. Dar sin 75% = gin (49% + 30) sin 49 
sin 75° sin 75° a i d A 
3 y N 2 3 pda 2 = 
cos 30° cos 45° sin 30%= aa an Va. = Va far) Astfel 


OD RA i Cana Ea 
Va (Vs +1) Va (y3 +1) 
2) Avem aria, (ABO)=-AB «BG sin 30%=100 cm?, 


GE A 3) Se observă că aria (CEDF)=aria (4 BC)—aria (EAD) — aria 
mea (RDB) =A4B- BC sin 30:—ED-AD sin 30°—ŻFD:BD sin60°= 


— 100 cm?—25 cm?—12,5045 cm?=75 cm2—12,50%3 ¿m? 


1.15. În triunghiul ABC, unghiul A este de două ori mai mare ca un- 
shiul B. 
i 1) Să se calculeze unghiurile A, B şi C cînd triunghiul ABC este isoscel 
sau dreptunghic. ; 

2) Notînd cu D intersecția bisectoarei interioare a unghiului A cu latura 
-BC, să se arate că bisectoarea unghiului A DC este paralelă cu latura AB. 


3) Să se arate că latura AG este medie proporţională între latura BC 


şi segmentul DC: 
(Institutul pedagogic 
Suceava, 1974) 


A Soluţie. (fig. 3). 1) Prin ipoteză xA++B+ xC= 
=180? şi x4=2 xB. (a) Dacă +A= + C, atunci din 
E A 5 + B=180° găsim + B=36° şi deci xA=xC=72. 
Dacă +B—3C, atunci din 4% B=180° rezultă + B= 
=45° şi deci x C=45°, + A =90°. 
8 D C (b) Fie +A=—905; rezultă + B=45*şi &0=43% 
Fie + C=— 905; rezultă 3% B=90, adică x B=30°,.% A= 
: =60. . ; 
<. 2) Fie DE bisectoarea unghiului ADC. Prin ipoteză + B=XBAD şi 
+ ADE= + EDC. Dar xADC= + B+ + BAD (ca unghi exterior în triun- 
ghiului BAD). Rezultă + B= + EDC şi deci DE || BA. 
3) Deoarece + DAC= x B, x ADC= XA, triunghiurile ABC şi DAC 


sint asemenea. Rezultă A E, adică AG2=BC.DC. 
Ba AQ 
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1.16. Se dă un triunghi ABC. Perpendicularele duse în B şi C pelatu- 
rile AB, respectiv AC intersectază laturile AC, AB în D respectiv E. 
Se cere: 

1) Să se arate că triunghiurile'A BC şi A DE sint asemenea, 

2) Fie M mijlocul lui DE. Să se arate că dreptele MB şi MC sînt tan- 
gente la cercul circumscris triunghiului A BC. 

3) Ce condiţie trebuie să îndeplinească triunghiul ABC pentru ca DE== 
=2 BC? ; 

(Inst, pedagogic Tg. Mureş, 1973) 

Soluţie. (fig. 4). 1) Deoarece BCDE este inscriptibil A 
(*ECD= xEBD= *), rezultă că +D=+B, E= 
= XC şi deci AABC-AA DE. 

2) În AEBD-areptunghic, BM este mediană, BM= , 
=EM şi deci +EBM=+BEM= xC; rezultă că 
*MBC=x—y+B-—xC=xA, iar BM este tangentă 
la cerc în B. Analog pentru MC. 

8) Dacă DE=2BC rezultă că AE-0A4C şi AD= 
=2AB (AABC-AA DE); dar AACE-dreptu nghic şi ipo- 
tenuza este dublul unei catete. Rezultă + CAE= F 


` 


1.17. În triunghiul ABC avem %A=—90° şi medi- 
anele AA’, BB’ sînt perpendiculare. 
© 1) Să se afle medianele AA”, BB’, CC’ şi laturile triunghiului ABC în 
funcție de AB=c. 
2) Să se arate că AA”, BB! şi CC” pot fi laturile unui triunghi dreptunghic. 
3) Să se arate că patrulaterul A'GC'B este inscriptibil, G fiind inter- , 
secția medianelor. 


Fig. 4. 


(Facultatea de subingineri, 
Piteşti. 1975) 

Soluţie. (fig. 5). 1) Deoarece AA =A'B=A'C tri- p 
unghiurile AA'B și AA'C sînt respectiv isoscele. De 
jaceea +BAA'=+B și xA'AC= xC. În plus, BB' | AA? 


! A 
implică +ABG=+C, xABG=+B. Acestea arată că C 
F [i „ AB = AC ' BG) i i 
T AABB'-AABC. Deci AEA BEI sau altfel scris Si c 
e b a Ka S FEA = 
——=—= —. Rezultă b=cV2, a=Vb2+-c2=cV3, BB:=— ig. 5. 
ip 85 e y: Vi vV Fig. 5 


i l ET d a. 
= 2. Apoi AA'= A =c -> siCC'=VACF AC Ve + z BLEGA 
2) Se știe că trei segmente sînt laturile unui triunghi dreptunghic dacă 
pătratul lungimii unuia. este suma pătratelor lungimilor celorlalte două. 


3 3 d 
Aici se observă că AA'?+BB?= rca zas TAGGA R, 
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3) Deoarece GC’ este mediană în triunghiul dreptunghic AGB, avem 
GC'=C'A==C'B. Astle) triunghiub AG'G este isoscel și deci + AC'G=180%— 
—2 e CAG=180%—2 k BAA':=1800—2 £ B. Pe de altă parte, în triunghiul 
isoscel AA'B avem + 4'=:1800—2 + BAA'=180°—2 + B. rezultă + BA'G= 
= k AC'G şi deci patrulaterul A'GC'B este inscriptibil. 

Observaţie. Pentru a arăta că un patrulater este inscriptibil este suficient 
să probăm: 

— fie că unghiul format de o diagonală cu o latură este egal cu unghiul 
format de cealaltă diagonală cu latura opusă; 

— fie că două unghiuri opuse sînt suplementure; i 

— Tio că un unghi este egal cu unul dintre unghiurile adiacente unghiu- 
lui opus. 


1.18. Se dă triunghiul oarecare ABC. Prelungind medianele BM. şi 
CN ale triunghiului cu segmentele MP=BM și NQ=NC, să se arate că: 

1) AAMP=ACMB şi AANQ=ABNG; 

2) punctele P, A, Q 'sint coliniare: 

3) PQ=2BG;: SRE S 

4) dacă în patrulaterul AQBC unghiul interior C este o treime din suma 
unghiurilor interioare B; Q şi A, atunci patrulaterul AQBC este un drept- 

ohi. . 
apel $ (Inst. pedagogic Tg. Mureş, 1976) 

Soluţie. (fig. 6). 1) Deoarece AM=MC, BM=MP şi 
+ AMP= * BMC, rezultă că AAMP=ACMB. 

Analog şi AANQ=ABNC. 

2) Ţinînd seama că ABCP şi AQBC sînt paralelogra- 
me avem +QAB-+ + BAC+ xPAC= xABC+ + BAC+ 
¥ ACB—=180°. Aceasta înseamnă că punctele P, A şi Q 
sînt coliniare. | 

3) Figurile ABCP şi AQBC sint paralelograme. De 
aceea QA=BG şi AP=BC, adică PQ=2BC. 


Fig. 6, 4) Relaţiile xA+X C = 1805, XArFB++Q 
—180°— xC, y B+ +0 =—180* implică + C=90°. Rezultă că paralelogramul 
AOBC este un dreptunghi. 


BC=b. Pe laturile 


1.19. Laturile unui dreptunghi ABGD sint AB=a şi e 
ABE, BCF, CDG 


lui, în exterior, se construiesc triunghiurile echilaterale 
și ADH. 
1) Să se arate că patrulaterul EFGH este un romb. 
2) Să se calculeze lungimile diagonalelor rombului. 
3) Să se calculeze aria acestui romb, 


(Universitatea Craiova, 1976) 


Soluţie. (fig. 7). 1) Avem HD = HA =FB =FC, GD = GC = EẸEB= 

=EA şi xHDG = +FCG = xFBE = xHAE = 360° — 90° — 60° — 60° = 

Y =150°. Astfel AHDG =AFCG=AFBE =AHAE. Rezultă 
EF=FG = GH = HE, adică EFGH este un romb. 

2) Avem HF = HS +. SQ +QF = 2H5 + SỌ = 


=> pa — + a =a +b V3, EG=EP+PR+RG=2BP + 
+PR=2\/ a2— a +5=b+ay3. 

3) Se ştie că aria (EFGH)= — HF . EG. Deci aria 
(EFGH) = ~ (a+b V3)(0+ay3). 


1.20. Se dă paralelogramul ABCDşiun punct E pe latura A B. Trei drepte 
paralele duse prin A, B, C întîlnesc dreapta DE respectiv în M, N, P. 
1) Să .se demonstreze că MN= DP. 
2) Fie Q intersecția paralelei dusă prin N la AD cu dreapta CP. Să se 
demonstreze că PQ=AM. : 
í 3) Se cere locul geometric al punctului Q, cînd AM, BN, CP se rotesc 
respectiv în jurul punctelor A, B, C, rămînind paralele între ele. 
(. P. București, 1972) 


Soluţie. (fig. 8). 1) Deoarece AM|NB, triun- 
Shiurile AEM și BEN sînt asemenea. Rezultă . 
AE EB _ AE+EB AB 


D : 
E Ela e aie ae Pe) deralta panteisi Uri 
ME EN ME+EN MN 
unghiurile AEM şi CDP sint asemenea căci AM|| i Sa 
2 ARE DE i 


T PC. De aceea = A NZB 
ME DP ; N 
; Ținînd seama de aceste relaţii și de faptul că Fig. 8 
* DC=AB, găsim DP=MN. SE. 


2) Ipotezele NQ || BC || AD, CP||NB|| AM implică NQ=BC=AD şi 
€ *DAM=+PON, xADM= ¥0NP. De aceea AAMD=AQPN şi deci 
E PO=AM, 

3) Deoarece segmentul NQ este egal și paralel mereu cu BC, rezultă că 
atunci cînd AM, NB şi CP îşi schimbă pozițiile, el capătă o mișcare de trans- 
laţie. De aceea locul geometric al lui Q este o dreaptă paralelă la DE. 


1.21, Se consideră trăpezul dreptunghic ABCD în care diagonala DB 
„ formează cu latura neparalelă BC un unghi de 90°. 

i, 1) Să se arate că diagonala DB este medie proporțională între AB şi CD. 
i: 2) Notînd AB=a şi +ADB=x, să se determine aria trapezului în 
|  îuncţiedeaşiaz.: : 

3) Să se determine valoarea lui x pentru care aria trapezului este egală 
3a? A 


(Institutul de mine Petroșani, 1973) 
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Soluţie. (fig. 9). 1) Triunghiurile dreptunghice 


D 
Ş X ABD şi BDC sint asemenea deoarece + ABD= BDC. 
P eTo, ; 
ENT De aceea DB ma 02 sau DB: AB GD. 
N AB. DB 
e AD a P 
2) Avem TE =ctgz, adică AD=a ctgz. Apoi 
A EC=BE ctgz şi cum AD= BE, deducem EC =a ctg’ z. 
See Cu acestea găsim aria(ABCD) = (A2 DORI 
a 2kctgiz i = 
e ape ctg z. Evident ze(0, 7/2). 


Ann: 24- ctg? a 302 3 : 
3) Din d e e ctg r= x rezultă ecuaţia ctg? 1+2 ctg r—3=0. Gă- 


$ È 7 Ir A ; Se DR 
sim ctgr=l şi deci r=- unica soluţie admisibilă. 


1.22, Fie un cere dat de centru O şi ABC un triunghi înscris în el. Pe 
tangenta în C la cerc se ia un punct P și se notează cu M şi N proiecţiile 
lui P respectiv pe laturile AC şi BC. 

; 1) Să se arate că MN şi AB sînt perpendiculare. 

2) Considerind punctele B, C, P fixe, iar A mobil pe cercul dat, să se 
afle all geometric al intersecţiei I a dreptelor AB şi MN, cînd A descrie 
cercul. i : 

3) Să se arate că NB?-PC?=PM?.NB?+IB?.PC. . 3 
(I. P. Bucureşti, 1971) 
i Soluţie. (fig. 10). 1) Patrulaterul MCNP este inseriptibil 

De aceea + CNM = +MPC. Dar +MPC+ %MCP = 90° şi 


P 1 "~ 
xMCP= x ABC= > măs AC. Rezultă 90°= + CNM + + ABC= 
= +INB+ x IBN, adică IN LIB. 


C 2) Punctele B, C, P, N sînt fixe, iar A se mişcă pe cercul 0. 
KV Observăm că x BIN=90°, iar segmentul BN este fix. De aceea ! 
N aparține cercului de diametru BN. 

3) Deoarece MPI MC, avem PC2=MP?2+MC?. Apoi se 
‘observă. că AMPC-ABIN şi deci tE == = De aici gă- 

4 i A 
Fig. 10. sim M(2.BN2—PC?.BR2. Astfel PC2. BN2=MP?. BN2+ MC: 
+ BN2=MP?. BN2+PC?. BI?. 

1,23, Se consideră cercul cu centrul O, tangent la dreapta d în punctul 
T. O dreaptă paralelă la OT intersectează cercul şi dreapta d în punctele A, 
B, respectiv C (B între C şi A). Fie M punctul diametral opus lui B. Dreapta 
MT intersectează pe AB în N. \ ` 


1) Să se arate că triunghiul MBN este isoscel şi TO= MA. 


2) Notind cu E mijlocul segmentului BN, să se arate că patrulaterul 
AOTE este trapez isoscel. 
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3) Să se afle locul geometric 


al punctului E, cînd dreapta AB se depla- 
sează răminind paralelă cu OT. 


s (Facultatea de subingineri, Piteşti, 1976) 

; Soluţie. 1) Deoarece OM =07 triunghiul OTM este 

i isoscel; deci + TMO= ¥OTM. Combintnd cu ipoteza OT 
|| AC, rezultă x NMB= * MN B şi deci AMBN este isoscel. 

iio OT este linie mijlocie în AMNB. Pe de altă parte 

; TC 1AB, MA LAB implică TC|| MA şi deci TC este linie ` 

mijlocie în AA NM; r ezultă TC= Tma. 


2) Figura AOTE este un trapez. În plus, segmentul 
„TE este linie mijlocie în ANMB. De âceea TE=—MB= 


=O0B=0A, adică trapezul este isoscel. 


3) Se observă că T este fix şi TE=OB=const. De 
aceea E descrie sferturile de cere desenate în fig. 11, dea- Fig 1 
supra dreptei d. i Ea: 


1.24. Pe segmentul AB de lungime a se consideră un punct C situat 
între A și B astfel încît AC=2CB. Pe AC şi CB ca diametre se construiesc 
două semicercuri, unul de o parte şi celălalt de partea opusă a dreptei AB. 
Prin G se duce o-secantă oarecare MCN (M pe arcul AC, N pe arcul CB). 


1) Să se arate că tangentele în M, N la cele două semicercuri sînt 
paralele. 


2) Fie O mijlocul segmentului AB; perpendiculara din 0. pe MN inter- 


sectează MN în P şi MB în Q. Să se arate că Q este mijlocul lui MB și 
T P este mijlocul lui MN. 


3) Se notează + BCN =g, a=(0, =) 


„ Să se afle a în cazul particular în 
are AM-+MN+NB=ay2. 


(. P. Bucureşti, 1973) 


Soluţie. (fig. 12). 1) Se observă că +CMT,= 
* CAM = 90° — x ACM = 90 — +NGB = 
= +CBN=+CNT,. De aceea MT, || NT}. 

2) Deoarece OP | MN rezultă 0P||AM. be 
de altă parte O este mijlocul lui AB. Deci OQ este 
linie mijlocie în triunghiul ABM, adică Q este 
mijlocul lui MB. Analog OP | MN implică OP ||NB 
şi deci P este mijlocul lui MN. Fig. 12. 


3) Urmind figura 12 deducem AM = 2 sina, BN= sina MN= 


=MC-+CN =a cosa. De aceea sîntem conduși la ecuația sin a--cos a=vVă 
sau sin (a+2) =1, Rezultă a= , 


$ 3. TRIGONOMETRIE 


1.25. 1) Să se demonstreze identitatea 
(1 —cos b cos c)?— sin? b sin” GAG b— cosc)". 


- 2) Să se rezolve ecuația 
a2 sin? b—2(1 —cos b cos c)r+-sin2 c=0. b#kr kez, 


şi să se precizeze semnele rădăcinilor. 
(I. P. Bucureşti, 1972) 
Soluţie. 1) Succesiv avem 


(1 — cos b cos c)2—sin? b sin? c—1 —2 cos b cos c-Hcos? b cos? c—sin? b sin c= 


— cos? b+-sin2 bcos? b cos? c—sin? b sin? c—2 cos b cosc=cos? b+ 
cos? b cos? c+sin? b(l —sin 2 c)—2 cos b cos c=cos" h+ cos? b cos? c+ 


+ sin? b cos? c—2 cos b cos c=cos? bcos? c—2 cos b cosc=(cos b—cos c). 


2) Avem 
1 — cosb cosc IET b cos c)2—sin? h sin? e = (ţinem seama de iden- 
Da, 2 sin? b 
1—cos b cos c+(cos b—cosc) 3 alend cină PSE D. 


titatea precedentă), s 
sin 
1 osie a a aa 


descompunînd în factori şi simplificînd, deducem tı = ——— , T= 
1—cosb! 1+cos d 


Deoarece cosce[—1, 1] şi cos be(—1, 1) rezultă Ty, Ta 20. 


Fsi —sin a—si ă 
: sin(~+ß)— sin «—sin B şi se cere: 
| sin(a—B)—sin a+sin B 


1) Să se calculeze valoarea lui E pentru «= —şiß= 
p Ra 


1.26. Se dă expresia E= 
apoi să se rațio- 


palizeze numitorul rezultatului. 
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2) Să se rezolve ecuaţia (1+ V3)sin z+E cos z=0, unde pentru E se 


$ ia valoarea calculată la punctul 1). 
ai (Universitatea Craiova, 1976) 
Soluţie. 
T T T 3 1 
sin sl bin e EVL 


D pă a 2e Va 


z ą—— — = 


LEV. 


T TET T 1 y3 1 2—Vy3 
in — —sin— + sin— = V5 
sa e panica 2 N 
2) Ecuația devine (1 +Y/3)(sin z—cos1)=0, sau tgr=l cu soluţia 
=i +kr, keZ. 


1.27. Se dă ecuaţia sin z-+-sin 3z=—m sin 2x. 
1) Să se rezolve ecuaţia pentru m= —. 
2) Pentru ce valori ale lui m ecuaţia are soluții? 
(Inst. pedagogic Tg. Mureș, 1973) 
Solutie. Ecuația devine succesiv 


2 sin 2x cos r—m sin 2x=0, sin 2x(2 cos z—m)=0; 


. 


Š = bure m 
sin 2r=0 are soluțiile x= > lar cos r= oÈ v= +arccos 


m ape 
ETAT irc 7 us 
2 


pentru ER +1], k, k'ez. 
1) Dacă m= Ža doua mulțime de soluții devine 


1 
x= 2 arctos z +2kiz. 


2) Ecuația admite ambele mulțimi de soluţii pentru me[—2, 2]. 


1.28. Fie expresiile E,—1-+cos z-kcos 27x, Eo=sin z+A-sin 2z-+sin 3x. 
1) Să se transforme E, și E, în produse de funcţii trigonometrice. 

2) Să se rezolve ecuaţia E,.=—E,. 

3) Să se calculeze: sin 15%, cos 15°, tg 75°. 


(Facult. de subinginsri Arad, 1978) 
Soluţie. 


£ a» 


1 Şi 
1) E=2 cos? z+COoOs T=? cos x (cos v- z) = cos I cos — COS 


Ea=2 sin 2x cos z-+-sin 27 =2 sin 2x (cos z+ A = 
2 


T T 
t t—— 
3 


E 3 
=4 sin 2% cos cos 


2 


2) Ecuația devine (cos z+) (cos z—sin 27)=0, sau. cos t= = , cu 
ca 2 
soluţiile x= + F +2kr; din cos z(1—2 sin r)=0 rezultă cos z=0 cu z= 


=(2k'+1) = și sin z= Zou ro DE m, k, K, kiez 


Sen oo y= 30° _ V2=V3 
2 


2 
o V2 
cos 15°= y=- V2+V5 
2 


tg 75°—ctg 15°— 518° _ V2+V3 ZT Y3. 
sinise y2- V3 


1.29. Se consideră expresia: i 
` E(x)=p(cost x-+sin* x)—2(p+2q)sin? x cos? x, 
unde p, q sînt două numere strict pozitive. Se cere: 

1) Să se exprime E(x) în funcție numai de sin 2x. De asemenea să se 
exprime E(x) în funcție numai. de cos 2x. Să se arate apoi că —q < E(£) < p, 
oricare ar fi xE R. i 

2) Să se rezolve ecuaţia E(x)=0 în:cazul cînd p=3q. 


3) Să se arate că dacă 0<z< 7> atunci 


y +sin z 
p+q 


w +cosx+1 
P+4 


7 ; ; (I. P..Bucureşti, 1971) 
Soluţie. 1) Observăm că 
E(a)=p(l—2 sin? z cos? z) — _2(p-+aq)sin2 z cos? z=p— (p Roam 2xr= 
=—q+(p+4)cos? 2x. 
Deoarece p—E(2)=(p+q)sin? 2730, rezultă E(z)s<p; . q+E(2)=(p+9) 
cos? 27 >0 implică E(2)> —q şi deci —q <SE(x) <p, VzeR. de 
2) E(x)=0 cu condiţia p=3q devine sin? 2r= SE sau sin 2r= VE cu : 


= Ka a (AE pez TEE, k k'eZ. 


=tg Tt. 


soluțiile z=(— DE 


26 


3) Deoarece ze (0; 2y, rezultă 2re (o. J şi deci sin 2z>0, cos 2x>0. 
2 


p+g i sin 2z4-sin z sin z(2 cos z4+1) 


= E tg z. 
Ja Elz cos 2r+cosz+1 cos z(2 cos +1) 
LETNI L cosz+1 
V 


se ă E 1 z 
(observăm că cos T#— i deoarece ze (o; 2): 


z g E 


sin2a  sin25 . sin2e 
1) Să se arate că din relaţiile (r) rezultă egalitatea: 


í 


1.30. Se dau relațiile (r) şi se cere: 


) D= BOH) + E E tgeta)+ tga) ta(b—c) tate 0) 

4 +z z+z z+y 

| +tg(a—b). i 

ai 2) Dacă pe lingă relaţia (r) se dau egalităţile: 2z—y-+-z, 2a=b-+c, să se . 


sie exprime unghiurile și c în funcţie de unghiul a. 
3) Dacă pe lingă relaţiile (r) se dau egalităţile: z+-y4+z=—2, a+b+c=z, 
să se determine z, J, z în funcţie de sinusurile și cosinusurile unghiurilor 


a, b, c. 
(I. P. Bucureşti, 1971) 
Mi Solnţie. 1) Folosind rapoarte derivate, rezultă 
E E e a au 
sin 2a sin 2b sin 2a+sin 2b sin 2a—sin 2b ą 1 
Paü 2—y __sin2a—sin 25 sin(a— b) cos(a-+-5) = 
II O e a a 
ziy sin 2a+sin 25 sin(a+ b) cos(a— b) 
adică = tg(a+b)=tg(a—b). 
Z+y 


Se procedează analog şi rezultă ceilalţi termeni. (Datorită simetriei lui (1), 
relaţia obţinută rămîne valabilă pentru permutări ciclice ale tripletelor 
(7, y, z}, ţa, b, c}). 

2) Rapoartele derivate t 


5 z y 27 y+z 


sin ET 2b a 2 sin PI sin 2c+sin 25 
împreună cu 2r=y-+}z implică 2 sin 2a=sin 2b+sin 2c, sau sin 2a= 
=sin(b+c)cos(b—c); cu relaţia 2a=b+kc se obține cos(b—c)=1, (sin 2a £0), 
; san b—c=2kr. Sistemul b+c=2a, b—c=2kr are soluția b=a-t-ăr, c=4— Àr, 
i EZ. 
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3) Din rapoarte derivate, cu condiția z-+y4+z=—2, rezultă 
z y z 2 


sin 2a sin 2b sin 2¢ sin2a-+sin 2b+sin 2e 
şi deci 
2 sin 2a A 


MA 
sin 2a+sin 2b+sin 2e 


Cu condiția a-+b+c=r, se transformă numitorul ultimei fracții 
E =sin 2a+sin 2b+sin 2c =2 sin(a+ b)cos(a— b)+sin 2c 
=2 sin c(cos(a— b)+ cos c), (deoarece sin(a+-d)=sin(r —c)=sin c). 
E=2 sin c(cos(a— b)— cos(a+b))=4 sin a sin b sin c. 


În final, rezultă 


> -cosa 
D=] 
sin b sin c 


Į, z se determină analog. 


1.31. Se consideră un triunghi ABG în care unghiul A este mai mare 
decît unghiul G și sin n A. sin L ; 
RIH) 2 25 
E) Să se arate că relația dată este echivalentă cu tg = tg =i. 

2) Să se găsească relația, pe care -o verifică laturile acestui triunghi. 


B VBA 


3) Se mai dă smn e ea an Să se calculeze cos 2B. Folosind rezul- ` 


4 
fatul obținut,-să se determine unghiul B. 


AG e ë 
şi să se explice cum se pot determina toate 


4) Să se calculeze cos 


unghiurile triunghiului. 
(I. P. București, 1971, 


Inst, pedagogic Galaţi, 1973) 


si Sp eta EA RES At 
Solutie. 1) În ipoteza sin =sin OE succesiv avem tg a tg—= 
C B A+C AG ALR 
sinse sin > sin — cos COS — cos 2 — sin > sin — 
2 2 2 2 2 2 2 | 
= a 
G A C A C 
COS — cos > cos —— COS — cos cos — cos — cos — 
p 2 2 2 


—tg tgi, De aceea tg Zig L. Raționamentul reciproc este evident. 


: ASB J ip-alp-0 n GENA X Sa 
2), Deoarece sin Fe (pe ape) şi sin £, sin — satisfac relații 
ac 


obținute din aceasta prin permutări ciclice, egalitatea din ipoteză conduce la 
=b SA 7. 
J= = , adică a-hc=3b, ! 
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à a B 14+V5 -3 

3) Avem cos B=1—2 sin? -* J V5 + De aceea cos 2B=2 tos? B—1 = 
4 2 4 

T A 

B 


:t— B A ay T B 
sin — cos(£ ) Aceasta implică 2B——+ = 
4 2 2 7 a 
4) Mai: întîi 


5 

EN e CUR 5—1 AEE 
avem cos —— =sin = = Vs, apoi cos = 

2 4 

: O AE AG A+C : AC 
== COS > COȘ — 4-sin = sin =-:=c0s +2 sin — sin — sa cos + 
2 2 2 2 2 2 2 : 

HEND, Alea 3 
+2 sin z 53 sin === 


2 


2 
4 


á 


(V5—1). Din acestea se pot explicita A şi C. 


1.32, Se consideră un triunghi oarecare ABC în care notăm cu A”, B’ 
C’ picioarele înălțimilor şi cu H punctul lor comun. Se cere să se demonstreze 
relațiile: 
1) FA’ cos A+H B’ cos B+ HC' cos C= 

29) AH, BH , CH 


=p 
HA’ 


6 R cos A cos B cos C, 
HB’ 


uc ISA tg B+tg B tg C+tgG tg A—3, 
3) AH? + BH2+ CH AH ; BH-CH 4R? 


(3: eşte raza cercului circumscris triunghiului ABC). 

Ă - (I. P. Bucnreşti, 1970) 

Soluție. 1) Se observă că + B'BC=90%— c, deci +BHA'=+C. 

Astfel HA'=BA' ctg C=c cos B ctg C=2R cos B cos 
meni. şi deci SH A” cos 


C. Analog ceilalți ter- 
A=6R cos A cos B'cos C. 
2) Deoarece AH = AB 


sacosa. =2R cos A, rezultă 
sin G sinG , 
AH cos A ` cos (B+C) CHOR 
Tet a SD EET = — =ar aeran a — PE 
HAY cos B cos G d cos B cos C BR Aii B tg S 
3) La tel SA H2—4R25 cos? A=2R2S(1-+cos 24 
+cos 2C=2 cos(A+ B) cos(A — B) +2 cos? 
+cos(A—B)]—1= 


). Dar cos 2A +- cos 2B+. 
G 


~t = —2 cos C[cos(A + B)+ 


—4 cos A cos B cos C—1 
Deci: XAH? = — 8R? cos A cos B cos CH4RZ=4R? 


AH: BH-CH 
R 


1.33. Se consideră fracția 


F(a)= sin 3x+ cos 3z+-sin 5z-+- cos 5r--sin 74 cos 7x 


cos 3z-+- cos 5x- cos 7% i 
1) Arătaţi că fracţia F(a) poate ‘fi pusă sub forma 


F(x)=1 -+-tg 5x. 
2) Rezolvaţi ecuația F(x)=2 sin E +52) . 
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3) Galculaţi perioada funcţiei G(r) = F(a) +F |z = A) 
2 


(Inst. pedagogic Tg, Mureş, 1976) £ 
Soluție. 1) Rezultă succesiv 


Q 


Fo =1 +. sin Se Ea 5z4sîn 72 BEN 2 sin 5x cos 2r-+sin 5x di 
cos 3x + cos dr + cos 72 2 cos 5x cos 2z4+-cos 5z 
îs pu 200S2z+1 A 
tg 5t ——— =1 +tg 5r 
F 2 cos 2z+1 2 hi Aa 
în ipoteza că 2 cos 2741 30. 
2) i-+te5r=2 sin Sz+ 2] se transcrie 
cos 5zA+-sin 5r=—2. cos 5z sin (z+ a) 
sau 
sin {5z+ - 2)- =Y2 cos 5x sin (5z-+ =), 
i 
Rezultă 
sin (5x4+ 20 cu soluţiile P E OL AT Alu 
4 20 5 
fra 1 es T s TE [i 
cos 5x= ——» cu soluţiile r= —+2k—; k, k'eZ. 
2 20 5 
10 
3) G(z)=—1+tg 5z414tg5|z— =) 2+tg 5x— ctg 5. Se observă că ; 
G) —=2+tg'(6r+z)— ctg (6r+7)=2+tg 5 (2+ z) —ctg5 (+7) ; deci 
T=Ż, 
2 


1:34. Să se pună sub formă frigonometrică rădăcinile ecuaţiei z=1—i | 
(|. P. București, 1976) $ 


Soiuţie. O asemenea problemă se rezolvă astfel: se scrie membrul drept 4 
sub formă trigonometrică şi apoi se determină din el radicalul de ordinul trei. p 


Notînd u—1—i, găsim || =y (1) = yZ: Apoi, din cos(argu)= 


1 XE 
==, Şi sin(arg u)= — deducem arg a De aceea forma tri- 
2 


2 
gonometrică a numărului u este u=V2| cos (TE ri an (a 7 3); Cu "acestea, 


din z=% =i sobei  / V2|cos(£) ri sin (2 A =)] era Zz=2 “feos E= + + 
- in (2km | Tr £x Es Z Tn. 7r )]; 
+i o (3 = 4- ahi k=0, 1, „2 sau z=2 [eos( 5 Jti sin (22 i 
a ; 


22 152 ES IDR 23% 
225 cos i sin), 2025 cos 25£ isin mj: 
Z ( TYDE 12 ) FR a T „12 
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Capitolul 2 


„ ADMITERE 
MATEMATICIENI, INGINERI, ECONOMIŞTI, 
FIZICIENI, CHIMIŞTI etc. 


§ 1. ALGEBRĂ ȘI ELEMENTE DE ANALIZĂ MATEMATICĂ 
=- ALGEBRĂ 


2.1. Să se determine valorile parametrului real m pentru care ecuația: 
(m2+1)22—(2m-++1)z+1=—0 are rădăcini reale situate în intervalul (—o, 1]. 
i ; (I. P. Bucureşti, 1976) 
Soluție. Ipoteza că ecuația dată are rădăcini reale este echivalentă cu 
A=4m—3>0. Rezultă m > 3/4. Această semidreaptă nu mai poate fi restrinsă, 


deoarece pentru m>3/4 avem m*+1:>0, f(1)>0, 0< Ss 2 <a, Pà 
mit 


—— >0, iar aceste relații implică faptul că ambele rădăcini sînt situate 
/ m 1 } 
în intervalul (0, 1]. 
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2.8. Se consideră ecuaţia 


(10m*-4 1 Da? —(107m443)24 16m-+43=—0 
şi se core; 
1) Să ao discute natura rădăcinilor ecuaţiei după valorile parametrului 
real m. 
> | i $ ` 2 1 
2) Să se determine valorile lui m pentru care ——- 4+ ——— <0, unde 
zitari Titt, 
i Va atut rădăcinile ecuaţiei date, 
3) Sä ae rezolve ecuația dată pentru m=2, să se scrie rădăcinile ei sub 
formă trigonometrică şi apoi să se calculeze expresia Patrat, 
(Pacultatea de studii economice. Timişoara, 1970) 
Soluţie, 1) Deoarece A = (16m + 43) — 4(16m2 + 11)(16m + 43) = 
= — (18m 483)(8m—1)“, avem 


m | A | Nita rădăcinilor 
x Eoee ? 4 | reale 
e Sue 1/3)U(/8,. 00) | cit ie | | complexe 
E ga deja a 1/8 | 0 | reale iu 


2) Avem qti- ta= 


n. 2 t pes 4 2 n ci 
Tita LIFTI =(T1 tT) —2xıTz Şİ 
16m?+11 ă 


dipai mata 
Tarta (LaF ta)(2i -H r?) 

De aceea m@(— o0, —43/16). A 
3) Pentru m=2 ecuaţia se reduce la x?—x-4+-1=0. Aceasta are soluţiile 


r= EAEE = cos T/3-+i sin T3, Ta= SEE = cos (— 7/3)4+ ìi sin (— 7/3). 


sua 
zitt: 


. Condiția din enunț este echivalentă cu 16m4+43 <0. 


“s > i Sate Ap AT —d4r 
Utilizind formula lui Moivre găsim zi-k-zâ=cos a +i sin e + cos ==) + 


ANE 4 
-+i sin f- 22 COS a 
3/4 3 


2.9. Să se determine numerele reale a şi b astfel încit ecuaţia at —2a7224+ 
+02=0 să admită rădăcini: 
1) în progresie aritmetică, 
2) în progresie geometrică, 
(Facultatea de matematică-mecanică, Bucureşti, 1970) 


i ` : 
Soluţie. 1) Din ipoteza că rădăcinile sint ti tastit R= Hn ta 
=z-b3r şi din relaţia lui: Viète tittat Tatra =0 rezultă takzs=>0, tit 
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ză 


i x i ; 3 r r 4, 
-+t =0, 2t +3r=0 ȘI deci = — TIA Ty= — FE Ty == z Ty = eaS Introdu- 


cînd în (titta) (Za Ta) Htt ttt = —2a, (21 T4) atat (a-ra) tita =0, 
o Cre a 4 16 . . i 
Tita, 0 găsim r= —a, ri= —02, Acestea implică a>0, 3a=5 |d| şi 
5 9 


rez IE în mulțimea numerelor reale, sau 3a=A4+5b şi r=24/4, în 
o 
mulțimea numerelor complexe. 
2) Din ipoteza zi, ta=T19, T4=2;0?, = şi din t1+tr 4t Ft; =0 
găsim 1-4+9-+9'4+0=0, adică (q+1)(q?+1)=0. Astfel q=—1 sauřq=+i. 
Pentru q=—1, relaţiile Lita Flitt titt Ttg Fe Zog Pot = — 24, 
Da Cats E Lu tata kb tatsta-btitota =0, Zitozrgtg =b? implică a?°=b?, Aceleaşi rela- 
ţii ale lui Viete arată că q nu poate fi +i. 


2.4, Să se rezolve sistemul de ecuaţii 
27 —y—4z=6 
2r+my—4z=14 
nz—y-+z=2, cu ajutorul determinanţilor. 


Să se discute soluţiile după m, ne R. 
(Institutul de marină Constanța, 1977; text adăugit). 


Soluție. 
2 —l —-4 
D=10 m41  0|=2(m+1)(2n41). Pentru m#—], nz—— sistemul 
TUT el 1 este tip Cramer (compatibil, de- 
terminat). 
6 —1 —4 2 -1 —5 n 
D=] 14 m —4 |=2 7 m—4 =2(7m p27), r= — MA 
i 1 ; sa 2 0 >» (m+1)(2rn+1) 
Dai AE 
Dy=|2 14 aaa 7 —2 |=16(1+2n) y= 2 
a ai n ii iSe 
218 0 —1 0 | 
De 2 m 14|=2|'om +2 m 3m+7 |=—2(3mn4+7n —2m —10), 
2 N al —2 
pi 3mnţ7n—2m—10 
îi (m-+ (2n+1) A 
Pentru m=—1, n — oarecare, sistemul este incompatibil, 
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21 —y—4z=6 


Pentru m #—1, n=— =, sistemul devine 2r+my—4z=14 
—zt—2y-+2z=4; 
determinantul principal poate fi considerat 
2 —1 : A 
d i E #0. Determinantul caracteristic este 
2 —1 6 2 —5 2 
D= aS aO rA A a] 0 0 |=—2(7m+ 27); pentru 
Delia 2 m—4 m-+7 i 
275: 
m E, sistemul este incompatibil, iar pentru m = — Ž sistemul este com- 


patibil, simplu nedeterminat. În ultimul caz soluţia este 


„a e z= 2 42, zeR. 


2.5. Se dă sistemul 
12079 
| y =r}ayg, ER. , 
Se cere: 
1) Să se rezolve sistemul. 


2) Notînd cu (z£; y4) soluţiile sistemului, să se scrie ecuația care are drept 
rădăcini toate numerele x; Să se facă verificarea prin eliminare. 


3) Să se studieze dacă există valori reale ale lui a pentru care toate solu- 


ţiile x, y, ale sistemului să fie reale şi pozitive. 
(I. P. Bucureşti, 1970) 


Soluţie. 1) Sistemul este de gradul patru şi, prin scăderea şi adunarea 
ecuaţiilor sale, trece în următorul sistem echivalent 


le (z—y)\a+y—a+t)=0 
; z? +y*=(a+1)(@+y). 4 

Din z—y—0, 22-++y?2=(a4+1)(24+y) găsim cazi 0 To=Va=atl; din ` ; 
zry—a+1=0, x°+y*=(a+1)(z+y) obținem T= n AIE 3) i 


Ja = = (a—1 —Va2p2a—3), za= = (a—1—Va?+-2a—3), Yya= = (a—1+ 
paza 3). 
2) Deoarece 21 =0, zz=a+l, z= Da-i +Va+2a—3), r= (e 1— îi 


— Va? }2a—3), prin calcul direct găsim i 
Dakota t4=24, Vıla-F Pita tata t Tatah, Matat Tata= — A, NTs È ; 
PD Tata Puts k Ttt = l =a? > LLV ta =0. 


s 
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De aceea ecuaţia căutată este 


ai —2az0-4- (02—a)a22-+ (a? —1)r =0. 
Prin eliminare: y=a?—az şi înlocuind în a doua ecuaţie a sistemului 
găsim 
(22 —az)’ =r +a(x?—az); 


efectuind calculele se, obține ecuația de mai sus. 

3) Xas Za verifică ecuația 22-+-(1—a)z4+-1l—a=0 şi sînt rădăcini reale și 
pozitive numai dacă A=aî+2a—330, P=1—a>0, S=1—a>0, adică 
pentru ae(—o0, —3jU(I), Deoarece zz=a+130 implică ae[—1, co), sin- 
gura valoare pentru care soluţiile sînt reale pozitive este a=1; rezultă Ti; 2,3= 
=Y], a 3==0, Ta=ya=2. 


2.6. Să se pună în ordine crescătoare numerele: 


m+2 


A=2, B=m, sira D=Ņ\m? +4 


(discuție după valorile parametrului real m). 4 
(. P. Bucureşti, 1976) 


Soluţie. Graficele mărimilor A, B, C, ca funcţii de 
parametrul. real m sînt drepte, iar graficul lui D este o ra- 
mură a unei hiperbole pentru care y=m este o asimptotă 
(fig. 13). De aceea pentru m<2 avem ordinea B, C, A, D, 
iar pentru m>2 avem ordinea A, C, B, D. 


fim) 


; ; ; A C 
2.7. Pentru ce valori ale parametrului real m inegalitatea B 
9 2r mo A pai = d y Fig. 13 
—2< AAN este satisfăcută pentru orice ze R? DIEE 
T—x | 


= (I. P.. Bucureşti, 1977) 


Soluţie. Numitorul fiind pozitiv pentru orice zeR, rezultă sistemul 
echivalent 4x2—(m-4+2)24+4>0, 4x24+(m—6)74+4>0. Relaţiile se verifică 
pentru orice ze R, dacă se satisfac condițiile: (m-+-2)2—64<0, sau me (—10, 6); 
(m—6)2—64<0, sau me(—2, 14): Ambele relaţii se satisfac pentru me(—2, 6). 


2.8. Se consideră expresia 


i za at 
Bla, D= 33 +245, 


unde a este un număr real diferit de zero, iar z este un număr complex diferit 
de zero. T i 

1) Să se determine rădăcinile ecuaţiei E(1, 2)=1 şi să se arate că ele se 
află pe un cere. 
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Pai VEME EE at 


9) 


9 
2) Să se determine valorile reale ale lui a pentru care ecuația E(a, z)=a 
în necunoscuta z are toate rădăcinile complexe. 


(U. D. Iași, 1972) 


Soluție. Evident E(a, 2) -yË + = =+ E ai A i 
a z a z 


1) Ecuația E(1, 2)=1 este echivalentă cu ecuațiile de gradul doi z+ — Pa 
=+1. Acestea au soluțiile za=> (i +iVă ) n=2 (i —i4/3), respectiv za 


= popi), a 200 i-ið). Deoarece |z| = 22| = |z| =|z4[=1, 
toate rădăcinile se află pe cercul de rază unu cu centrul în origine. 
2) Ecuația E(a, z)=a este echivalentă cu ecuațiile de gradul doi 24 
a 


eS =4+a, adică z*Fa?2-4-q2=—0. Acestea au numai rădăcini complexe dacă 
A= ae A) <0, adică ae(—2, 2) — {0}. 


2.9. Să se rezolve ecuația 


le 1 3 
logs tlogi z tlg blog tt = 


6. Va 


(Institutul de marină Constanța, 1977) 
Soluţie. Deoarece log, = =logs x, log i + =2 log; 6, log z t=2 logs T. 
-Tr — 


6 Va ; 
pentru 2>0, zzl, ecuaţia devine log26-4-log2 +2 log, 642 log, t450. 


Dacă y=log, x, rezultă y°+ = +2(u+ z) +5=0 şi cu substituția y+ Sa; 
y y ' y 
se obține 2+ 2f— Ż =o; 


Ultima n are soluţiile = S „== şi rezultă: 2y2—y-+2=—0, care 
are rădăcini Sorple re şi deoarece ser, nu ESKIA la soluții ale ecuației 
inițiale; y pita Žy+1=0, y=—2, =--> şi rezulta soluţiile 

D ed 
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2.10. Să se rezolve inecuația 
logmtFl0gmrt F l0gmT 10garst>0, 


analizindu-se diferitele situații după parametrul real m. 
(Universitatea Braşov, ingineri, 1972) 
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Soluţie. Existenţa membrului sting impune condiţiile m>0, ml, 2>0, 
e VAS ` A f A y x ; 

c#m, t#—, iar inegalitatea impune #1. Apoi observăm că membrul sting 
m 


ae poate scrie astfel 


log, £ lo g 
Log tt — --log,„r — =l0gmt +4 PESE BAE F logmt n ma 
logs m+i log, m—1 1410ga % 1— lohn £ 


2 logn t x EA ; $ ’ : x Ay 
== ——— c. Notăm y=logmx şi inegalitatea ia forma echivalentă -L >0, 


1—log' T 1—y 


Folosind tabelul 


y | i — 0 —1 0 1 -4-0 
—— 
1—y* | — 0 J- 0 - 
y + — 0 + = 
1—y2 


deducem ye(—o, —1)U(0, 1). 
Fie m>1. Din — © <lognt< —1=10gmml, O= logn] <loguz<l =lógnin 
deducem ze (o=) U(1, m). 
m 


Analog pentru m<1 găsim ze(m, 1)U E o) 
m 


2.11. Să se rezolve ecuația 


Viog.(ar)"”p1og,(a1)"" =a- y loga (tog. (2)” 
a x 


ande a>0, axl. 
(1. P. Braşov, 1970) 


Soluţie, Existenţa expresiilor din ambii termeni ai ecuaţiei impune 
1PO0,zzl. , 
Cu aceste condiţii ecuaţia se transcrie succesiv 


V2-+logat+logaa ap Viogaz-+ logza3=at, 
|logar-k1|-k |logar—1]=a2Viogsz: 
1) Dacă ae(0, 1) condiţia log, 70 se satisface pentru ze(0, 1). 
Observăm că 


\ 
log, t41, ze (0, =] 


logat—1, ze(0, a] 


og, z+i|= 1—log,z, ze(a, co). 


[loga zile | 
— logg z—l, za(—. o), 
a 
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>) să pop . q [i ð naa * 
Pentru ze(0, a] ecuaţia devine 2: log, =a? Vioga z cu singura soluție 
aibă aija, . a'/4 Z > o 
posibilă z=a“%; din a €e(0, a] rezultă că a> y2 (contradicție cu 
a&(0, 1)). 
Pentru ze(a, 1) se obține ecuația 2==a2 VIg,x cu soluția posibilă r=a “” 
Sa cea VI IE i 5 Bă SE 
dacă a e(a, 1), atunci rezultă a>V2 (contradicţie). 
9 acă = y E Piny 
2) Dacă ae(1, 0), condiția log, r>0 se verifică pentru ze(1, o), 
Observăm că 


j 


loga #++1, ze E o) 
[loga z+1|= > log, 2—1|= log, t=], ze[a, 00) 
—log, r—l, ze (o. a), 1—log, z, ze(0, a). 


Cînd ze(1, a] ecuaţia devine 2=a? Vloga z cu soluția posibilă z=a%% 
a'l“e(1, a] dacă a> V2'şi deci z=a“% este soluţie. 
Pentru ze(a, co) ecuaţia se transcrie 2 log, z=a2Viogaz şi este verificată 


de z=a; deoarece condiția “ela, œ) implică a> v2, rezultă că 
z=—a“!* este soluţie. s | 
i 
2.12. Să se rezolve ecuaţia k 
3 -logi o0 (®@—1) +2 -logio (7-43) —29% logio (1° +-2z —3)=0. : 
(I. P. Bucureşti, 1976) i: 
Soluţie. Impunind condiţiile z—1>0, z4+3>0, x?+2r—3>0, rezultă & 
că ecuaţia are sens numai pentru £>1. Ținînd seama de relaţia log, b=—10ga» b”, î 
vne N, rezultă 
3 -logi oco(z —1) —logio (1—1)°=logu(z—1), 2 -logos +3) =l0810 (© +3) = i 

| 

= ogio(7+3). l ; i 
De aceea ecuaţia dată este echivalentă cu i 


le(r—1) big (2-43) —2*?lg(z—1)(2-4+3)=0, 2>1, 


sau cu (1—22t3) lg (z—1)(2-4+3)=0, t>1. 2 
Aceasta implică (@—1)(z+3)=1, z>l şi deci r= V5—1. 


2.13. Să se rezolve sistemul de ecuaţii 


zy? =a! 


/ 130. A 
(le 2 +(lg yim Ag d): 
(Institutul de mine, Petroşani, 1971) 


Soluţie. Mai întîi logaritmăm prima egalitate: 
3.Ig x42- lg y=13.lg a; r>0, y>0. 
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Apoi notăm s=lg x, t=lg y şi sistemul se transcrie în forma 
3s+2t=13. lga 


| sple (e ay, 


Eliminind pe t ajungem la ecuaţia 952—54s1ga-++77lg2a=0. De aceea 
7 11 i ari 7 
S= < lga, Sg lg a, h=3-lga, t=lga și astfel găsim r,=4/4, y1 =a; 


3 
T= Van, Yo=a. 


2.14. Să se rezolve sistemul 


loga X l0gaz+ loga Y =3 
loga Y loga z— loga z =4 
(logaz+1) loga z+-(logu 3—1) logay=1, «>0, şi al. 
(Institutul de construcții Bucureşti, 1972) 
Soluţie. Evident se impun de la început condiţiile z, Y, Z>0. Apoi 
notind u=logu T, D=log« Y, p=loga z sistemul se transcrie în forma 
uw-+-vw=3 
dw —u=4 
uw-+ow-ku—v=l, 


Adunind primele două ecuaţii și scăzîind pe a treia, găsim v—u=3, 


3 š i ă 4 
Apoi, deoarece w nu poate fi zero, a treia ecuaţie se reduce la v-+u=—. Re- 
E Ge a DE 


zultă u= 3 l =a) v=> (2-3) şi introducînd în prima ecuaţie? deducem 
w Ww 


că 3w?—w—4=—0. Găsim w= — l, mam sii deci WU = —7|2, u,=0; vı=— 1/2, 
Va=3. x 
E Relaţia log,z= —7/2 implică z=a""2, iar relaţia log, x=0 implică 
T da=1l. Analog găsim yı =a", y=", zi=a"l, 22048. Soluţiile sistemului 


sînt (zu, Yi» zı) şi (Tz Y2» Zo). 


2.15. Să se determine numărul z ştiind că al şaselea termen al dezvoltării 


binomului 
log(10—382), č (2—2) log? îi 
2 + V2 


este egal cu 21, iar coeficienţii binomiali ai termenilor de rang doi, trei și 
patru sînt respectiv primul, al treilea şi al cincilea termen ai unei progresii 
aritmetice. 
(I. P. Brașov, 1970) 
—1 1)(n—2 
Soluţie. Prin ipoteză numerele nenule n, : KD, Dea sînt 


respectiv primul, a] treilea și al cincilea termen ai unei progresii aritmetice, 
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De aceea 


An (n—2) „a hini) _ n(n—1) 
L0 e RI 


Rezultă n==7, 
Pe de altă parte tot prin ipoteză avem 


CV (|) au 


Deoarece Cy=21, găsim 20800- , g (-29 log 890, Astfel log (37-2(10 —3#)) =0, 
adică 32%(10—32)aa1 sau 322—10.32.+-9==0. Rezultă 322232 sau 32==1, adică 


V=2 sau vt=0. 


2.16. În dezvoltarea binomului (V22 + y/217s)n suma coeficienţilor 
ultimilor trei termeni este egală cu 22. Să sé afle valorile lui x pentru care suma 
dintre termenul al treilea şi termenul al cincilea este egală cu 135, 


(I. P. Galaţi, 1970) 


Soluţie. Coeficienţii ultimilor trei termeni sînt G} °=C3= -W 
2 


Ca '=Ca=n, Ca=1. De aceea 20 pn41=22 dă n=6, 


Ținind seama că termenul al treilea are expresia Coly 25)t21 =, iar ter- 
menul al cincilea este Co(y25)222-27, găsim ecuația 


Co2?721 -24 C62222-22—135 sau 2.222—9.024-4—0, 
Notăm 27=ť{ şi ținînd seama că 2:2—9/+4+4=0 implică i= =, la==4, găsim 
rs —l, Ta=2. 


2m 
R m?+1 
=0 după valorile reale ale parametrului m. Există valori me R astfel încît 
produsul a două rădăcini să fie egal cu unitatea? 


2.17. Să se studieze natura şi semnele rădăcinilor ecuaţiei z? —3r— 


(I. P. Bucureşti, 1917) 
Soluţie. Notînd cu P(x) polinomul, rezultă P'(2)=—3(22—1); rădăcinile 


derivatei sînt 4+1. Observăm că pentru orice me R, P(—1)= 2 a >0, 
P(+1) = e <0. Tabelul discuţiei după m€ R, folosind şirul lui 
m pi 

Rolle, este 


T — 00 —] +1 + 


În concluzie, peniru orice meh există 
NEe(—o, —1), Tae (—1, +1), rss (+], 
Deoarece P(0)= — 


trei rădăcini reale, distincte: 
+00); observăm că z,<0, t4>0. 
» rezultă: z3>0, dacă m<0; z3<0, dacă m>0. Pentru 

m" + 
ultima întrebare sînt posibile numai Zaza] 


» SAU Toza], deoarece t< —1, 
a. y l . a su 
> +l. Fie aizp=l, atunci rezultă Ig m și din condiţia P(23)==0 se 


` mâ+i 

d f g ++ b pr . r . 
obține Sm(mt-+m24-1)=0, Singura soluţie reală este m=0; ecuaţia „devine 
în acest caz 29—32=0 şi are soluţiile 


(0, V5}, care nu pot satisface! condiția 
din enunţ. Analog, în cazul Tata =], 


2.19. Fie z,, za, £y rădăcinile polinomului P(x) =204-a22+- br-e. 
1) Să se exprime în funcție de a, b, c determinantul 
Tı Ta Ty 
Ts Ty Tı |" 
Ty Tı To 

2) Să se determine o relație între numerele reale a, b, c 
rădăcini ale lui P(x) să aibă partea reală comună, 


3) Să se arate că polinomul 1%4-322+47+2. verifică relația obţinută 
şi să se calculeze rădăcinile acestui polinom, 


aşa ca cele trei 


(I. P. București, 1972) 
Soluție. 1) Observăm că 


RN 
D=(T1 +2413) Ta T3 Tı 


= (af Tah 23) [3(2ata Ttg Fzt) —(2a-kak2)2]. 
Ta Tı Ta, ; 
Apoi, ținînd seama de relațiile dintre rădăcini şi coeficienți, Tit Tz- Ta = 
=A, Tilat Ttg -+ tti =b, Titty = —c, găsim D=a(a2—39 
2) Deoarece a, b, c sînt numere reale şi grad 
sigur o rădăcină reală z,. Forma cea mai gener 
este rz=a-if, Ts=a—iB. Condiţia zi =a şi relat 
implică 3a=—a, 3a?--8?=b, a(x? +B?) 
egalități, găsim 2a°—=9(ab—3c) 
Cazul T1 =%;= 


ul lui P(z) este impar, avem 
ală a celorlalte două rădăcini 
iile între coeficienți şi rădăcini 
= —c, Eliminind pe a Şi B între aceste 


Ta=ae R este lăsat pe seama cititorului. 


3) În acest “caz: a==3, b=4, c=2 și avem 2:27=9(12—6). Din 3x=-—a 
rezultă z=a=—], Apoi găsim Ta —l+i, tnli. 
LA 


2.19. Fie polinomul 
2x —2r 1 
P(2)=| 1—a2 a-l 
—27—A thA 22 


1) Să se afle A încît polinomul P(x) să admită o rădăcină dublă întreagă. 
Š 2) Dacă Q(2)=P(x)4+22* și tı, Za Xy sînt rădăcinile ecuației Q(2)=0 
să se calculeze: 


Li 


E(N) = Qaa ta), + Rlta +2) i Ra +z) 
Tı Ta £ 


3 
(Universitatea Iaşi, 1977) 


Soluţie. 
2x 0 1 2x oS 270 
D P()=| 1-2 1 —1|>| 1-2 1 0 1 0|= 
—2r—\ —xr—2 —2r—\ —z —2 27—A —x 0 
=g?— 3t A. ; ' ; 


t=m=€Z este rădăcină dublă a polinomului, dacă P(m)=0, P'(m)=0, P”(m) 40. 
Deoarece P'(2)==0 are rădăcinile z=+4+1 şi P” nu se anulează în +1, rezultă 
că numai —1 sau +1 pot fi rădăcini duble ale ecuaţiei P(z)=0. Din P(1)=0 
rezultă A=2, iar P(—1)=0 implică 4=—2, : 

2) Q(x)=x"p2r?—3rF; observăm că tı ptatta=—2, Tıtyrhtst P 
Elta = —3, Tilt =—A şi 


Q (cat 23) = Q(T) + OlT) — AF 3rits A Stara dota = 2A — Atata. 
Procedind analog se obţine 


EQ) 22 ai RIR + e 4 (Tats Trta + Data) — 20 ta ta(a A- Tat 13) ae 
Zi Ta 23 Tata 


= a pentru #0. 


2.20. Se dă polinomul P(2)=m(r—a)'+n(z—b)'+p(r—c) cu a, b, 0 
constante date, reale şi diferite, iar m, n, p trei parametri cu valori reale. 
Să se arate că: 
1). Dacă polinomul P(x) este identic cu o.constantă, atunci el este identic 
nul. 
2) Dacă m, n, p au valori strict pozitive, polinomul P(x) admite o singură 
> rădăcină reală. 5 
3) Dacă P(a)=P(b)=0, atunci și P(c)=0. 
$ (I. P. Bucureşti, 1974) 
Soluţie. 1) Dacă P(x)=d, Yx, atunci P'(0)=0, P”(0)=0 şi P”'(0)=0 
Astfel m, n şi p satisfac în mod necesar sistemul omogen: 
ma2+4+nb24+-pc2=0 
ma-+nbA-pc==0 
m+nA+p=0. 
Determinantul acestui sistem este diferit de zero, fiind un determinant Vander- 


monde cu az bc. De aceea sistemul admite numai soluția banală m ==n = p=0 
și deci 0= P(x) =d. 


42 


Observație. 
din P(a)s=a, 

2) Avem lim P(7=—c0) lim Piz) și, P'(a)=3m(z—a)'-+p 
4-3n(z- -0)%4-3p(3 6130, Ve R Dëoarsce funcția eontinuă y=P(z) este 
strict crescătoare, graficul său taie o singură dată axa Oz, 

3) Relaţiile P(a)=n(a—5)-p(a=e), P(d)=m(0—a)9+-p(d—c), P(c) 


=m(e—a)+-n(c—5)% implică mP(a)-+nP(0)+pP(e)=0 şi astfel afirmaţia 
devine evidentă. 


Sistemul anterior se poate obține și prin identificarea directă 


2.21, Şe dă ecuația: 


pă Ei SoC 
x Ip a EA 

LX) = =l. 
f) —l 1 5 3 
4 l 0 0 


1) Să se rezolve. 


2) Să se discute după parametrul A numărul rădăcin 


ilor reale, cît gi 
intervalele în care se găsesc, ale ecuaţiei 


1 Do) =), 
3) Să se determine valorile lui A pentru care 


—2 c Atata <1 
TITT 
Ti, To T3 fiind rădăcinile ecuaţiei de la punctul 2). 
: U. P. Bucureşti, 1974) 
Soluţie. 1) Dezvoltînd determinantul după ultima linie rezultă 


z? aul gs AESA 25—422 a 1 
fz) = —4| 2 a ES RE S —7 1 = 
1 OATS —] lb) Ri —5 53 


=—8(r°—4r?—2r+5)—0. 
Această ecuație admite rădăcina întreagă z,=—1. Ținînd cont de identitatea 


T —4r?—2r+5=(r—1)/z?—3e—5) găsim şi rădăcinile Ta s= IEN, 
: 2 
2) Ecuația = (2° —422—274-5)=(a2—1) este echivalentă cu (z—1) 
[22+(4—3)2+1—5]=0. De aceea studiul se reduce la z3+(\—3)z+A—5=0. 
Deoarece A=(1—3)2—444-20=(—5)2-4+4=0, ecuația de gradul doi admite 
rădăcinile reale 


3—24 Va D4 
2 


ci , Zar 3—1- Vb ; 
2 


Ținind seama că 1—5<)—5]<VQa—5)234, VAER, şi 5—As|A—5|a 
<VQ—5) F4, VAER, deducem ze(—1, +0) și t=(— œ, —1). [n 
concluzie, Yà, ecuația dată admite trei rădăcini reale. 

3) Deoarece z=l, Zatrs=3—A, Tery =\—5 relaţia dată are sens numai 
pentru A #5 şi este echivalentă cu —2 < AA <1, adică \€ o 00, 2)U6, + co), 


A—5 


2.22, Fie P(2)=x5—2z2-+7, unde à este un parametru real. Se cere 


1) Să se -separe rădăcinile reale ale ecuaţiei P(2)==0. 
2) Să se determine A şi să se rezolve ecuaţia astfel ca 
T1 +I3=2. 
Apoi să se calculeze expresia E—x2+a2a2. 
(I. P. Timişoara, 1978) 


Soluţie. 1) Deoarece P'(2)=—3x2—2 are rădăcinile + Ve rezultă tabe- 
lul lui Rolle 


R EENS ere === +o 
3 3 
4V6 aV 
fin): — o Me, Sp -- 00 
Dacă A<— A » atunci t= E, o), iar Tz Şi Tg sînt complexe; dacă A == 
9 i 3 Za 5 
6 6 6 SERAN e 4V6 
= AN , atunci Cozi Es ae TE = o); dacă a AS ET 
9 


atunci ze (-o is ) za=(—V5/3, Y6/3), TE (a, o); dacă à= 


6 . -V6 3 4ye : 
SA ENTO E e Von şi tS (o, =W); aacă A> sa atunci 
9 3 


5]. iar To Și Xa sînt complexe. 
3 
2) Relaţiile lui Viete x1- t}t3=0, Tate Puts fas = —2, Pitas = —A 
împreună cu ti-ţ-z2=2 dau Ts=—2, Dta=—2 şi deci A=-F4. Apoi găsim Le 
= +i, ro=l —i, : à Xa 3 
Evident E=xi tti ht=(l +i) —i)} (24. 


= | — ©, 


2,23. Să se determine parametrii reali m D n astfel încît polinomul 
d 
P(a)=a—3mr+n să aibă o rădăcină dublă, iar | P(a)az=2. 
o 


(I. P. Bucarești, 1977 


r 
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: ai aa n) Pa ăi aaa Aia 
Soluţie, I. Condiţia ultimă devine pr am "pe pna = a) SRU 


0 
»3m—1, Deci P(x)=x°—3mr4-3m—1 şi P(x)=0 are rădăcinile zl, 
Day se — E ari A VS(4m —1); se descompune P(x)=(z—1)(2%-bz-k1—3m). 
9 > Ware EA 
Dacă rădăcina dublă este x=1, atunci ea este rădăcină a factorului de 
gradul doi şi rezultă m=1, iar n=2. Dacă factorul de gradul doi are rădăcina 


i y 1 A 1 
dublă, rezultă m= zau iar n= — Să 


A Dia OMA i SN 
II. Impuniînd condiţiile ca xo să fie rădăcină dublă P(10)=0, P'(29)=0. 
P(x) #0, rezultă a23—3maok+n=0, 322—3m=0, sau 4m =n, 
Sistemul 4m?°—n?=0, n=3m—1 admite soluțiile (m, n)=(1, 2), (m, n) =s 


1 1 
m j mj 
4 d 


2.24, Se dă polinomul P(t)=x azr r+ b. 

1) Să se arate că ecuaţia P(2)=0 nu admite concomitent rădăcinile 
1 şi —1 pentru nici o valoare a lui a şi d. 

2) Să se determine a și b astfel ca restul împărțirii lui P(x) cu Q(x) == 
=a24+x-+1 să fie identic nul. 

3) Gu valoarea lui a determinată la punctul 2), se consideră ecuația 
P(x)=0 şi se cere să se determine b astfel ca să aibă loc următoarea relație 
între rădăcinile £i, Za, Tə ale ecuaţiei: 


1 1 1 
= 4—4 — 35, 
ti Ta Ta 

(Facultatea de fizică, Timişoara, 1973) 


Soluţie. 1) Condiţiile ca z=+1 să fie rădăcini ale ecuației P(—1)=0, 
T P(+1)=0, conduc la sistemul incompatibil în a, b: a4 b—2=0, a+-b-4-2=0 
2) Menționăm o variantă de rezolvare. Deoarece rădăcinile ecuației Q(x)=0 

sînt rădăcini cubice ale unității, > 
. V3 1 VS 1, 3 
i ii) =0 sau (~E) Ae =0 conduce la soluţia a=1, 


Ti a= E: Z, condiția P(E 


'3) Deparece P(t)=r r tF b, condiția 


z 1 a A A 1 
e ——3 dec a i pa ee] E 
F in 7 >5 şi i soluţia este ve( 00 |: 


E: 


3 


i 


2.25. Se dă un polinom P(z)=ax? 4 b22--co+d avind c 
(în această ordine) în progresie geometrică cu raţia q>0. 


1) Să se arate că ecuația P(x)=0 are o singură rădăcină reală şi că toate 
rădăcinile acestei ecuaţii au acelaşi modul, 

2) Notînd cu xy, ta Și a rădăcinile ecua 
ar fi numărul natural n, suma Sn =" 


ceticienții a, b, c, d 


tiei P(2)=0 să se arate că, oricare 
"as" este reală. În ce caz S,>0? 


zi NA pe Ie A AER 
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TRA 


.3) Pentru a=1, să se determine rația q astfel ca ecuaţia P(2)+ P(1/7)=16 


Š a E a E S 
să admită rădăcina x= Ays. şi apoi să se rezolve această ecuație. 


(. P. Bucureşti, 1970) 


Soluţie, 1) Deoarece b=aq, c=aq?, d=aq? ecuaţia se poate scrie astf 
9 fă 3 , a el 
(x+q)(x?+q°)=0. Rezultă rădăcinile i 


Na + 


= —0, Za3=-tig. Deci zl =]z:]=|z3|=4q. 


2), Avem Sammi kerkesi" hri Ca Zh- 
| —q”,  nef4k+1, 4k+2, 4k+3}, : 
3q”, n=4k, ke N. 
De aceea S, >0en=4k, keN. 
3) Deoarece P(2)—x%-4+qx2+q224+q? ecuaţia dată se scrie Ap +74 


1 1 
+ a (e zres. Prin, substituția z+ =gy,* obținem ecuația 
T 


y +qyt- (g —3)y + 2q9—2q—16—0, 
AN oda pi Se obţine 
2 1+iY3 
2909 —q—18=—0 cu singura rădăcină reală q=2. Revenind la ecuaţia 
E) _a_nfa 
2 


în y mai găsim şi soluţiile a > Ta ei Js= 


Aceasta trebuie să admită rădăcina y1= 


. Apoi, dinz+ 


1 11/38 —3—1V7 4 V—14+6iV7 
E dia deducem a E raja = BANI sai, 


7 -34iV7 +V -14-6iV/7 7 
4 


2.26. Să se determine parametrii reali a, b, c, d ştiind că f(2)=1*+ar"+ 
bx?+cr4+d se divide exact cu derivata sa și că f(2)=—0 admite o rădăcină 
egală cu 1. Să se determine apoi celelalte rădăcini ale ecuaţiei f(2)=0. 

(I. P. București, 1977) 


Soluţie. I. Din ipoteze şi deoarece f (x)=4r°+3ar?+2br+c rezultă 
424 4 4az2-+4ba2+4cz+-4d = (x—a)(4r°+3ax?+2br+c). Identificînd, se ob- 
tine: a=—4a, b=6a2, c=—4a?, d=a și f devine f(z)=(r—a)t. Cum f(1)=0, 
rezultă a=1 și f(x)=(z—1)*. 
= IU, Fie z; jeţl, 2, 3), rădăcinile ecuaţiei f'(x)=0. Deoarece gradul lui 
f(z) este 4, z; nu pot îi distincte; pentru f’ singura expresie posibilă este f'(2)= 
—4(7 —29)?. Integrind, rezultă f(x)=(x—zqo) +C; condiţia f(1)=0 implică 
f(z)=(2—zo0)%—(1 —z0)% iar divizibilitatea lui f(x) prin f'(x) conduce la zo=l. 
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2,27, Se dă polinomul cu coeficienţi reali: 
P(x) =a4 az? + bre. 


1) Să se arate că nu există valori ale coeficienţilor a, b, c, astfel ca P(z) 
să se dividă cu Q(r)=a%—z, 


2) În cazul ctnd P(0)=P(1), să se determine coeficienţii a, b, c, astfel 
ca P(x) să admită rădăcina n= (1 +iy3). În acest caz să se determine şi 


celelalte rădăcini ale polinomului P(x). 


3) În cazul cînd a= —2, să se determine coeficienţii b şi c astfel ca P(x) 
să admită o rădăcină triplă diferită de zero. 

4) Pentru a= —2, b=2, c= —1, să se determine valorile lui ze R, astfel ca: 
eP(z) <S 1$ 


(I. P. București, 1975) 


Soluție. 1) Dacă c0, atunci P(x) nu poate fi divizibil cu z, Va, b. 


Dacă c=0, atunci P(t)=æ*pazr?} br nu poate fi divizibil cu z?—1 deoarece 
sistemul 


a+b—1=0 
este incompatibil. Rezultă că nu există valori ale coeficienţilor a, b, c, astfel 
ca P(x) să se dividă cu Q(x). 

2) Relaţia P(0)=P(1) este echivalentă cu a++ b-+1=0. 

Deoarece a, b, c sînt numere reale, polinomul P(z) admite şi rădăcina 
T= Za —iV3). De aceea P(x) e divide cu (z—zı)(t—z:)=z?—x-+1, adică 
restul din identitatea 


P(x)=(x°—x41)[x? 4 (a+1)r+a]+(b—1)r+c—a 
T este identic nul. Găsim b=l, c=a=—2. 
$ Rezolvînd ecuația x?—x—2=0, obținem şi celelalte rădăcini t; =—1 
t= 2. > 
4 3) Avem P'(2)=—4x*%—622+-5, P"(2)=12x(z—1). De aceea rădăcina 
riplă posibilă este z=1. Din P'(1)=0, P(1)=0 găsim sistemul b=2, b+e=l 
care are soluția b=2, c=—1. 

4) În condiţiile specificate putem scrie 


P(2)=(2—1)2(22—1). 


| a+b+1=0 


Astfel avem ' 
eP(2) < e° <> P(x) <0&r?—1 <0sra[—1, 1]. 
2.28, Se consideră polinomul / 
P(x) =a%+ ma?9+ mVda +a +1, m, ne R: 
1) Să se determine m şi n astfel ca P(æ) să fie divizibil prin zî—x+l 
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2) În condiţiile de la punctul 1) să se rezolve ecuaţia P(z)=0 şi să se 
arate că patrulaterul ale cărui virfuri sînt afixele rădăcinilor, este un trapez 


isoscel, 
(Universitatea Iaşi, 1977) 


Soluţie. 1) Impunînd ca restul împărţirii lui P(x) prin 22—z+1 să fie 
zero, P(x) se descompune în factori: P(x) =(<°+azr+b)(x?—z+1). (Variantă 
de soluție convenabilă pentru punctul 2). Din identificarea coeficienţilor 
rezultă sistemul m=a—l, my2=1 —a+b, n=a—b, b=1 şi deci m=n= V2—1; 
se obține și b=1, a=Ņ2. 

2) Pa) (02 pey2+ 1)(2?—s+1) are rădăcinile zj= — — (1 +f} 

2 
1 i SSE Ja 
t= — — (l —i), t3= > (1+iy3), = = í —iY3), care sînt două cite două 
2 
complexe conjugate. Rezultă că afixele lor sînt simetrice față de axa reală; 
fiind rădăcini distincte, înseamnă că afixele determină un trapez cu bazele 


paralele la axa imaginară. 


2.29. Se consideră ecuaţia zt—(2a-+1)z%4-(a2+42a—3)z2—(a2—4a—1)z— 
—2a2-+2=—0, unde a este un parametru real. i 
1) Să se rezolve ecuaţia ştiind că admite și rădăcini independente de a. 
2) Să se determine valorile lui a pentru care 
Zitotsta < Tata H L1l3 H L114 H Tols F Tata H Tsta < Titta t Xa bla: 
3) Cu ajutorul teoremei lui Rolle, să se separe rădăcinile reale ale ecuației 
în a s 3 
Fa Potata( a kata +X5) +12 In a=0, 
unde za, Xa Ts, Ta sînt rădăcinile ecuaţiei de mai sus. 
(I. P. București, 1971) 


Soluţie. 1) Deoarece termenul liber este —2(a—1)(a+4+1) încercăm pe 
41, +2 Se găsesc Tı=—l, T=2. Apoi, împărțind membrul stîng la 
(@@+1)\(x—2)=xr?—x—2, găsim ` ecuaţia z?—2ar+a?—1=0 cu rădăcinile 
zz =4a— l1, x, =4+1. 

2) Deoarece tipt trata =2al, T1t2-p Tts -F L14 t Tots t TTi t tata = 
=a? 4 2a—3, titotara—2—2a2, dubla inegalitate se transcrie `2—2@ < 
<a? 4+2a—3<2a+1. ; 

Relaţia a?+2a—3<2a+1 implică a?—4<0, adică ae[—2, 2]. Inegali- 
tatea 2—2a2<a2-+2a—3 este echivalentă cu 302-+2a—5 >0, adică as(—, 
« —5/3]U[1, 00). Valorile lui a care satisfac simultan cele două inegalităţi 
se obțin prin intersecţie fi 
(—%, —5/3]UI1, Nl- 2]=1—2, —SISIUII, 2). 

3) Ecuația în a este f(a)=(2—2a2)(2a4+-1)-+-12 In a=0, a>0. 
Deoarece f'(a) = —12a°—4a 4- — =0, are o singură rădăcină reală a=i 
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I 
şi lim f(a)= — oo, lim f(a)=— lim U a 2319 a] -o, gă- 
at a=% a-—00 a a a 
sim următorul tabel 
a 0 1 00 
3 
f(a) | —co 0 — 00 


Astfel ecuaţia în a are o singură rădăcină reală, dublă, a=1. 


. 


2.30. Fie P(x) un polinom de gradul al patrulea cu cosficienţi reali, 
avînd toate rădăcinile distincte şi situate în planul complex pe o paralelă 
la axa imaginară. Să se arate că rădăcinile derivatei P'(x) se găsesc pe aceeași 
paralelă la axa imaginară. 

(I. P. Bucureşti, 1977) 

Soluţie. Fie z=a ecuaţia dreptei; deoarece P(x) are rădăcini distincte, 
ele sînt complexe conjugate de forma s 
Tı =4+ibı Ta a=4a+ibz, b1#bə Se obține P(x)=(x—a)+(531Łb89)(1—a)} + 
+bibł=0, iar P'(2)=—4(7—a0)9+4+2(524+52)(z—a) şi rădăcinile ecuației P'(z)=0 
sint 


A btb 
T1= 4, Th, azijata, 


Toate rădăcinile derivatei au partea reală egală cu a, deci imaginile lor aparțin 
dreptei de ecuaţie z=a. 


2.31. Se dă ecuaţia 
E ; 275 -+-at sin 4a—z? sin 3a-+-a? sin 2a—z sin a2=0. ` 


1) Să se afle valorile parametrului a pentru care această ecuație admite 
rădăcina z=-—l. ; 

2) Folosind teorema lui Rolle să se determine numărul rădăcinilor ecuației 
date în cazul particular a= Ze T 

3) Să se arate că VaeR ecuația dată nu admite pe t= —1, ca rădăcină 
dublă. ; : 


ri (I. P. Bucureşti, 1970) 
Soluţie. 1) Înlocuind pe r=—1 găsim (sin 4a-}sin a)+ (sin 3a-+sin 2a)=0 
sau 2 sin “s cos = 2 sin 5a cos- =0. Aceasta se transformă în 4 sin = cos q 
A 21 
cos z =0. şi deci a;= TS „a= s pmr, a=2(5 pn), È, m, paž. 


., 


2) Pentru a= = obținem ecuaţia f(2)=2x0-4-a3—a-2=0. Deoarece 
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f'(2)=10z14+-3x2—1 ecuaţia f'(2)=0 are soluţiile reale z= Soni ei) T,= 


5 


5 
not. 


=- 4 


Vs ) 25V5 


= a Acestea ne ae T = — +2>0 şi (2; 


i 5 


+2>0. Evident lim f(x)= 4+ co = fo). 


5 


td: 
Sirul lui Rolle 
1 1 
[= co) r( =) r( - ) (do) 
v5 ys 
TR T aiz Ta 
ne arată că ecuația are o singură soluție re /{— oo, — i. Utilizind divi- 
5 
zorii termenului liber se găseşte că această soluţie este z=—l. 


3) Notăm membrul stîng al ecuației, date cu g(x) și impunem condițiile 
9(—1)=0, g'(—1)=0. Deoarece g'(z) = 10244425 sin 4a— 372 «sin 3a+2z sin a— 
—sin a, ecuaţia g'(—1)=0 se transcrie în forma 10—4 sin 4a—3 sin 3a— 
—2 sin 2a—sin a=0. Ţinînd seama că sinusurile sînt cuprinse între —1 şi +1, 
ultima ecuaţie poate avea soluţii numai dacă sin 4a=sin 3a=sin 2a=sin a=l. 
Nu există însă nici o valoare a lui a care să saukia simultan aceste egalități. N 


2.32. 1) Să se determine parametrii reali a, b astfel încît rădăcinile 
ecuației Pta, a, b) =x +az5-+a24+ar4+b=—0 să formeze o progresie aritmetică 
şi în acest caz să se rezolve ecuaţia P(z, a, b)=0. 

2) Fie dat polinomul Pa(r)=zt+y-a +++. 

Să se calculeze suma 
S= 1 + 1 + i + ` „unde zı, Za, Ts, T4 sînt rădăcinile ecuației 

Tı—2 Ta—2 I3—2 I4—2 
Pa(x)=0. 
3) Generalizare: dacă P„(r)=x"4+rr 14... +z+l, să se calculeze 


sas 


izi 2 


„unde Tp i=1, 2,..., n, sînt rădăcinile ecuaţiei P,„(2)=0 şi 


n 


S E S 

să se calculeze lim —: 
J n=% N 

(Universitatea Cluj-Napoca, 1974) 


Soluție. Se Ce ilor că relaţia specifică elementelor în progresie s-a 
extins la mulțimea numerelor complexe. Fie 2=u—3r, za=u-t, T3=u+-r, 


Zy=u3r şi relaţiile AU E Atta = a ez a E aci si, 6u? —10r =}, 
adică u=—4, re Se obţine za = a Tas = -54 Din relaţiile 
re aa avere =b, sau aa “auf u2—10 r3), b= 
=(u2—r2)(u2—9r2), rezultă ao doge 
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2) Dacă Pa(2)=(x —x1)(&—x)(® —x3)(& —14), atunci 


4 Vin 
Pa) = Iw r)(r— t)r) si 0, 


iai LU Pu(2) 


În Concluzie; Sa ep aa al p m PO 
2—t, 2—sa 2—r} 2—x;,  Pi(2) 
Pa(2)=31, Pi(æ)=41 43122241, Pi(2)=49, iar S=- a 


; n AC 5 P (2) 
3) „În general, —S,(2)=— Ht D el), 
) genera (x) D n AE şi deci $,(2) BO 
Deoarece Pa(x)(x—1)=x*+1—1, rezultă Pa(2)=2""1—1; din Pa(z)(z—1)+ 
+Pa(@)=(n+1)x” se obține Pa(2)=(n4+1)2”—2°+1 -1 =(n—1)2”}1 şi deci 


s= De 


. Se calculează limita: 


2nH1__1 
n—14+ — 
a Ss, 25 
lim <6) =—l 
n> n n> ( 3) 2 
n| 2—— 
Da 


2.33. Se consideră polinomul P(xr)=x"-+g" 14}... vai (n>3). Să se 
găsească restul împărţirii acestui polinom prin (2 —1)2. 


(I. P. București, 1973) 
Soluţie. Identitatea împărţirii este ; 


1r... an a( 192 -I(x)+azr?4+br+c. 


De aici trebuie să găsim pe a, b, c. ; ; 
Înlocuind pe zicu 0 și apoi cu | găsim respectiv c=1, a+b+c=n+1. 
Derivînd ambii membri ai identității în raport cu x obținem tot o iden- 
titate. Apoi, înlocuind pe r=] găsim 2a+b= E, Din aceste relații 


rezilta aa eD a e (9) 


Observație. Se poate utiliza şi expresia 


matl__1 
sl 
P(o)=) z1 
NA, o t=. 


2.34, Să se arate că pentru orice număr natural n polinomul P(2)= 
æ=(x-41)67+ genti] este divizibil prin Q(x)=(x?pr+1)?. 
Jai ce] f (I. P. Bucuresti, 1973) 
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Soluţie. Observăm că ecuaţia Q(x)=0 admite drept rădăcini duble, 
două dintre rădăcinile cubice ale unităţii 


—1i+i V3 ait VS: 
n= =, n= =, 


Acestea satisfac relațiile ritta} 1=0, 29=1, z8=1. 
Polinomul P(x) este divizibil cu Q(x) dacă și numai dacă ecuația P(z)=0 
admite rădăcinile duble z, și Xa, Avem 
‘P(2i) ma (20145 1)09%1 — rnt] = (— za) tt — ant] = ( — (22)?) (a) — 


—((21)8)? "z —1 = —ta— Tı —1 =0, P'(x)=(6n +1) ((x141)8" -x)= 
=(6n+1)((—z22)°”—x%)=0. Analog P(x2)=0, P'(z2)=0. 


2.35. Se dă polinomul cu coeficienți întregi P(x)=z?5r—1. 

1) Să se reprezinte grafic funcția x—> P(x). 

2) Să se determine rădăcina reală a polinomului P(x), cu cel puțin două 
zecimale exacte, 

3) Să se decidă dacă polinomul P(x) are sau nu rădăcini numere raționale. 

4) Să se evalueze timpul care v-ar fi necesar: pentru indicarea tuturor 
zecimalelor rădăcinii reale a polinomului P(x). 

(Facultatea de matematică, București, 1975) 

Soluţie. 1) Deoarece P'(2)=3x24+5>0 funcţia P este strict 
crescătoare. Apoi P''(r)=6z arată că P este concavă pe (— œ, 0) 
şi convexă pe (0, 00). Punctul (0, —1) este un punct de in- 
flexiune. Graficul este dat în fig. 14. 

2) Din cele precedente rezultă că P(x) are o singură ră- 


dăcină reală. Observăm că P E )=- 2920 şi P(3)=a — >0. 
6 216 5 125 
De aceea rădăcina reală a lui P(x) se află pe intervalul +, E) . 
Fig. 14. Aplicînd o dată «metoda coardei deducem 0,19<z,<0,2, adică 
X15%0, 19. 
3) În i neta), ecuaţia z*-bar?14... Fa,=0 nu admite soluţii raţio- 


nale x= 4 (ireductibile) dacă p nu divide pe ap. În cazul nostru, singurele 
A ! 

rădăcini raţionale ar putea fi 41. Se constată că P(—l)=-—7, P(1)=5. 
Deci P(x) nu admite rădăcini raţionale. 

4) Fiind iraţională, rădăcina reală a lui P(x) are o' infinitate de zecimale, 
fără perioadă. Deci timpul cerut este infinit. 

2.36. 'Ținîndu-se cont de graficele funcțiilor v— fa) = -Sesa 
= — g? -p 5—5. să se determine” numărul soluţiilor reale ale ecuaţiei sem e 
—524+5=0. 


i 


(Universitatea Bucureşti. 1974) 
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| este 


+ | -00 0 i Ho 
f (5) | P | 
fta) | 1 X 0 S — 00 | +o N 1 
Y=9(2) este o parabolă care taie axa Oz 
a 5+V5 E A 3 i 
in tis = ——, axa Oy în (0, —5) şi are virful 


EDE 
în R i 
2 4 
Sînt trasate graficele şi rezultă că ecuația 


dată admite o singură soluție reală ze(0, 1); 
observăm că 


2.97, Se consideră polinomul p(x) de grad oarecare cu coeficienți întregi 
care pentru patru valori z întregi și diterite este egal cu un număr prim qi 


se cer valorile z întregi astfel încît p(2)=29. 


(Facultatea de matematică-mecanieă, 


Bucureşti, 1970) 


Soluţie. Fie £1, za, Za, V4 numerele întregi pentru care pla) =q, i=1, 2,8, 4. 


Rezultă că avem identitatea 


P(2) —q=(x— x)(x — t) (® — ts) (& —z4)r (x), 


i unde r(x) este un polinom cu coeficienți întregi. 


Fie z=a un întreg pentru care p(a)=2q; rezultă 


g=p(a)—q=(a—az)(a—za)(a—zs)(a—zr(a). 


Aceasta este o imposibilitate, deoarece un număr prim q nu poate fi descompus 
în cinci factori întregi diferiți. Cu alte cuvinte nu există nici un întreg a cu 


proprietatea p(a)=2q. 


2.38. Fiind date matricele pătratice 


1 
A == | pa Lă B= A (7, Y, > le R); se Cere: 
iba ga tă 


1) Să. se calculeze pătratul sumei matriceale A- B.. 
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% lă aa ras a icte A i i 
2) Să se rezolve sistemul în z, y,z, rezultat din egalitatea matriceală 


Aa Sl 
—3 —1 
unde A.-B este produsul matriceal al celor două matrice date. 


(1, P. Timişoara, 1977) 


Soluţie. Se efectuează calculul: 


(A+ B)= f | = că 4(z-+2) 
pb e 4(y-+d) 4-+(y++D(z-k2 
2) Ecuația matriceală 
À zt-+2=0 
ASA 1 LS 
| d | | -| 1 a echivalează cu sistemul scalar ttz—3=0 
ysiad ERAI —3 —i ; ; y+tt+3=0 
yz+2=0, 


care admite soluțiile 
(zy, z, D=(2, —2, 1, —1), (@, y; z D)=(1, —1, 2, —2). 


2.39. Se dau matricele : 
A= i 2 şi X= 3 > . 
055] uU v 


1) Să sé determine u și v astfel încît AX =XA. 


2) Să se calculeze A”, neN. 
(I. P. Bucureşti, 1976) 


Soluţie. 1) Deoarece 


axa Sir], xa- 14 | 
ă u . 


A u D 


ecuaţia matriceală AX=—XA este echivalentă cu sistemul 


3+3u=3 
5+3v=14 ` 
v=3u-}v 


şi deci u=0, v=3, 
2) Prin calcul direct obținem 


eA 


Presupunem că 


Din această ipoteză găsim 


A Ma APA l 3a) p 3J LN 8(n+1)] 
0 1 053] 0.1 


Astfel egalitatea 


este adevărată pentru orice ne N (inducţiel). 


a 0 
2.40. Fie M mulţimea matricelor de forma A=|0 a+b f|, unde a, b, c 
b c 


sînt numere raționale. 
1) Să se demonstreze că mulțime M consitule un grup față de operația 
de adunare a matricelor. 
a; Q 
2) Fie A=|10 atb: i=1, 2, 3, trei matrice din M pentru care 


bi Ci 
O Qa Qs ; 
del] b, ba b| #0. Să se arate că: (a) An Àa As ṣi Aa Aba Az-khs4s=0 
Ci ca cs 


implică A =Àa=)s =0; (b) orice matrice A din M se exprimă unic sub forma 
A =x Asha Aa-basAs, unde [di Q. 
(Facultatea de matematică, Bucureşti, 1975) 


Soluţie. 1) Se verifică axiomele grupului. 
8 
2) Relația matriceală SA =0 este echivalentă cu sistemul liniar, 
ri 
omogen, ? 
A11 F ada -t Asas = 0 
Ardit Aaba -tH Àsbs =0 
ACi hala -t Ascs=0. 


Deoarece determinantul acestui sistem este nenul, rezultă à, =à =À =0. 
8 


Relația matriceală A = D qa; ieste echivalentă cu sistemul liniar, neomo- i 
im 
gen, 


art Halt gla 
aidi Fabat asda =b 
X101 “+ ala t- asc =c. 


Prin ipoteză determinantul acestui sistem este (rațional) diferit de zero, De 
aceea sistemul admite soluția unică 


am Rais b175, 2, 
A 
unde A și Aa, sînt numere raționale. 
2.41, Se consideră mulțimea M a următoarelor şase matrice 
031250) [1 0220 0; 40554: Ţ=2:[0220541 [02 420 | [E 0=0 
1.:0:230:[725[05%05 215122 310; 215520)[24]12:00:[2.10-20 211 105 1:0.lis 
0305 E O a E G 2311250220 021 N GA B ER ESN 001 
1) Să se arate că această mulțime formează un grup faţă de înmulțirea 
matricelor. 
2) Să se arate că acest grup este izomorf cu grupul tuturor permutărilor 
mulțimii (1, 2, 3}. 
(Facultatea de matematică-mecanică, 
Bucureşti, 1972) 
Soluţie. 1) Fie A, B, C, D, E, F matricele date în ordinea în care sînt 


scrise. Tabelul 


AP BG DEEE 
A BD E BEGA 
B P-P D-C AB 
Cc DEFE ABC 
D C A-BEFD 
E BC AF DE 
FE A Das E: 


ne arată că TA, BSCED, E, F) formează un grup în raport cu înmulţirea. : 
2) Mulțimea permutărilor lui (1, 2, 3} are șase elemente Ă 


REDS Aea B o) o) 
Pali 2 3) Pl, 3 1) Pila a 2] Pila 1 3 
A Di 3) (42 D). 
Ps, 3) 3) “(3 2 1 
Corespondența 


Pie>F, (Pa, P3->D, (PA, (PB, (Pal 
este biunivocă şi evident Pi—>X, PX, implică 
Po PX 
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2,42, Fie (R, +) grupul aditiv al numerelor reale şi (Ms, :) grupul multi- 
plicativ al matricelor pătratice nesingulare de ordin 3, 


1) Să se cerceteze dacă aplicaţia U:(R, +)—(M, +) definită prin 


E ta dalti 
| U=] 1 4 
02.021 


este un izomorfism al lui (R, +) în (My, -). 
2) Pentru n>3 şi te R, arbitrar, are loc egalitatea 


i PI E 
pa DT Ca (ză, 


0 z y 3 
3) Să se determine N= 0 0 =] astfel încît U=1p Nb EN, 
00 0 3 


Vie R, unde I este matricea unitate, 


(Facultatea de matematică-ințormatică, Braşov, 1872) 


Soluţie. 1) Se observă că, Vi, ER, 
1 ttti. 2h Ht) H2) 


Ultitt)=]0 1 4(t tt) = 
0 0 EA 
1 h 24P2627[1 ta 2p 2i 
OE EY, OST Al = U(t) - U(t). 
001 0 01 


De aceea U este un omomorfism. 
î În plus, pentru orice fa la găsim U(t) # U(t), adică funcţia f este injec- 
tivă. Totuşi f nu este izomorfism întrucît nu este surjectivă. Într-adevăr 
M există matrice în Mg care nu sînt imagini ale ui (e R prin U. 
ni 
2) Notămeu I matricea unitate. Identitatea (U(9—1D"= SDU 
k=0 
reduce problema la (U(0)—1)"=0, n>3, VIER. Dar 


O t 2t2a 
VD=U0-I=]o0 0 4t 
03040 
şi prin calcul direct găsim V?=0. . 
3) Identiticînd după puterile lui £ găsim tæl, y=2, 24, 


2.43. Se dă matricea 


01020.01 
100 00 
U=|0 10 00|, 
0 0 1 00 
000 10, 


1) Să se calculeze puterile succesive U, U2,...,U5,... ale acestei 
matrice. 


2) Să se decidă dacă această matrice este inversabilă sau nu, 
3) Să se arate că mulțimea matricelor U, U?, U3, Uf, Uř formează un 
grup față de operația de înmulţire a matricelor şi că acest grup este izomorf 


pi ; Be a] 
cu grupul constituit de mulțimea de numere complexe 41, cos ZT +i sin =, 
4 ici ce AR 6 pe cil SĂ E 
cos ai +i sin = A cos == +i sin = , COS z +i sin z față de operația de 


înmulțire a numerelor complexe. 
(Facultatea de matematică-mecanică, Bucureşti, 1972) 


Soluţie. 1) Prin calcul direct se obţine 


POO O 02 WOO O 01510002 
ORRO OON 00010 0 0 1 00 
U3— [51:20 01 00) |, 0252103010530 | 342| 05.0. 0 O 
0315012030 10 0 00 000 01 
OO ON O COn 1000 100 0 0. 


Uï =I (matricea unitate): De aceea U5*=I, UŠI =U, U5it2—U2, USE 
= U’, UBE+4— US, ke N 

2) Din U?=I și din det U5=(det U), det I=1, rezultă det U0 şi deci 
U este inversabilă. la 

3) Fiind vorba de mulțimi finite, este suficient să alcătuim tabele. 


i i -ib, unde a şi d 
sînt ae te Ea ae Aa re RR obna der dure notată 
cu + şi o operaţie notată cu x și definită astfel: z1=đı -İbi Za=Qa-tiba— 
i, îs a Era (M, an *) este un inel comutativ cu unitate și cu divi- 

; r 2) 3 pia ca că aplicaţia f: M-M, care pentru z=a-ib ataşază ele- 
gta Ag aa je w ge de matematică mecanică, Timişoara, 1972) 
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Soluţie. 1) Se ştie că adunarea determină pe mulțimea numerelor com- 
plexe o structură de grup abelian. 

Să cercetăm proprietățile operației +. Dacă ZA =Ațiby Za=az+iba 
atunci z; x 23 = Qi3-ib1ba=(comutativitate în R), aa-bibabi =Z; % Zu; consi- 


derind şi pe Za==s-thibs găsim Z1 * (Za æ 23) =Z; * (Gods ki baba) = 10203) -+- 


-Fibi(bad3)=(asociativitate în R), (a1aa)as+i(b1bz)bs= (z1 20) 23; elementul 
unitate este z=1-il. 


Mai mult, observăm că operat 


PE ANE AA 


ia x este distributivă față de adunare, 
adică z; x (Z23423) =z; *Z2-ÞZı *29. De aceea (M, +, x) este un inel comutativ 
cu element unitate. 
Un element ze M se nuniește divizor al lui zero dacă există ze M —{0 
astfel încît z,*z2=0. Evident Z1=1+i0 şi z2=0-+i-1 conduc la Zi%* Za=—0. 
2) Aplicația f este un izomortism deoarece ea este bijectivă şi f(z ba) = 


=b +b +i(a1 +a) =f(z;) +f), f(z * Z2) =b; ba-biaaz=f(2a) * f(z2). 


2.82. Se consideră sistemul de ecuații 


311 +82 823 =3 
8, +82 +323—0 | 
821 +312-48713=5. 
Să se găsească soluţiile sistemului în corpul claselor de resturi "modulo 13 
(Facultatea de matematică-mecanică, Bucureşti, 1971) 
PNI AN IAN PN PN a 
Soluție. Deoarece Zira 1, 2, . 2» 11, 12) renotăm necunoscutele Tı 
A^ a 


N 5 hea BA ANENA AN NAN 
T2, T3 CU T1, T2, Za. Apoi observăm că 321 =321=3T], 811 =—824—82. Cu acestea 
T sistemul se 3 Ca în forma 


NA NAN PN A 
311 8124 823=3 


Laval AN AN A 
8z, +8T2 +313 =) 
ANTANT AA N 
8z, 3T + 8T =p 
PN AN N AN ANER AA A” N 


i Adunînd găsim 19(z,-+z2+23)=—8 sau blett tt) =s Pe de altă parte 
A^ A^ A” 


X PN AN PN Pas PN AN PN 
M observăm că 11.6—66—1. De aceea Tı-FT2-+z3=11 -8=10. Introducînd ` 
> A^ N AN ^ PN 


DIA AP 3 à A A a 
pe 12--23=—10—ax, în prima ecuaţie obţinem 5z,=12, adică r; =8 - 12—96 —5. 
N PN AN PN + 
Analog găsim z2=2, z3=—3. 


2,45. Să se găsească toate polinoamele de forma z3-+-az-+2 cu coeficienți 
în Za (corpul claselor de resturi mod. 3) care nu se descompun în produsul 
a două polinoame cu coeficienţi în Zs, de grad mai mic decit 3. 

(Facultatea de matematică-mecanică, Bucureşti, 1971) 


PN AN AN A N ^” A 
Soluţie, Deoarece Zą={0, 1, 2), polinomul dat se transcrie 1%- ar+2. 


Să găsim acum toate polinoamele de această formă care se pot serie ca pro- 
dusul dintre un polinom de gradul doi și unul de gradul întîi. 
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Di Tas PN PNI D 

NA 124 parta = (ix? ba +): (e: t2 ) prin identificare, deducem Y 
+2= , 254 şi deci | Pa doi a ô; analog, din Tr’ Grtz zt 
PN 


PN 
g- + 5. AEN găsim ENRE şi ali 
Rămine că singurul polinom de forma dată care nu se poate descompune 


în produsul a două polinoame de grad mai mic decit 3, este SAR 2x g3 


ELEMENTE DE ANALIZĂ MATEMATICĂ 


2.46. Fie au, d2- «<» Aps». . UN şir de numere pozitive în progresie geo- - 
metrică crescătoare şi p un număr natural. Se~cere: 
1) Să se arate că raportul sumelor 


1 1 1 
Mia Bep p apa : 
ata ag ta npt in 
r 1 1 i 
S = + E m-a An 1 
| aĝ—a?  aĝeag mpa 
: X A Sn \? 
nu depinde de n. Să se calculeze lim (——] » 
p=o | SA 
2) Să se determine raţia progresiei date astfel ca 
a, 4 
=m 
anatasa 17 


3) Să se calculeze lim Sn. 
n0 


Ç i (I. P. Bucureşti, 1972) 


i 


Soluție. O progresie cu termeni pozitivi este crescătoare dacă şi numai 


dacă raţia sa este supraunitară. 
1) Dacă q este raţia progresiei, atunci evident 


1 1 1 ' 1 , 1 1 1 SAN 1 
Gaa a =) „= Era, -+t z 


— H . 2 
Astfel Sn ==}, yn, Mai mult, lim (S=) lim (1 — +- 
DEN PH 


ELERI , S 
a ) 4 =€%=1, deoarece qœ1 implică lim —— =0. 
poa Pti 


2) Avem a,=a,_aq? 


' 0n4a=n-aqi şi egalitatea dată se reduce la ecuația 
4q1—17q2-+4=0. Aceast 


A a are o singură rădăcină supraunitară, q=2. 
y 3) Evident 
i 1 
ji ja 1 1 1-3 
ri] ) pn ; q ' 
Sa (titi + tee PE aaa ea SERA 
q a? q q q a?(q?4%1) d cz pas 
g? 
5 q? 1 
De aceea lim S, = ——: 
n-o aP q? —1 


2.47, Se consideră şirul cu termenul general 


(n+3)?+3 1 


d= 7 .— 
n(n+1)(n+2) anti 
şi se cere: : 

1) Să se arate că termenul general al șirului se poate scrie Q= f(n) — 


—f(n}1), unde f(n) are forma f(n)= 248. 1 


» A şi B fiad constante; 
n(n+i) 2” ; 


să se determine aceste constante. 


n 
2) Să se arate că şirul cu. termenul general ba = Sa, este convergent, 
k=l 
determinîndu-i-se limita. 


Gd 
3) Să se calculeze limita şirului cu termenul general cp == b7, 
"N À ; Y (I. P. București, 1970) 
i Da | 
Soluţie. 1) Impunem condiția 
n2+6n+12 1 pi An+B 1 A(n+1)+B 1 


R 1—, VN, 
n(n+1)\(n+2) 21 n(n+i) 2" (n+1)(n+2)- anti 
n+6n-+12=—2(An+ B)(n+2)—n[A(n+1)+ B), Vne N. 

Prin identificare găsim A=1, B=3, 


2) Mai întti observăm că b= -ODN - - tn) 
(nt) akee E a 


"a, De aceea lim dal, adică 
(EARED ami 30 SSPea dim Dal, 


șirul (01) este convergent. 


oh a 
3) Succesiv găsim lim b"? —lim ( Z EERE = Ja = 
x n—00 n=% (n+)(n+2) AIN 
E n(n+4) 2% s 


— lim o 
e ">a (n+1))n4+2) 2 = e~ 1/2; 


2,48, Se consideră şirul cu termenul general 


dn =ln (1 +n)-paln (2-n)-+b In (3-pn), a, ba R. i 
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E 1) Să se determine relaţia dintre numerele a şi b astfel încît șirul {a,} 
să aibă limita zero. 


2) Presupunînd că ab til 20, să se determine a şi b astfel încît Șirul 


cu termenul general b, = Da să fie convergent şi să i se afle limita. 


(I. P. Bucureşti, 1972) 


Soluţie. 1) Termenul general se poate transcrie astfel 


a,=ln(1 +n)2-n)e(3-+n)=in ai $ a 4 (i T =) î 


=(a+} b41) Inn+In(1 i i { =y o De aceea lim a, =0 a4 b41=0. 
n n -n n0 

2) Explicit avem b =a, +43} . . . -+a,=(ln 2+a ln 3+b In 4)+(ln 3+ 

+a In 4+b In 5)+ ... +0 (1+n)+a ln (2+n)+b n (34+n))= (ţinem seama 

că a+b+1=0), In2+(a41) In 3+(a +b) ln (2 + n)+b ln (3 +n) = In 2+ 


+(a-+1)ln 3+(a-¥2b)lnn-+ln (i + St ra): 


Astfel (b,) este convergent numai dacă a+25=— 
e a+b+1=0, a+2b5=0 implică a b=1. în acest caz. b, = 
=ln 2 pin an şi lim b„,=ln Z, 


n n> 


n m 
2.48/a. Fie U, = DD Şi Va= 2 U„; să se calculeze 
$=1 n=1l 


lim e, k=1,2,3,. 


m-=co më 


(Facultatea de matematică-mecanică. Bucureşti, 1970) 


A 
DS 1(2n+1 
Soluţie. Ținînd seama că Xi- o ) Do = aa, 
=! E 


; +1)(2m+1 
ya ARED şi apoi Va -piemin n)= 1|ntnrnenin y 


paid] De aceea 


găsim 


m>% M 
0 


00 k=l 
lim 2 =) 1/6 k=3 
k=4 


A., 1 a nn+i2n+1) Sia 
Observaţie. Egalităţile 2 Sp anti, > P= DDI 
=l = 


2 6 i=l 
2 2 À 5 = 
nI. se probează uşor prin inducție. 

4 i 
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2.49. Se dă ecuaţia 


(E) 2(2a+1) cos? z4+-3 cos z+(1—a)=0, 
unde a este un parametru real. 
1) Să se rezolve ecuaţia. 
2) Să se determine a astfel încît ecuaţia să admită soluţii în intervalul 
|o. A 
4 


3) Fie (a,): nEN, cu a,>1, un şir de numere reale, crescător, divergent.“ 
Înlocuind în ecuația (E) pe a cu fiecare a,, să se arate că există un șir des- 
crescător de rădăcini (7,), ne N (x, este o rădăcină a ecuaţiei (E), în care a 
se înlocuieşte cu a,) şi să se determine lim Tp. - 


n>» 
$ (U. P. Bucureşti, 1970) 
. 1 å 2 
Soluţie. 1) Pentru dez a avem o ecuaţie de gradul unu în cosz şi 
1 i 
anume COS Dia Rezultă z=-+ = +2kr, keZ. 


1 ra z 
Pentru az — z avem o ecuaţie de gradul doi în cos x cu soluțiile cos t= 


1 sai ; Š Sa 2 - x 
eos t e DN prima găsim z=—+ £ +2mr, MEZ. A doua im- 
2 2a+1 z 3 
a — n A i —1 $ 
plică r= +arc cos ++2lm, leZ, numai dacă —1 < £ <1. Inegali- 


1 2a+1 


tatea = sl implică ae(— œ, —2]U(—1/2, œo), iar inegalitatea —1 < 
a 
< == implică as (— œ, —1/2)U[0, 00). Astfel, existența! soluţiilor impune 
a 


ae(— o, —2]U[0, co). ` 


2) Aceste soluții nu pot să, provină decît din cos t= 


Aparte- 
Ta i 
s y E 2 a—1 2 a—1l 
nenta. ze[0, x/4] impl <S Sile E ee im- 
ţa [ zis] plică SAP i Siza im: 
puneae| 240, —1/2|, deducem e|, —2 | (vezi şi solu- 
24—V2 2(1—YV2) 


ţia de la punctul precedent). gs 


3) Ipotezele implică lim an=% şi cos T,= ao . Pe de altă parte şirul 


n-o 20,+1 
Syl i = 
cu termenul general u, = = EA este crescător şi mărginit. Într-adevăr ua + — 
7 200 x 
=1 —1 3(any1— 4 5 —tf 1 
nE an41 Rda as (an+1— an) W N E E d cel 
20 +1 2a; +1 (2anp1 + 1)(20n +1) 2 2a, +i 2 


T 
= 008 po yne N, 
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Deoarece cosinusul creşte de la 0 la 1/2, rezultă că există un Şir (n= 
ü, —1 


== arc cos z) care descrește de la = la 7/3, cu limita Z, 
q 2 3 


2.50. Fie f: R—R definită prin f(a)=1 tpar. an, Să se calcu- 
leze suma S,(z)=1+2r-+3?r?p ... tn?” și lim S„(2), pentru ze (0, 1), 
= 


folosind derivatele funcţiei f. 


(. P. București, 1973) 
Soluţie. Observăm că 


S pH _1 
SNRA P zl 
f(0)=1+z+ ȘI z—1 
ni, =] 
şi deci 
ae, pai 
. (@@—1) e 
f(@)=1 F2... tnr” t= ( 
a+n)n , ia i 
2 
[(2)=2-1+43+22+%... +n(n pan = 
(z—1)} 
n(n?—1) , R 
3 Li 


Pe de altă parte zf'(2)=z-+222+ ... +nz” şi prin derivare găsim 


Oo S= o. pneri) a= 


(n2+2n)2(2—1)'—2nz"(z—1)+(20—1)(z+ Ds ea 
(z—1 
n(n +1)(2n+1) ; ; e 
„6 
; —(x+1) 
Pentru ze(0, 1) găsim lim Sa) = E, 
n—c0 (z—1) 
2,51, Se notează cu sgn z funcția 
—1  z<0 
Pa) 
2—Sg8n t= 0 z=0 
1 £>0, 
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Să se arate că funcţia z—f(2)=(1+az2)sgn z este inversabilă și că inversa 
ei este o funcţie continuă. 


(I. P. București, 1973) 
Soluţie. Mai întîi observăm că funcţia f: E—R definită prin 


—(1 +2’), -£ <0 
f(x) = 0, z=0 
1+2, z>0, 


nu este continuă şi deci nici derivabilă în z=—0. 
Pentru 230 avem 
n aa) 


3 —2r 

f'(0)= 
Dire. 
Deoarece f'(7)>0, 230 și f(0)=0, rezultă că f este strict crescătoare 
şi deci injectivă. Imaginea lui E prin f este (—co, —1)U{0}U(1, co); fig. 16. 
Funcţia f este surjectivă deoarece vye(—oo, —1)UT0U(, œ) ecuaţia 
f(@@)=y admite o rădăcină reală. De aceea f este inversabilă (bijectivă) şi 
ţinînd cont că inversa unei funcţii crescătoare trebuie să fie tot crescătoare 

găsim z 

—YV—z—l, z<—l 
f"(0)= 0, z=0 
Vz=1,: TES i 

Funcţia f-1(z) este continuă în z—0, deoarece acest punct al domeniului 


de definiţie este izolat. Restricţiile lui f * la r< —1, z>1 sînt funcţii continue 
(funcţii elementare). De aceea fl este continuă. 


Fig. 16. 


2.52. Fie funcţie f: R>R definită astfel: 


oa 4e? pentru z<0 
sin 21+B cos 3x pentru z>0. 
Să se determine constantele reale A și .B astfel încît f să fie: a) continuă 
pe R; b) derivabilă pe R. 
(|. P: București, 1976) 
Soluţie. a) Evident, restricţia lui f la (—oo, 0)UL(0, co) este continuă. 
Punem condiţia ca f să fie continuă și în punctul zero: 
f0)=lim f(x)—=lim f(2). Găsim A=B. 
æ—>0 "2—0 
a<0 a»>0 
b) Restricţia lui f la (—o0, 0)U(0, œ) este derivabilă. Punem condiţia 
ca f să fie derivabilă și în punctul z=0, adică impunem ca limitele fs(0)= 
Aee—A sin 2z- B cos 3r—A 


=lim = , fa(0) =lim 
a—+0 z—0 


să existe, să fie finite şi egale. 
z0 z—0 


æ<0 a>0 
Rezultă A =B, 2A =2 ceea ce implică A=B=1. 


253 Q% XRoaană ti i initi 
“ög. Să se găsească domeniul maxim de definiție D al funcţiei reale 


c—f(a)= V +8 6yr —1, Există puncte în D în care funcția f nu este deri- 


vabilă? (justificare). 


{1. P. Bucureşti, 1976) 


Soluţie. Domeniul maxim de definiție este determinat de z—1 >0, 
rHS — GVz=1 >0. Deoarece prima relaţie o implică pe a doua, găsim D= 


=|l, 00). 
Observăm că expresia f(x) poate fi scrisă în forma 


ie- V EFTS- je ial | VE 1<z<10 


x—1—3, z> 10, 


De aceea restricția lui f la (1, 10)U(10, +) este evident derivabilă; 


Pe de altă parte 


fii) = lim 2A. — lim Vea a i 
al x—1 pol x—í1 
a>1 a>1 
fu(10)—lim f(e) fao) —lim BEVIEL au 
2-10 2—10 imlo 2—10 
æ<10 2410 
fa(10)—lim O= L lim V= 46 


a—10  x—10 a—10 x—10 
2>10 w10 


Astfel f nu este derivabilă la dreapta în punctul z=1 şi nu este deriva- 


bilă în punctul z=10. 
Notă. Pentru rezolvarea părţii a doua a problemei se poate folosi obser- 


vaţia generală că dacă z—u(x) este o funcţie reală cu valori în [0, co), deri- 
vabilă în xo şi u(20)>0, atunci funcţia x—Vu(x) este derivabilă în za. Astfel, 
punctele în care funcţia z—Vula) s-ar putea să nu fie derivabilă se află printre 
soluţiile ecuaţiei u(2)=0. 


2.54, Se consideră ecuaţiile f(x) =x°}ar?pbrpe=0 și g(a) =x} 
-L(a--2)22-4+-(b-i)re+i=0, unde a, b, c şi A sînt numere reale. . 

1) Să se exprime coeficienţii b, c în funcţie de a astfel ca cele două ecuații 

să aibă două rădăcini comune. 

2) Înlocuind pe b şi c.cu valorile găsite la punctul precedent, să se deter- 
mine a ştiind că suma pătratelor rădăcinilor ecuaţiei f(x)=0 este 15. 

3) Considerînd un interval oarecare [za Tə] dat, să 

29 (21, T2) care satisface formula lui Lagrange pentru polinomul f(x). Să se 
justifice de ce ştim apriori că ecuaţia care dă pe To are rădăcinile reale. 

(1. P. Bucureşti,. 1972) 


Soluţie. 1) Fie u rădăcina comună, adică tau +bu-te=0 şi at 
au? bu-tre-tM(u?4+- ut 1)==0. Acestea implică uputl=0, adică u, a= 


ka 
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se determine ` 


] 
| 
| 


|. 
14 1V3 i] zale | ; ri 
a I-A: —. Deoarece ui, p==l şi ua, a — ù, 9—1, introducind pe u, sau 
9 


pe ua în prima ecuaţie deducem b=a, c=a—1. 
2) Ecuația [(7)=0 ia forma (22-4+-24+1)(2—1-+a)=0. De aceea soluțiile 


] 
3 A S i i i 1/3 . ... a . pi * 
sale sint ti, g= —— Neas xy=l1—a şi condiţia zi -+ rł+r = 15 implică 
9 
(a—1)%=16, adică a; =5 sau az= —83, 
< . . Ta)— (x: v m w 
3) Relația lui Lagrange, Leka) =f'(29), arată că numărul real 
ta— Ti 


Xo trebuie să fie o soluţie a ecuaţiei 329--2az9—[22-+ziza-ka2+a(23+21)]=0, 
a cărei explicitare este evidentă. Deoarece această ecuaţie de gradul doi are. 
coeficienți reali, rezultă că și a doua rădăcină trebuie să fie tot reală. 


2.55. Să se determine constanta reală a astfel încît funcţia f definită 
prin f(z)=z-+ 


acestei funcții pe domeniul ei maxim de definiţie. 


E să verifice condiția f'(0)=0, apoi să se traseze graficul 


(I. P. București, 1976) 
Soluție. Domeniul de definiție al funcției date este (— ©, —1)U(—1,1)U 


ar 
z+ 
1, œ). Avem (0) lim OO. Slin ae şi diri f'(0)=0 găsim 
( g 
po x—0 i g0 T k 


3 
a=1. Astfel f(2)= iza Deoarece f(—xz)=— f(x) pentru orice x din domeniul 
ră— > ' 


de definiție, f este impară. De aceea graficul ei va fi simetric în raport cu 
originea axelor de coordonate. Prin calcul direct obținem lim f(2)=-+ co, 


æi 
lim f(z)=— œ, lim f(z)=+ 0, lim f(z) = — co, lim flt)=+ o, lim = 1, 
æ—>—l w—-—l d al æl æ—>4o T 
ea-—l apP—l cal z>1 


lim (f(2)—2)=0. x 
æt 

Rezultă că dreptele x=—1, x=1 şi y=z sînt 
asimptote ale graficului lui f. 
IA (a=) 
iar ecuația f'(2)=0 are rădăcinile: 21=0, t=— 
—V3, za=V3. Pentru re(— o, —Y3)U(V3, co) avem 
f'(2)>0, iar pentru ze(—YV3, —1)U(—1, DUU, V3) 
avem f'(2)<0. De aceea za —V3 este abscisa punc- 
tului de maxim și z=1/3 este abscisa punctului de 
minim. 

Urmărind tabelul de variaţie găsim graficul 
din fig, 17 ` 


"Derivata întîi are expresia f'(2)= 
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2.56. Se dau funcțiile 


ar+i dati 
z= f(t) = PFU z—=g(x)= S t , Cu fa, 


1) Să se arate că graficele celor două funcţii au un singur pânct comun, 


independent de ay, aa, 
2) Să se arate că graficele celor două funcţii nu sînt tangente. 
3) Să se determine a, astfel încît dreapta de ecuație 4r—2y—1=0 să 


fie paralelă cu tangenta la graficul lui f în punctul de abscisă z=1. 
(Institutul de petrol şi gaze, Ploieşti, 1975) 


Soluţie. Se impune 2443. 1) Problema revine la a verifica că sistemul 


ari ax+ 1] 
==, y= = 
z?—9 x?—9 


are o singură soluție, independentă de aa, az. Într-adevăr, eliminînd pe (z°—9)g 
deducem ajx+1=ax-+1, iar această ecuaţie are soluția unică r=0. Rezultă 
că DIO, — este singurul punct comun, independent de aa, az. 
2) Trebuie să arătăm că sistemul f(x)=g(x), f'(7)=g9'(2) nu admite solu- 
ţii. Într-adevăr acest sistem devine - 
ax+l=amx-+1, 34x-2r—9a,=3a21 +2% —9a2z. 
Din prima ecuație găsim x=0, dar această valoare nu verifică a doua 


ecuație. Altfel: se verifică relația f’(0) # g’(0): 
3) Tangenta la graficul lui f în punctul de abscisă z=—1 trebuie să aibă 


7 > 3a? +2x— 9a š „ 2— 6m 
panta m=2; de aceea f'(1)=2. Dar f'(2)= ace copi şi deci = 
=2, adică a= 21. 

2.57. Se consideră şirul | 
2n . 
Sua) = —— => reR—{—1, 1} şi fie f(x) limita șirului Sa(2)- 


1—x 1—x i 3 

1) Să se arate că 

—— pentru |x| <1, 
Z ; 


f(z)= 
— pentru |z|>1. 
1—z 
2) Să se studieze continuitatea și derivabilitatea funcțiilor f şi g= Ifl 
şi să eze graficele lor. 
PURAR tras E ; (Universitatea laşi, 1977) 
` RIS Pai 
Soluţie, 1) Deoarece gP 2.0 pentru |x| <t, rezultă că SION era i 
j (] v 
/ : 2 x EE ea ea e) ea lea 1= 
pentru |z|>1,!2 is n œ şi deci AEN 1, iar Sa ER $ 


ez —— >» 


1—2 
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2) Funcţia f: R—(—1,1)—R este derivabilă şi deci continuă. Într-a- 


devăr, pentru v% 1, găsim, f(m Epir P(a) = TE etc, 
Acestea ne conduc, la următorul tabel de variație: 
w | — o zzi: 0 +] -+00 
(e) au + - : 
1 1 
fæ |0 IZAR IET gg A Atari -o f 0 
(e) ai A = 


Graficul lui f este dat în fig. 18. Funcţia 
g= |f| are graficul funcţiei f pe mulţimea unde 
[>0; pe mulţimea unde f<0, graficul funcţiei g 
este simetricul graficului funcţiei f în raport cu Oz. 


2.58. Fie funcţia! z=f(0)=ma(z— a)(x — b); 
m, a, b sînt parametri reali. 
1) Să se determine a și Bpastfel încît funcţia 


dată să admită puncte de extrem pentru t= < 


Fig. 18. 


şi z=6. 


2) Să se determine m astfel ca valoarea extremă din punctul t=ô să 
fie 6. 


3) Să se determine punctele de inflexiune ale funcției avînd, parametrii 
determinaţi mai sus. i 


: 3 (. P. Timişoara, 1974) 
Soluţie. 1) Deoarece f'(2) =m(3z2—2(a-+-b)z-ţab), rezultă ecuaţiile f: S = 


=0, f'(6)=0, sau 16—8(a+b)+3ab=0, 108—12(a+b)-+ab=0, de unde 
-rezultă a+b=11, ab=24. e 


Se obțin valorile a=8, b=3 sau a=3, b=8. (Se observă şi simetria func- 
fiei în raport cu a, b). Rezultă 


k  f(@)=mz(x—8)(x—3). 
2) Condiția f(6)=6 determină m=—1/6 şi deci 
[== a —8)(2—8). 


3) Punctele de inflexiune sint soluții ale ecuației f''(2)=0. Deci 
—(6z2—22)=0, sm7, (Observăm că f“'(x)=—1 #0). 


2.59. Se consideră funcţia reală f definită pe intervalul 1=(0, <o) prin 
f(x) =e "* sin t. Să se arate că oricare ar fi <e I avem |f(2)| <1, | f(x) | <V2, 
IF (Œ)| <2 şi să se verifice că abscisele punctelor de maxim ale lui f în inter- 
valul Z se află în progresie aritmetică, iar ordonatele corespunzătoare acestor 
puncte în progresie geometrică. | 


> (|, P. Bucureşti, 1976) 

A Soluţie. Pentru orice z din (0,00) avem f'(2)=e"Z(cosz—sinz)= 

=Văe-e sin (= — 7], f''(2) = —2e"7 cosz şi <e”2<1. Deoarece functiile sinusşi 
cosinus iau valori în [—1, 1], găsim |f(2) | = |e`? singz | =eZ|sinz|<1,|f'(2)|= 
=| V2e-= sin E a) =V\2e-7 |sin G —2) | <YV2,1f'(2)| = |—2e"Z cosz| = 


=2e f| cos x| <2. 
Punctele de extrem local ale lui f(x) sînt printre soluțiile ecuației f'(2) =0, 


e. v T . w Fa 
ze (0, co), adică m= +mr, unde m este un întreg pozitiv. Observăm că 


f'n) =- V2 e *m(—1)m<0 dacă și numai dacă m este par. De aceea punc- 
tele £3, = T T2pr, p=întreg pozitiv, sînt puncte de maxim. Ele formează 


o progresie aritmetică cu rafia 2m. Ordonatele corespunzătoare sînt f(z2;)= 


2 È ` E ist 
iz pla Fei i formează o progresie geometrică. 


2.60. Fie funcția definită prin 


z—f(a) = are sin Eee 
2x2—10x4+17 


1) Să se determine domeniul maxim de definiţie al funcției f- 


2) Să se calculeze derivata funcţiei f. 
3) Să se arate că restricţia funcţiei f pe intervalul (— o, +4) are o 


funcţie inversă şi să se determine această funcție. 
(Universitatea Cluj-Napoca, 1974) 


Soluţie. 1) Domeniul maxim de definiţie al funcţiei f rezultă din condi- 


i i =1 TEDE 
la STS A < 3 0< — S E 
$ EES] S r eau 22. 10r F17 S ; 
(E) ao pentru 


. N 
Fracţia este nenegativă pentru ze R; deoarece — 
f 8 penru k 2x2—10x4+17 


ze R, domeniul maxim de definiţie al funcţiei f este R. / 
e —3(2—4) 
2 e e ia 
) 1 [2—4| (229—102+17) 
Cr peld, a); 
2r*— 107-417 3 


rosi 


20—100 417 


şi deci: 


ini a 


, 3 
3) Pentru vi (— 00, 4), F(x) “atzi, L17 
272 — 108-4 


>0, deci f este inversabilă. 


Inversa v= ġ(y) verilică relația arcsin -=== —y=0; ea, se obține 
V2t—1024+17 
ES 1—5 sin? g+3/2 sin 2; 5 cos 2y—3 43 sin 2 
explicitind t= ———— Ea Aa, PERLE ba Et Al A 
1—2 sin? y 2 cos 2y 


sin? y): 3(cos y sin y)? 


Rezultă două determinări corespunzătoare 
2(cos? y— sin? y) 


celor două restrictii ale lui fi 
S(cos y—sin y)—3(cos y+-sin y cos y—4 sin y 
J— 9(y) = Stos y= sin y)—3(cos y+-sin y) am 
2(cos y—sin y) | cos y—sin y 
5(cos y+-sin y)—3 (cos y—sin y) cos y+-4 sin y 
y r p0) = 1na ga il ș 
2(cos y+sin y) cos y+-sin y 
Restricția pentru care se cere inversa este aplicația f: (— oo, 2->( = =) 
deci inversa trebuie să fie ọ: (-=, Too, 4). Satisface această condiţie, 
N 
cos y+-4 sin y 
cos y+sin y 


determinarea y— ọ(y)= 


2.61. Să se arate că lng < —, oricare ar fi z strict pozitiv. 
e 
(I; P. Bucureşti, 1977) 
LI 


Soluţie, I. Se studiază comportarea funcției f, unde fa)=mz-— 2; 


Sat si ESR | ia tt 
observăm că fi) > AER şi tabelul de variaţie al funcţiei f este 
T e A 


| 0 e e al 08 
ra) | T OE 
E N T 


În concluzie, f(£)<0 pentru orice r>0. 


II. Funcţia z>h(x)=lnx este concavă pe domeniul său de definiție 
(z>0) şi deci graficul se află sub tangentă, în oricare punct al once s-ar 


trasa tangenta. Ecuația tangentei în punctul (£o, h(20)) este y=ln npin) 


şi se satisface In z< 1n to- A (zx) pentru orice x>0. În particular, pentru 
To 
punctul (e, 1) rezultă 
Ings =, oricare ar fi 230, 
e 


i 


TI 


2,62. În intervalul [—1, +1] se definește funcţia 


x= f(x) =]yi —a*— VI —az*|, 


unde a este un parametru real, 0<a<1; să se determine mulțimea valorilor a 
pentru care f(2) s e, e fiind un număr real cuprins între 0 şi 1, oricare ar fi 


ze[—1, +1]. 


(Facultatea de matematică-mecanică, Bucureşti, 1970) 


Soluţie. Deoarece prin calcule directe se verifică inegalitatea Vi —az? > 
> Vi=aă, (0<a<l), găsim ft) = Vi —az2— Vi—a2. Apoi avem f'(2)= 
_ AVizaă—ayi=25)| | 
=, Vze(—1, 1). Ținind seama că Vi—az2>ayi =z, 


VUZE ar) 
Vre(—1, 1), rezultă că f'(x) are semnul lui x, iar v=0 este un punct de 


minim. Tabelul de variaţie 


2 | —1 | 0 +1 
rol aa a ai ta 
wl Viza N 0 y Viza 
şi textul problemei ne conduc la inegalitatea Vlas e, ee(0,1), adică 
ae[1—e2 sal) ec) 
2,63, Se dă funcţia zf(2)— FE, 
z+i 
1) Să se reprezinte grafic. 
A ; m 
yos 


2) Sä se Ga culeză limita I=lim- . 


mă 
(Institutul de canstråcHi E Bucureşti, 1973) 


Soluţie. 1) Se observă că f este definită pe 
(—%, —1)U(—1, 00). 

Apo PEA: 0, un mz — 0, um Ree 
=. De “aceza t= Si este asimptotă Venticală. 


Nu are asimptote oblice. 
Graficul taie axele de coordonate în punctele 


z=0, y=0 şi z=—9, y=0. Š 
Deacu, f (ajm EREE, ROR ae Deo +3) 


avem următorul tabel de variație 2 grañicul din 
fig. 19. 


Fig. ‘19. 
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pgn 


ni n ema 


f'(x) 


ræ] ar 0 -- | -b a 


ft) | +0 Ne N 127 N =%0 | pă NEO 7A area 


0 
2) Metoda I. Observăm că avem o nedeterminare de forma ral Putem 


m 
aplica regula lui l’ Hospital. Ținînd seama că aa) f(£)dr=f(m), găsim 
(1) 


m 


| reaz ; 
l lina 202 e aa pina O Tipa EEES aa 
mo mê m-03m2  m—0 3m2(m+1) 
m m m 
Metoda II. Avem I= pora (o ie ee pe ba e (2 ra 
T 
o 
—82+8 babe +4m?—8m+8 In|m-+1]. 


= +4m?—8m+8 n |m+1| 
Apoi l=lim- 
m0 


A EEE aplică de trei ori, succesiv, 
za 
regula lui P Hospital), 3. 


` 


2.64. Se dă funcția 
2x? 7145 
zof(n) =: 
Io) = E 
1) Să se determine intervalele de monotonie ale lui f. 


2) Se consideră g(x)=f(x) pentru ze E(N(—oco, —2), unde E este dome- 
niul de definiţie al lui f. > 


(a) Să se arate că g: EN(— œ, —2)R este inversabilă, 
(b) Să se determine funcția inversă lui g. 


3) Să se studieze mărginirea funcţiei h definită prin: h(2)=h(2) Sa 


unde h, este restricţia lui f la mulţimea E()[0, co). 
(Universitatea Timişoara, 1976) 


Soluţie, 
1) f'(2)= E, deci există f’ pe (—00,—2)U(—2, 00) şi f'(2)>0 


pe această mulţime. f este strict crescătoare pe (— œ, —2) şi pe (—2, œ); în 
æ= —2, f nu este derivabilă. 
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c * v . W 
2) (a) S-a arătat că f este strict crescătoare pe (— oo, —2) și există fă 
pe acest interval; deci sînt satisfăcute condiţiile de inversabilitate (f — bijec- 
tivă). 
+ 9 = 
(b) Din 222+(7—y9)24+-5—2y=0 rezultă două determinări 


1 e a eaa 7 de 
d = TUE Vu: +2y4-9).) Deoarece se cere inversa restricţii f: (—o, 


. 


—2)>(— 00, +0), aceasta este f(x) = L (@—7— V17F 2r 79); f1: (— co, co) 


=(=, —2). 
9 a è Y . . . . w w 
3) Se consideră restricția lui f la [0, 1)U[1, 00) şi se arată că f este măr- 
ginită pe fiecare din subintervalele considerate. 


Pe [0, 1), n(z)=f(0): SE <f(), deoarece 


cătoare pe [0, 1) şi deci 
Ha) <f)= É. Pe [1, œ) folosim majorarea |h(2)| < 


sin 4 


<1; dar f strict cres- 


222 471+5 ; 
? 


242% 
Să 21247145 á 
fie, dle) = e aa Pentru ze[1, œ), g(2)>0; deoarece g'(2)<0, g este 


SI $ 14. ; ; SS cara A 
descrescătoare şi g(x) < Z, În concluzie, A este funcție mărginită. 


2.65. Se consideră funcţia z—f(2)=Va?-+4z—5— TAn 
G, — 

1) Să se determine domeniul de definiţie al lui f şi să se studieze continui- 
tatea şi derivabilitatea funcţiei pe domeniul de definiţie. 

2) Cu ajutorul șirului lui Rolle, să se separe rădăcinile ecuaţiei f(z)=0. 

3) Să se traseze graficul lui f. 

(I. P. București, 1971) 

Soluţie. 1) Existenţa radicalului impune x?+4r—5>0,; iar existenţa 
fracţiei impune |x+2| —3 #0. Prima relaţie este satisfăcută pentru ze(— œ, 
—5]U[1, œ), iar a doua implică 24 —5, zl. Acestea conduc la domeniul 
de definiție (— oo, —5)U(1, +00). d 

Observăm că f(x) se explicitează în forma 


Var —5+ sa TAŞ 
st5, 
[(0)= A 
Var 5 s rl. 
gz—i 
A Restricţiile lui f la v< —5, respectiv z>l sînt funcții elementare con- 
tinue şi derivabile. De aceea f este continuă și derivabilă. Regulile de derivare 
ne conduc la 


——————— «i -eua 
Vapăa=d (v40) 
Kom 
ara SE z>l 


Var db T (@—1)* ; 
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iar pentru z>l avem 


[i 
<5 avem /'(2)<0, 


2) Observăm că pentru 
P>. Acestea împreună cu tabelul 
t 09 5 00 
i en ESN ama j ZZ EEOAE RE 
arată că există me(—o, D Şi v€ (1, A așa ca Pata ), i=1, 2. Deoarece 
i >0, ff — =)< 0 rezultă zje w SETY Analog a za (3/2, 2) 
3) "Tabelul precedent arată că z=—5 şi z=1 sînt asimptote verticale 
H > 5 4 
ERE 1 )=-1. 


Să cercetăm asimptotele la ramurile — oo şi --00. 
ia a i Eee e A 
( V ză zî4-5a 


Mai întii avem lim 2) lim 
` w+- v mmp |a| 

4x—5 1 i 7) 

x-5 h 

A 

A 

ILA 


lim (f(x) 4-a) =lim ( 
æ+- e] V 21-45 
E 


4 — — 


T 


= lim 
E) 
— E d 
je] a 


SS 5555 


Astfel y= —x—2, v<—5, este asimptotă oblică la — co 
Analog găsim că y=x+2, x>1 este asimptotă oblică la 
+o. Fig. 20. 
Cu acestea graficul lui f are forma din fig. 20 
m—yg y 
= „ unde m este un para- 
qz?—3r+2 ; 


2.66. Se consideră funcția z—f(2)= 


metru. 


1) Care este numărul extremelor cînd m ia toate valorile reale? 
2) Să se determine m astfel caf(—1)= = şi apoi să se traseze graficul 


lui 
ir 
mari ca unitatea. 
$ (I. P. Cluj, 1972) 
Soluţie. Deoarece z2—3%4+4+-2 are rădăcinile 1 şi 2, 
—(21—3x+2)—(m—)(2z—3) 


al lui f este E=(— œ, DU(, 2)U (2, 20). i 
întti derivata f'()= ae size a 
2 e 0. Dis- 


1) Calculäm mai 
şi observăm că  f'(2)=0ea?2—2ma-t+-3m — 


„tă 22—2mz+3m—2 ři 
(at — 324-2)? 
criminantul redus al acestei ecuaţii este A'=m?—3m-2. De aceea pentru 
ms (1, 2), ecuaţia nu are soluţii reale, adică f'(x) 40, VzeB, ceea ce înseamnă 
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3) Să se afle intervalele pe care funcţia de la punctul 2) are valori mai 


domeniul de definiție 


că f nu are extreme; pentru me(— oo, 1)U(2, œ) există două puncte zı; a= 
SS) i ES] 910 aaa A ES = A è . el 

=m +ym —3m+-2 așa ca f'(X1, 3)==U şi la trecerea lui 2 prin zı, derivata 
f(x) îşi schimbă semnul, deci xı; a sint puncte de extrem; pentru m=l sau 
m=2 nu avem extreme. ? 


RE t 


2) Deoarece f(—1)= —— TE |E găsim m=3. Astfel ld- şi deci 
Da To= =0, um VE 00, lim f(z)=—o. A f(x)=— œ, lim f(xr)=%. De 
2 w2 


ROOSA y=0 SE o iinptută orizontală, “dar z=l, z=2 sint asimptote 
verticale, 


Punctele de extrem ale lui f sînt taia =34+V2. 
x |—oo 1 3—yă 3 342 oo 


f(e) + SI 0 a — 0+ 


wl 0 Z ol-a AMN —o|o NON m/o 
; Acestea ne conduc la graficul din fig. 21. 


3) Avem- < 2i 
—3r+ 2 (x—1)(żi—2) 


aceasta are ua ze(1— —y2, 1) Ue, 1+Vy2). 


<0, iar 


2.67. Se dă funcţia z—/f(2)= => —In (241). 
x 


1) Să se studieze variaţia şi să se traseze 
graficul lui f. 


pie oi 2) Să se determine constantele reale a, b, c 
așa încît funcţia r—F(2)= Z [e-pbspa In (24+-1)] să aibă ca derivată pe 
2 şi aeoaea =l i 


3) îles funcţia F determinată la punctul precedent, să se arate că 
dacă u>0, atunci şirul definit prin relația de recurenţă Una =In (L-A) 


este monoton, convergent şi să i se afle limita. 
(I. P. București, 1971) 


Soluţie. 1) Existența îracţiei Ea impune zf —l, iar existenţa lui 


In (241) implică z>—1. De aceea f este definită pe (—1, œ). 


Avem lim f(z)=lim -z [4 — Ut» |- v, lim f(z)=—00. Apoi 
aul zl 4 IE co 


z+l 
ze ne arată că și f'(0)=0. De aceea x=0 este o rădăcină 


f(0)=0; f(2)= 


dublă. Şirul lui” Rolle ne arată că ecuaţia f(2)=0 nu mai are alte soluţii reale. 
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1 


Deoarece f''(x)= =, punctul z=1, f(l)= — —ln2 este un punct 


(x+1) 2 
de inflexiune. 


Tabelul de variație 


x| = 0 1 0 
fa) WO ei 
(2) — Odaii 
fr) |l—o 70 SE Fig. 22. 


ne conduce la graficul din fig. 22. 


2) Identitatea F'(2)= = =; —c—a ln +0] = iza az], 
T T T zr 


Yze(—1, 0)U(0, œ) ne dă a=1, c=0. Astfel F(r)—=b+ HE. Observăm 
. $ T 
acum că lim F(z)=b-plim 2E —b41=14b=0. Rezultă F(z) = 29, 
z=0 2—0 T i T 
ze(—1, 0)U(0, e). 


3) De la punctul 1) observăm) că F'(x) =a Sn @+1)] <0 şi- 
| T 


deci F este monoton descrescătoare. De asemenea zœ implică F(z)<1. 
Deoarece -u >0, avem ux=ln (1+u)>0; fie u„>0, de unde up, = 
=ln (14+u,)>>0, adică şirul are toți termenii strict pozitivi. 
Apoi EnA iat nl 0)ă =F(u,)<1; deci şirul (u,) este 
a Un + =u 
| descrescător. Acestea ne arată că șirul {un} este convergent (descrescător 
T şi mărginit inferior). 
: Notînd cu l=lim uņ„, relația up;1=l0 (1+ u,) implică l=In (1+0), adică 


n> 


Fo. 


2.68. Să se determine volumul corpului obținut prin rotația mulțimii 
{(z, y)]0 <y < VIf@), ze [0, ze]! în jurul lui Oz, unde f(x) este soluția ecuaţiei 
diferențiale f”+f=0, care verifică condiţiile f(0)=0, f/(0)=—1. 

si (I. P. Bucureşti, 1976) 


Soluţie. Din f'+-f=0, rezultă f(z)=a cos x+b sinx. Punind condiţiile 
1(0)=0, f'(0)=1, găsim a=0, b=1, adică f(z)=sin x. De aceea 
T 
V=n$z sin z dz (se utilizează formula de integrare prin părți), 
Ea 9 


V=x(sin z—z cos x) |ş=x?, 


Pa 


2.69. Se dă f(a): -In(1 a =] 


1) Să se studieze variaţia şi să se traseze graficul funcţiei f. 
2) Să se calculeze limita șirului cu termenul general 


e zl TI C) a a +n). / 


3) Să se calculeze integrala | f()az. 
1 


(I. P, București, 1974) 
Soluţie. 1) Din 1-p 2-50 şi 130 rezultă domeniul maxim de definiţie 


E=(— œ, —2)U(0, Da). Funcția dată este continuă pe E. Graficul său 
nu taie axele de coordonate. În punctele de acumulare ale lui E care nu fac 
` parte din E calculăm limite. OSEE: Mri O =0, dreapta y=0 este asimp- 


Š Bog orizontală atît la — œ cît şi la legi Ia fel din lim f(z)= — oo, [ia f(2)= 
a-——2 
ga—2 

=- œ rezultă respectiv că p=—2 şi z=—0 sînt asimptote verticale. Gat 


nu admite asimptote oblice, diferite de cea orizontală. 
Deoarece f'(£)= TS <0, VzeE, funcția este strict descrescătoare 
g TILTA / 
1 
pe intervalele (— œ, —2) şi (0, œ); întrucît f” (x)= de 
T 
pentru ze(—o, —2) şi f''(2)>0 pentru ze(0, 00). De aceea graficul nu 


posedă puncte de inflexiune. 
Avînd în vedere tabelul de variaţie găsim graficul din fig. 23. 


găsim f''(2)<0 


z — o —2 Ai (0) +o 
f2) = = 
(a) — + 
Fig. 23. ; TO EON EO Fo N Q 


n+2 


2) Avem ua = f) +f) +- -- +10 =w pni „na 


3-4 (nE) on CEDNA Astfel lim Up > %0. 


In : 
7 AA i 2 „me 


2 
3) Integrala I= y ( pe aa se poate calcula prin părți. Avem u= 
i z 


2 Nu a 
=— dx, dv=dx, v=x şi deci 
=ni Z) a u= rA ŞI 
2+2 64 
= E pa 
I=x n— = | --2 ere n T 
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i 2.70. Se dă funcția 
A i 


_ dg } 


red 
(1- tapai x’ 


d—f(a)=a(1 ic fer 


unde a este un parametru real, a% —1. 
1) Să se calculeze integrala şi apoi să se determine domeniul de definiție 
al funcției f. 
2) Să se arate că f'(a) este mărginită. 
3) Să se studieze variaţia şi să se traseze graficul lui f. 
- (Facultatea de matematică-informatică, Braşov, 1972) 


Soluţie. 1) Succesiv găsim 


1 
dx 5 az 
a=all +a aa a oa ea facem substituția —=4 
ho =al + Í Ce oa aa ţia 
0 apa) 
ra lit SU e aja) 
E zit ; ; ră Stau E EE. 
dr= = dt, o o şi deci o $ E arc tg |, cte- : 
al(1 +a) 
Evident, pie de definiție al lui f este (— oo, UB E 


d 
2) Mai întîi avem f n DEEE si ai 


da TRSM zoa ao S 
1+a 
>0. Apoi observăm că lim f'(a)=0, AAO) z masi a AS 


a+ >l 
T D 
gun (2a2+2a4+1) 


'3) Deoarece f'(0)>0, vas(—o, —1)U(—1, œ), funcţia f este crescă- 


toare. În lus, lim f(a) = arc tø lim — =arct | pu 
P EE, a eri g i uta) 


= 


any f(a)= o De aceea dreapta paos este o asimptotă RRT la — œ 
a 


şi +œ, iar punctele (Și; ==) [—1, a sînt puncte asimptotice. 


Graficul taie axele în punctul (a, b)=(0, 0). 


Deoarece f''(a)=— ace 
Qa+2a+1)° 


1 
3 punctul Cur za este un punct de ìnfle- 
xiune pentru grafic. 


a era zi EU oaia ‘l 
TD o E ln aaa F ina 

MON ++ 4% + 0 — 

Na) | aja [o la oma AR 0 Asti 


ne conduce la graficul din fig. 24. 


A 


2.71. Se dau funcțiile 


w= fx) =cos 3x44 cos 2x48 cos x-5, 


A x o2 , 1—4tg’z 
x gta) =6 cos x cos? — +10 cos? =— 4 A 
2 2 1+tg x 
1) Să se arate că f(x) >0 pentru orice ve R. 
2) Să se găsească valorile lui z pentru care f(x) =0. 
3) Fie M=(r|zeR, f(n)=0). Să se determine intersecţia mulțimii M 


cu mulțimea rădăcinilor ecuaţiei tg t= , unde yo este rădăcina ecuației 


Yo 


Vi+log, 27 -log y+1=0. 
4) Să se calculeze integrala 


z 
2 
N (fa) —9(2))az. 
> (I. P. Pimişoara, 1973) 
Soluție. 1) f(z)=4(cos z+D(cos t+ 1y Şi ie cos'z4+1l >0, 
cos t+ 3) >0, VIER, rezultă fi) >0 pe R. : 
_ 2) f(z)=0 pentru mulțimea 
M=fz/2=(2k-+1)7, s=+ E pk; k, ez) 
3) Existenţa rădăcinii yo impune condiţiile y>0, y #1, 1+ $ logy 3> 0; 
log, 3<0. Cu acestea ecuația în y se poate scrie în forma echivalentă 
TE Ž log, 3——log, 3 sau (logy3)?— Ž log, 3—1=0. Rezultă log, 3= 


X 1 A 1 a ză 
S şi deci yo = F Ecuația tg t= NEN devine tg z=V3 cu soluţiile 
a ETER a 
ŞI Yo 


A=laja= E pkan, ez si MDA =aje= dm -+ =, meZ}. 


4) Deoarece f(x) —g(1)=cos 3%, rezultă integrind succesiv prin părți 
z2 


2 
zia 3 ` a3 . sa H 2 as TÈ ` 
y z3(f(2)—g(2))dz = | x? cos 3x dr= i sin 3a | — | xè sin Jx dr= — sere 
0 k 4 
9 0 
ao ae 3 afa ma 
K < N € d . o 
— cos 3z| + Zf cos 3x àx) = -i sin 3v — (sin BUR dx) = 
3 o 3 24 343 o 3 
0 
MT 2 
-—— — — è 
24 9 27 
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2.72, Se dă funcţia 


4 i 
ze f(0)= ele! 
t+2 

şi se cere: 

1) Să se găsească punctele în care f nu este derivabilă; în acele puncte 
să se calculeze derivata la stinga și derivata la dreapta. 

2) Să se discute după parametrul A numărul rădăcinilor reale ale ecua- 
tiei f(&) =A. 

+l 


3) Să se calculeze | æt). 


-1 
(1. P. București, 1970) 


Soluţie. Domeniul de definiție al lui f este R—{—2}. Explicitind modulul 
putem scrie 


e”? 


ga a xe(— oo, —2)U(—2, 0), 
f(2)= 1/2, 'r=0, 
T xe(0, +0). 


1) Prin calcul direct găsim 


e”? 
iza (op lu 0 ca (aie —2)U(—2, 0), 
f(a)= 
e? 
A Get 250, e). 
În punctul z= —2 nu se pune problema derivabilităţii deoarece nu face 


parte din domeniul de definiție al lui f. În punctul v=0 avem fu(0) =lim EOS 
z—0 


N 


5 vao 
x = 3)e-a SI ră G 5 $ ka 
lim SEHT şi fat0)—lima fi(c) lim LEDT aL, De aceea în 
z0  (2+2) |4 w0 w0 (x+2) 4 
z<0 gro @w>0 
x=0, funcția nu este derivabilă. 
2) Avînd în vedere tabelul de variație 
z |—o0 —3 —2 0 +a 
KO +++ o=- |- + e 


fo a. A a Solca Sa A e 


funcţia f are un grafic de forma dată în fig. 25, 
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este următoarea: dacă A< —e’, atunci ecuaţia are două 
soluţii distincte; dacă à= —e?, atunci ecuaţia are soluția 
dublă z=—3; dacă —e<)<1/2, ecuația nu are soluţii; 


x 1 A 
dacă An atunci ecuația are soluția r=0; dacă 1>1/2 


avem două soluţii distincte, 
3) Avem 
+1 


| 24(2-+2) feyiz= Ía ze “dz \z'e7dzr=(în prima in- 


j ai că 
je 


Fig. 25. tegrală schimbăm pe z în —z), _2 feždr = (integrăm 


1 
prin părţi, u=zi, dv= eřdr; du=—4a%dz, v=e2), Date? | —4$7e“dz= 
d 0 


(integrăm încă de trei ori prin părți), 6(3e—8). o 


2.73. Fie funcția z—f(2)=—au(2), unde u(2)= ka , iar a0 şi az]. 
T 
1) Să se reprezinte grafic funcția f, 
2) Să se determine valorile lui a astfel încît 1<f(æ)<2 oricare ar fi z 
real. 
3) Să se calculeze 


| log, f(x) dz. 


(1... P. Bucureşti, 1975) 

Soluție. 1) Domeniul de definiție al funcției f este mulţimea numerelor 

reale R. Funcția f este continuă pe R, deoarece este o compunere de funcții 
ce continue. 

Graficul lui f taie axa Oy ìn punctul (0, 1). Deoarece am IO dreapta 


y=l1 este asimptotă orizontală atît la — co cît şi la +00. S Graficul nù posedă 
asimptote oblice; 
Din u(— x)=u(2), VzeR, găsim f(—x)=f(¢) VzeR şi deci z—f(z) 
este o funcţie pară. De aceea graficul lui f este simetric față de axa 0y. 
Derivata lui f(x) poate fi scrisă în forma 


(1—29)| 2] 
AEN fa) A A0: 
Funcția f nu este derivabilă în 2=0, dar f (0 +0)= 42 In a. De asemenea 


f'(æ)=0 implică t= +1. 
Semnul lui f'(x) este același cu semnul expresiei: 


Ela —2)ln a. 
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Deoarece y=) este o dreaptă, discuţia ecuaţiei f(x) =A 


Observaţie. Derivata f(x) are o STRESNO relativ complicată, iar solu- 
tiile ecuației f" (x)=0 pot fìi calculate numai prin metode aproximative. 
Datorită acestor dificultăți folosirea lui Tæ) la concurs nu a fost obligatorie 
(cu f” (x)=0 obținem şi punctele de inflexiune). 


Dacă 0<a<1, atunci ln a<0 și avem (fig. 26) 
x | — 00 —] 0 EE E == a 


fix) Ir A a AR i LA VAASA Fig. 26. 
Dacă a>1, atunci ln a>0 şi avem (fig. 27) 
$ — 00 —1 ..0 —1 ` +o j 
AORE + 0 — + 0 =- - i 

i ENO TRE K 
[(2) Ie sa NEL Zac SSI : Fig. 27. 


2) Preferăm să dăm o rezolvare oarecum independentă de soluția punc- 
4 tului precedent. Pentru aceasta determinăm direct mulțimea valorilor lui 
; f pornind de la inegalitatea evidentă: 


2| 
14r? 
Pentru O<a<l, funcţia exponențială este descrescătoare şi de aceea 
a` <a") <a, adică a<f(z) <1. 


Pentru a<l, funcția exponențială este crescătoare și deci a° <a“ cal, 
adică 1<f() <a, vzeR. 


Relaţiile a>1, 1<f(a) <a, 1 <f(2) <2. implică 1<as<2. 


+1 1 
ea 2] x] e 2x dz 
3) | ap az=0 aa, in (129 |, $ =2 In 2, 
—1 o, 4 
î(z—u(z) — funcție -pară). > 
2,74. Se dă funcţia z—f(0)=1+ ye Se cere: ; 
r— 


a 


1) domeniul maxim de definiţie; 


2) să se studieze monotonia restrieţiei lui f la intersecția domeniului de 
definiţie cu,intervalul (— œ, 2); 


3) să se determine aria figurii mărginite de graficul funcției f şi areptele 

72, t=3; y=; a 
(Universitatea Pimisoara, 1977) 

dl 


: la 
valorile f(2)== E +i. 


yz — | 


b’ 8&3 


Soluție, 1) Funcţia z= f(x) = +1 este definită pe (1, œ), unde ia 


2) Restricţia este fi (1, 2)— R cu valorile f(x) = = PI a a 
` 7 as, A 
şi f'(2)<0 pentru ze(1, 2). à pă 
În concluzie, restricţia lui f pe (1, 2) este strict descrescătoare. 
3) Deoarece f(x)>0, pe (1, œ), rezultă că aria este 

8 3 


A ( can oa 


Vz=1 z— 


Se face schimbarea de variabilă yz—1=u; se obține z|, >u [2 dz= 
=2u du şi deci i : 


pusa fe aaa +2 G -+2u) 


1 


V2 _ 16y2—11. 
=: 


1 


2 
2.75. Se consideră funcția ie OE EE unde ì€R — {0}, şi se 
r?’—r+à * 
cere: i 
1} Să se determine domeniul de variație al lui à -astfel încît funcția f 
să admită un punct de extrem de abscisă Ttọ€ (1, 2). 


2) În ipoteza că graficul lui f are trei puncte de inflexiune distincte 


(Ev F21), (2 Fa)» (Tos f(Ta)), să se arate că 2 


1 
ar — =. 
(za) fr) fa) 
3) Pentru A=—1 să se calculeze aria cuprinsă între graficul lui f, axa Oz 
şi dreptele r=1, t=2. 


(Universitatea Braşov, 1972) 
1 c 1 = 
Soluţie. Evident, pentru As 750 apune TÉ ZU VI 43). 


a ale Soluţiile ecuaţiei f '(x)=0 


Y 1 
sînt 14=—0 şi to=2). Dacă punem 1'<zp=bu<2 găsim (a 1) Semnul 


1) Prin calcul direct. obţinem f'(2)= 


derivatei la stînga şi la dreapta punctului Tọ arată că Tọ este un punct de 
extrem. > on 
2) Deoarece f''(2)= ii se impune ca ectiaţia 23—3Ax24-12=0 
| (iara) A aaa i 
să aibă trei rădăcîni reale distincte X1, Za £s; folosind şirul luj Rolle rezultă 
> Aşi me(— o, 0), z22(0, 22), zae(2A, œ). Relaţiile lui Viète zi-t-zat 
4 < 
7 a: st 1 1 1 1 
+23 =3h ata + Dita Totg =Q,  Ditats= —A implică = + 2 + — =0, = + 


1 1 1 1 1 KONET 
A d cala 0 | ele a e =]. D =, 
F WE ( T E ) a ran 2 


Tila - ata Tata isi isl Drè 
3 8 
1 1 
DE [a sai ici ai ret 
„9 =l Ti = Xi 
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2 
» $ i 9z? p 4 
3) Aria cerută este dată de integrala I= de Aceasta se cal- 
C la ie a 


culează astfel: 


2 2 2 2 
I=9 f tett) Hei) agg ( dz+9 | a E kE | Pb e IE E 
A gè? s 
l 


Di xi —z+il 2 J 2—z4i 
2 2 d 
9 dr 9 z 
ESSA VESE Areni. E ei e pa Rd DR 1 Se =9 ? in3— 
2 j azi „Inte? zu j= 2 y ( zi a 
1 1 E 2 4 
1 [2 
3 2a 3 =9 In ey3— 2 y3. 
——>—— arct = =9+ In EAE ney3—— 
wA v (3 
2 TT TERN 


2.76. Se dă funcția f: R>R astfel ca 
fin) = Va3—a2—5x—3. 


1) Să se rezolve ecuaţia f(x) —=0. 
2) Să se studieze variația şi să se traseze graficul funcției f. 
5 


3) Să se calculeze $ gti dz. 
(2) 
(I. P. Timişoara, 1977) 
Soluţie. 
1) Deoarece 2%—a2—5x—3=—0 are rădăcinile 2=a2——1, I3=—3, ecua- 


ţia f(2)==0 are soluţiile z=—1, 2=3. 
2) Comportarea la +oo: lim f(x)=+ œ; lim UO a na (a-a 
IX 


x+ s> 
=y —5r—3 
zaztoo V(2%—a2—5r—3)2 +a Vai adr 3-a 3 


Rezultă că graficul admite asimptota oblică y=z— > spre +œ. fi(2)== 
a _(7+1)(32—5) i 


A ESY : 5 
NEE EEE, şi deci f'(x)=0 numai pentru t= SS 


z — co AN) 5/3 3 +o 
IE) + pool ~ 0 tolto t 
fa je ANINGA Aa 


N 


Punctul (—1, 0) este punct de întoarcere al graficului, 

iar în (3, 0) graficul funcției f admite tangentă paralelă 

la Oy (fig. 28). ; 
5 5 


3) E tekane a E RSA ae 
no J (Hz) 4 dz z+ za 
4 


= (n (2—3)—1n (251) 


5 1 5 
=—In—s 
4 4 3 


2.77. Se dă funcţia 
i 1 
arctg ALE R— {0}, 


z=f(2)= 


0, z=0. 
1) Să se calculeze limitele laterale ale lui f și f’ în punctul r=0 şi să se 


traseze graficul lui f. 
2) Să se calculeze aria cuprinsă între graficul funcției, axa Oz și dreptele 


x y3=1 şi x=y3. ; 
3) Fie P(x)=ax?+bx*+cr+d un polinom cu coeficienții a, b, c, d numere 
reale în progresie aritmetică (d +0). În ipoteza că toate rădăcinile z, ale aces- 
5 RnR 3r 


tui polinom sînt reale, să se arate că (f(2)-+f(22)+f(23))e [= a a a 


(I. P. Bucureşti, 1970) 


> 


Soluţie. 1) Observăm că 


lim f(0)=—-, lim f) ==. 
2—0 2 2-0 2 
z<0 250 


De aceea punctele [0, T şi (0, a sînt puncte asimptotice, iar f este 


continuă numai pe R—{0}. În plus, avem lim f(x)=0, adică dreapta y=0 este 
æA 


y asimptotă la ambele ramuri infinite. 
AoT ; 1 POES 
E Deoarece f (<)= — >, TER — {0}, avem 
Doa re : 
ISN >= f(£)<0; lim f'(x)=lim f'({x)=—1. Derivata a doua 
, æ—>0 æ—>0 n x 
z2 ( _2) z<0 z>0 A 
SE 2 are expresia f/'(2)=— ERE ze R — {0} 3 astfel 
Fig. Pa f (a) #0 (fig. 29). 
3 4 
1 
2) A= | arctg + dr= (integräm prin părți, u=arctg pa dv=dr; du> 
z X i 
alya T yr a 
1 E a AVE e 2 _am:= a arcta— NS 
= — RAN. v=x), t arctg zlave "ia v= xv arctg pei Ia -+ 
` 1y 8 


va n Vă 3. 
PE e -pln v 3 


+n (1+2) 
> 2 1/ 


: 1 i 
3) Din ipoteză a+d=b-+c şi mt <f(2) =arctg ai De aceea (f(z) 


NE) + fe) e (a =Æ =) < tel (a) tf) tz) = 


1 1 1 ‘f 
— +4 EE 
ja Ti Za Ts Late 
= 1 1 1 
o a RR 
Zita Lola Tal 
c 
——1 
= js SE E E EA 
d b c— a 
—— 4 
a a 


2.78. Se dă funcția f definită pe R prin relaţia: 


e a a E a 
A n>% Cin Aaa 
1) Să se arate că 

a(z+1%, z<0, 


= 20, 


|z 215010: 


2) Să se determine valoarea parametrului a astfel încît funcţia f să fie 
continuă pe R. ; 
3) Să se studieze derivabilitatea funcției f pe R. 
4) Pentru a=1 să se reprezinte grafic funcția f. 
æ 


5) Să se calculeze g(x)= f fdt, > —1. 
H 
(Universitatea Galaţi, 1977) 


Soluţie. 1) Pentru z<0, rezultă e"”—0, e"27—+o0, n—oo şi f(z)= 
i az a 
Sim pd Iată eta pl apt 9). 
no 2231 
RE ; Iz =1|Halzt lene 
$ =l „ea De) AP tă ATAA E 
ȘI fta); A 1ean 
2) 4 aţă polinom pe subintervale, deci continuă, mai puţin z=0; P este 
continuă în z=0 (punct de acumulare al domeniului de definiție), dacă 


Km fo) mlina f(0), adică amie ES, Deci pentru a=l, funcția f 


=a(x+4+1)°; pentru x>0, rezultă e**— oo, e**—0 


= |zr—1 |; pentru z=0: rezultă f(0)= Ls, 


B EIA y 
este continuă și în z=0, 


3) Funcţia f este derivabilă numai Í 

a) ste abili ai pe R—{0, i}; dacă a=1, atunci 

R0) =2, AO =1; dacă ai, atunci f nu mai este continuă în x=0 şi deci 

nu poate fi derivabilă în acest punct; în z=l găsim f(l)==—l fă l)=i 
ê , SA. 


4) 
; | (r-p1),  2<0, 
fla) Za 1, 2=0, (fig. 30). 
l |r—1 l z>0 
5) 


a 


a (e-tat= a e, ze(—1,0), 


-l ' 
0 C] ` 
ga= 4 a (erat ja —0at = CL „ze(0, 1), 
—) 9 7 
0. 1 ` a. AL, 5 f 
tt D2at— ( (1 —pdi+ (t— aa ARTI) 
ya Ra ja gar gi at E, zei, o). 


Se observă că funcţia g este continuă pe întreg R. 


2.79. Se dă funcţia x—>f(x)=e7"l ysin x. 

1) Să se determine domeniul de definiţie E al lui f. 

2) Fie g, restricţia funcţiei f la mulţimea G=[0, 2n+1)r](E, neN. 
Să se calculeze volumul V, al corpului obţinut prin rotirea mulțimii 
(7, )lO<ys gu(2). VEG} în jurul axei Oz. 

) Să se calculeze lim Vp 


sau NIO 
(Universitatea Timişoara, 1976) 
Soluție. 
1) Relaţia care determină mulțimea E este sin z>0, deci ze[2kr, 
2ikr +7], keZ. l $. 
n Arin a AN 
2) Vu | Pæds=r 5 | e-2* sin a dx. 
9 2 =a ar 
Deoarece 5 
2kn+r 


$ , 3 2 are 
$ e2* sin x di= — Ze 22(cos x-2 sin 2) | vaa +Eetmq pe), 
2k 4 


kan 
(s-a integrat de două ori prin părţi şi s-a explicitat) rezultă 
j — intr i 


Va == (1 pepe pepan, parin) E (1 ben) 1 aa 
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3) Deoarece progresia geometrică este descrescătoare, cu rația q=, 


rezultă că 


: T [E ez . x . pe A(n+l)r 
lim V,= = ==, valoarea obținută prin trecere la limită (e”“ —0 
n= D ien 


E 2.80. Se dă funcția z—f(2)=|z—1|i-0 -|r+i|it și se cere: 
58 1) Să se determine domeniul de definiţie, de continuitate, de derivabi- 
4 litate şi tabelul de variație pentru «€ (0, 1). 


R Ă 1 
2) Să se studieze variaţia și să se reprezinte graficul lui f pentru «= p 


3), Să se calculeze volumul corpului născut prin rotirea mulțimii ((z, y) |0 < 
<y <Na), «= L, ze|0, 2]) în jurul lui Oz. 
(I. P. Bucureşti, 1972) 


Soluţie. 1) Deoarece «e(0, 1) implică 1—a>0, 1-ka>0, rezultă că f 
este definită pe (— oo, +00). Apoi, explicitînd modulele, putem scrie 


(—z+1)-a (—xr—1)!t+*,  ze(—oo, —1], 
Rh) = (1+1) (ete, zel, 1), 
CTN (zl)ite , sell, 0). 
Restricţiile lui f la subintervalele ce alcătuiesc domeniul de definiție 
jnt evident continue. Pe de altă parte ] lia fa) =f(—1)=0, lim f(x)=f(1)=0. 
s7 
De aceea f este continuă pe (— oo, +o): ia plus, lim f(2)= oo. 


ad 
Restricţia lui f la (— œ, —1)U(—1, I)U(, co) este derivabilă, deoarece 
T este definită prin expresii elementare derivabile: 


— (aa) (Fa) (2—1) (213, 
ze(— o, — 1); 

—(1—a)(—2 +1) (a k1)t*(l-pa)(z-t1)«(—z1)-s, wE, 1), 
(1 —a)(z— 1)7 “(xA-1hra(14a)(r4-1)*(z—1i-s zel, 09). 

Apoi observăm că f'(—1)=0, f'as(l)=2- o. De aceea f esis derivabilă 
pe (—%, —1]U(—1, 1)U@, 20). 

Ecuația f'(2)==0 are soluțiile z= —l şi z=a, De aceta Ci ltuelai următorul 
tabel de variaţie ` 


f(2)= 


z — 00 —1 0 a 1 Ho 
KEE E E TE 


fa |ho N OZIZ N NOZ ka 
unde fa) = (1—0 (-FE)" 


á 


2) Pentri E REN CE f i Sa 
) Pentru g -avem același tabel ca și mai sus, în care f(1/2)= 2.3. 


Deoarece 


2x1—2x—1 aici 1) 
Pa) = ui 
3 2a3—2x—1 | 
N fr ce prez plan E IO o), 
1+ V3 i 


ecuația f” (x)=0 are soluţiile zy2= —g—: Semnul 
lui f''(x) ne arată că acestea sînt abscisele a două 


puncte de inflexiune (fig. 31). 
3) Deoarece [D=vli — zl +r, găsimV = 
i à ; 


=7f (1 —xa)@+l)dr+r | (7— (2 + dr = 11m (se 
(i) 1 

scriu expresiile de sub integrale ca polinoame ordonate 

după puterile lui x și se integrează termen cu termen). 


2.81. Se dă funcţia r&f(0)=zysinz. 
1) Să se determine domeniul maxim de definiţie al funcției f. 
Să se găsească punctele de intersecţie ale graficului funcţiei cu prima 
' þisectoare a axelor şi să se demonstreze că în aceste puncte prima bisectoare 
a axelor este tangentă la graficul funcţiei, cu excepţia unui punct care se va 
reciza. i - 
tă 2) Să se demonstreze că graficul restricţiei lui f la z 30 rămîne de aceeaşi 
parte faţă de prima bisectoare. Să se traseze graficul restricţiei lui f la [0, 47]. 
3) Să se calculeze volumul corpului mărginit de suprafaţa care rezultă 
prin rotirea în jurul lui Oz a graficului restricţiei lui f la [0, 7]. 
i | a U. P. Bucureşti, 1972) 
Soluţie. 1) Condiţia sin v >0, implică re [2kz, (2k+1)r], keZ. 
Sistemul y=x, y=xsinx are soluțiile z=y=0 şi T=YJr=n|2+2kr, 


keZ. Pe de altă parte f'(2)=—y sin Piom eS - Deoarece f'(x,)=1, tan- 
$ , 2 ysin v AR 
genta la G(f) în punctele (£r; Yr) este y =z; deoarece limn f'(2)=lim yz VE : 
a0 ao Vsinz 


Ea o; tangenta la G(f) în (0, 0), la dreapta, este 
axa Or. i 
2) Fie z>0. Deoarece Vsin w <l rezultă că f(2)= 


= xy sin z <a Vr>0, adică graficul se află sub prima 


bisectoare. 

A Pia 2 sin ytes? (x) Deoarece 
syen Or aaa aya 
p(z/2)=2>0, p(Tr)=—mT<0, rezultă că există me (r/2,r) 
astfel încît f'(x) =0; acesta este evident un punct de 


maxim, La fel se arată că și pe (2r+-m/2, 3m) mai avem un punct de maxim 
î 4 ‘ + # e . +e Or) 
zə Acestea conduc la următorul tabel de variația și la graficul din fig. 32., 


EI 


kA 0 ti 7 


aama) au 


REE +0 Giaa 
fe) [0 7 maxr NEO ATEU 


3) Volumul cerut este 
n i 
V=r fe sin & de = (sè integrează prin părți, u=a2, du=2z dz; dv= 
0 


Tr 7 
=sin x dr, v= — cos 2), m(—a2 cos x [+2 fz cos x dz) =r? 42r fz cos z dr= 
[i] 0 3 
= (se integrează prin părți, u=z, du=dz; dv=cos x dz, v=sin 2), nb 
T 


+2r(x sin x E= | sin dz) =—m(702—4), 


0 | 


2.02, Se consideră funcţia x—>f(x)=x?e”. . 

1) Să se arate că derivata de ordinul n a acestei funcţii este de forma 
f(0)=(22apz-bb,)e? şi să se calculeze coeficienții a, Şi bu. 
mă 2) Să se determine n astfel ca graficul funcţiei 


fentD(a)+ fe (0) 
fe at) (2)— fe #—1) (2) 
să admită asimptota oblică 4y—2x=—5 şi pentru această valoare a lui n să se 

zonstruiască graficul lui g: i 
T 3) Să se calculeze aria cuprinsă între graficul funcției f, axa Oz Şi dreptele 
, =b, unde a şi b sînt punctele de extrem ale funcției f. 
; i y (. P. Bucureşti; 1971) 
Soluție. 1) Deoarece f'(x) =(x°-++2x)e” afirmația este adevărată pentru 
cu a1=2, bi=0. 
Presupunem f™(x)=(x°+ax+br)e”. Să arătăm că PEH) =(a2+ 
Fanatt bny)e”. Într-adevăr, [O XE) =(fO2)) = (12an tH baH 2H a,)e T= 
= (22 (an+ 2)£-4(bn+an))e?, cu any =n t2, ba a =bn Fan. Sh Sa 
Relaţia a,u=a,+2 implică faptul că au, aa, ..., a, sînt termenii unei 
progresii aritmetice cu a4=2, r=2. Rezultă a„=a+(n—1)r=2n. Relaţia 
Dai =b„+2n conduce la bu =b-k2(1+2+... +(n—1))=n(n—1). 
2) Deoarece ste (2) (ARE ja) e aR Aa ea) =en) 
Pali Să a4-2anz4+n—n4+ 
+(n—1)(n—2)e*, găsim g(2)= COLI ae 
71 PER, SERA ma) 2) găsim n=2. Astfel g(x) == 
iz 4 id 


Mmt t ) 
ze(—o, —3/2)U(—3/2, e), 


z=9(0)= 


. Impunind condiţiile lim 
E a: Sa 


-H4S i 
2x43 


Un calcul direct ne conduce la g'(2)= lua) >0, 
: i à (2z4+3)' 
De aceea avem tabelul 


(2) -2 Z 0 f + A -0 / 0 A +o 
şi graficul din fig. 33. 
3) Observăm că P'(a)=(a24-22)e%=0 implică z=—2, 1=0. Semnul 
lui f'(x) ne arată că acestea sînt puncte de extrem. 
o 


Fig. 33. 


9 . Yv . w . £ 
A= | ve"dr= (integrăm prin părți, au, 2x-dr=du; edr, v= 


-9 
0 


P 0 4 sant . R 
=e"), aie? Ie 2 | ve”dr= (iarăşi integrăm prin. părți), —4e2—2ze? EF 


-2 


e | i 
+2 fe“ dr=2—10e. 


-2 à 


2.83. Se consideră şirul cu termenul general 
1-a” 


Un = , 
donat e Hort 


cu z>0 şi p un număr întreg pozitiv dat. 

1) Să se calculeze f(x)=lim u. 

n= 

2) Să se arate că f este continuă pe [0, 00), derivabilă pe [0, 1)U(1, œ) 
"Şi: Fu), Falt) există şi sînt independente de p. Să se construiască graficele 
Co, Ca, Ca ale funcţiei f corespunzătoare valorilor p=0, p=1, p=2. 

3) Fie za abscisa punctului de extrem al graficului Ca. Notăm cu So 
Sı Sa ariile porţiunilor de suprafață cuprinse între Ox, dreptele z=0, T=Tzr 
şi respectiv Co Ca» Ca. Să se arate că Sit Se= So-k1/2. 


(I. P. Bucureşti, 1971) 


i 


Soluție. Mai întîi avem 
, z”+?—1 

lrt... dt Pl eml 
n+p, x=l, 


1 LEl, 


adică 
(renaz), zel0, DUU. o) 


1— gtt? 


2/(n +p), zl. 


Un = 
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1) Tinind seama că pentru ze[0, 1) avem lim z"=0, lar pentru z>l 


lili] 


avem lim &”= 00, deducem 


nam 


| |e,  za[0,1], 
A fin); lim za w | 


Na 


.» a(l, 00), 


2) Restricţiile lui f la [0, 1] şi (1, 00) sînt evident continue. Deoarece 
lim Aa) AL) lim f(x) =0, functia este continuă și în punctul zl, 
ea! axi 


Restricțtiite lui f la (0, 1) şi (1, co) sînt derivabile deoarece sint date prin 


E expresii elomentare, Apoi observăm că 
@=1 
1 0 E eehe 
N = Da « 
Rü =li = ==, fan) = UM —— =l. 
rA =l ai am 


Pentru p=0, 1,2 avem respectiv 


Fm ze 0, 1], l =v, za[0, 1], 1—z, ze[0, 1], 

(20) = v) În hm d _ 

ha, = re (1, co), fa) m, za (1, œ) fa) =, ze (1, œ). $ 
tă 


Acestea au respectiv graficele din fig, 34; ty=2. 


` 


t a pl 


+ Fig. 34. 
3) Avem S= >ti ml, Sim (= ae i pe a| 
E] i i 
=3/2—ln 2, Sa= a +02 d: V a ze = + (n: t-f} 2), = In 2. Astfel Sit Sa pa 


l 


= So+ =: 


2.04, Se dă funcția f, de valori 


7A a In (ax)  2>0, a>0, 
po = | 0, gml, 


Dle i pc e dai 


1) Să se studieze funcţia f și să se reprezinte grafic. 


2) Să se calculeze aria figurii plane cuprinsă între graficul funcţiei, 


axa Oz şi dreptele ra, =T unde q, este rădăcina nenulă a ecuaţiei f(2)=0, 


iar Xe este punctul de extrem al funcţiei. 

3) Considerînd zi, za ca fiind în această ordine primii termeni ai unei 
progresii geometrice, să se arate că progresia este descrescătoare şi să se cal- 
culeze lim (e°—1)S, unde S este 'suma progresiei infinite. 


a—0 


(I. P. Bucureşti, 1970) 


Soluţie. 1) Funcţia f este continuă. Într-adevăr, restricția ei la z>0 


este o funcţie elementară, iar ling fr) lim PE? =0. Pe de altă parte, 
220 250 — 


sie ȘI i 1 , 
graficul se mai intersectează cu axa Oz în punctul ez y=0) şi 
a 


lim f(z)= oo. 


e—oo 


Deoarece f'(2)=1+In (ax), z>0, a>0, găsim f'(2)<0 pentru t< a 

r ea 
f'(2)=0 pentru Sa şi f'(2)>0 pentru t> A. De aceea punctul tE 
ea y ea ea 


este un punct de minim. Mai mult, f'(x) Su >0, Vz>0 şi de aceea graficul 
i z ; 
nu posedă puncte de inflexiune; 


Deoarece lim 19 —lim In (az)=o0, graficul nu admite direcţii asimp- 


ae T g> 
totice şi deci nici asimptote. 
Avind în vedere și tabelul de variație 


: 1 1 
$ 0 — — + 00 
ea a 
fi) co 0 tttt o% 
fa) o ttt H aE A aN 
TE: À ; 
Fig. 35. fix) | 0 N BF JAN a +0 
‘găsim graficul din fig, 35. - i 
2) Din cele precedente, le şi E aie Aria cerută este numeric egală 
r e 
a a a 
cu integrala I=— | z În ax dr= (integrăm prin părţi, u=ln az do=r dr; 
1/ea 
at 2 ia PA 2 ua ză h/a e—3 
1 T” a r 3 EN 
= că == ——=maz (Fisier z] =: 
fu z Sa, = 2 Po 2 ; 2 vea 4 hea de a 
1/ea 
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3) Progresia are termenii următori 


1 | 1 TAI 
Pi —9 Dam — ses I a se.: cu rapia — <1, 
a ea ela 0 
1 
N a e : : à e é j e —1 
De aceea S= ——— = —— și astfel lim (e*—1) -== — lim ——— 2 
i 1 a(e—1 a—0 a(e—1) e—l a ` a 
e 
—— e 
e—1l 


2,85. Se consideră integralele 


Te 


Pe ma } 
[= | Vea dz şi J= rea cu t€ (0, a). 


1) Să se stabilească două relaţii distincte între Z şi J care să nu conţină 

altă integrală. 
2) Să se calculeze I şi J utilizînd fie relaţiile găsite, fie direct. 
(4.S.E., 1976) 


0 IE 


Soluție. 1) Integrînd prin părţi (u= r, v=x£), rezultă I= 
=2%9 Vert J: 
Descompunînd în două integrale; rezultă 


m 2 2 $ 
ay Å py 
D= dr=a? arcsin & — J. 
Li 
Vai | a 
o 


2) Din sistemul 1—J=19 vaa, ; i i 
J T Y 
I1+J=a2 arcsin rezultă 
a 
1 SE = 
pa (e arcsin = -zo Ve 23) , 
FA ) 


1 Ae R -n 
T G arcsin — — zo ya? r? ) 
a 


Integrala directă se poate face, spre exemplu, folosind schimbarea varia- 
bilei, z=a sint: ~ 


a, 
arcsin — 
a 


29 $ X a jarosin 20 
ypas (va — g? da= | a? cos? t di= z ((ksin 4 Cos n] a 
0 
0 0 


a e peed. 
a TOENA 7 
== (arcsin £ Heo yae — 5). Analog, J. 
a ; 


r4 


N 


2.96, Se consideră integrala 


= 


I(a)= | Se 


—————————» unde ae |[0, |, 
) ++ 2x tg a+i 4 


1) Să se arate, fără a calcula integrala, că I(a) este o funcţie monoton 
descrescătoare de a. 


2) Să se calculeze integrala pentru ae|[0, z) şi să se stabilească conti- 


nuitatea lui I(a) în punctul d= calculind lim I(a). 
> 4 
T 
ad — 
4 


(A.S.E. 1976) 
Soluţie. 1) Observăm că pentru ae [ =] trinomul 2124-2z : tg a+1>0 
(are rădăcini complexe; pentru de trinomul devine (24192); dacă as, 


ae [0.3] » arbitrare, @y<a, rezultă  I(a2) — I(a) = 2(tg a — tg a) 


1 


vås : 
f (2 F 2x tg ati) (at +2 tg att) ` 
0 
Funcţia de sub integrală este pozitivă, deci și integrala pe [0, 1] este 


pozitivă; funcția tangentă fiind crescătoare pe [o =] rezultă I(a2)—I(a1)<0. 


d 1 
2) Valoarea în a, IE =f Zom. 
4 4 (+1 2 
0 
D I ( ce = 1 arctg ahed p 
a U | (z+tg a)?+1—tg*a E: V1—ts2a ViZte a |o 
0 
eea e 
= = arctg LE UE pentru ae [0 £), rezultă 
Vitg a 1+tga 4 
= 


EEE CITE 
arctg Vi=te a 


lim  I(a) = lim EELT AS Iele all şi în concluzie I(a) este con- 


a n o MIRA VI tg? a 1+tga 2 

+ s IF tga 

EA aa 2 . 
a< Z 


tinuă (la stînga) în a= 5s 
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2,87. 1) Să se determine funcţiile f: RR care satisfac relația: 


Li i ti (a) 
(0. tes | ma ONES 
n RAN ai g 
0 
2) Să se determine constantele de integrare astfel incit f să satisfacă 
n 
şi relația | Kdr, , 
ò ; 
(Universitatea Galaţi, 1977) 


Soluţie. 1) Observăm că integrala din. prima relație este improprie 


SV š NERA = i i f f(z) 
dacă f(0)#0. Dacă. considerăm o nouă funcție cu valorile ga) = 19 
æ 


pentru 240, g(2)=const. pentru x=0, atunci prima relație devine \ g(Hdi— 


Cta 


—1=—9'(x); reținem că 9'(0)=1. 
Dacă G(z)= f ahat, atunci G'(2)=g(2) (rezultă, dacă spre exemplu se 


Lt] 
porneşte de la definiţia derivatei şi se, foloseşte o formulă de medie pentru 
integrală). Prima relaţie devine o ecuaţie diferențială, g9'(2)+9(2)=0 cu 
soluția generală g(2)=A cosz+B sina, sau f(a2)=a(A cos x+ B sin 2). 
2) Integrind în a doua relaţie, rezultă: 


Te 
f Z(A cos x+ B sin x)dr=r, sau rB—2A=r. 
Li) 


Din g(2)= Te — A cos x+B sin x rezultă că g'(2)—=—A sin z+B cosz, 
k : 


iar 9 (0)—=1 conduce la B=1 şi deci A =0. În concluzie, f(x) =zsin z, 


2.89. Fie f; R—R o funcție reală, continuă în zọ și Rt mulţimea nume- 
elor reale strict pozitive. 

1) Să se arate că există o funcţie g: RY—R? depinzind de f şi tọ aşa 
încit următoarea condiţie să fie îndeplinită: „pentru orice Rt avem 
If(zo+h)—f(2o)| <£ de îndată ce JA] <g(5)“. 

2) Este funcția g unic determinată de f şi To? 

3) Există funcții f şi puncte zo pentru care funcţia g este constantă? 

4) Există funcții f şi puncte To pentru care g este identitatea pe Rt? 
(Pacultatea de matematică, Bucureşti, 1973) 


Soluţie, 1) Se știe că f: R—R este continuă în x dacă pentru orice ` 
e>0 există un 3(e)>>0 astfel încit oricare ar fi te R cu |t—zo| <ò să avem 
I(2)—[(zo)| <e. Punem z=zo+kh, s= Ẹ şi fiecărui & îi asociem un singur 
DU 30, lacăt posibili; în acest fel se defineşte o funcție §—è(§), adică 
g: =- Rt, 
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2) Funcţia g nu estp unic determinată de f și de zp. Într-adevăr, se con- 
stată că g şi ag, «#0, Joacă acelaşi rol. 

3) Fie f(2)=c, Vre R. În acest caz putem lua g(£)=1, Vie Rt, 

4) Fie f(x)=r+k, VzeR. În acest caz putem lua g( e, VteRt, 


2.99. Fie f, g: I—R 'două funcţii derivabile. 
1) Punind g=f- ọ, unde ọ:I—=R—{—1}, să se arate că relaţia f*4- 
+ 9%=3 - fg este echivalentă cu 


aL | ON al AL a 
14] m 1+q 
2) Să se arate că relaţiile f'g—2fg9'=—0, f*4+9%=—3f9 implică f= ca, 


14 câ 
3c2 


1+c8 
3) Să se arate că relaţiile fg—2fg =>, +g =3fg implică f(0= 


-3 V (od VIFO, (09 V Viei ZE sau 


(= SVEI A g= -3V Vip a unde c= const: 
t+c>0 pentru fel. 


9 = » unde c=—const. 


(I. P: Iaşi. 1971) 


Soluţie. 1) Dacă f= E, = =: atunci prin calcul direct 
1+e 9 

găsim f%4+9%=—3fg. Invers, din az zu g=fọ găsim f*(14+9%)=3f*e 

adică f=0, g=0 sau f= se 


1+q E te 
3 2 


2) Deoarece f= — 
; PALTO 1+9 


1—2q8 „ 39(2—e? , 
punctele în care f se anulează, găsim [ie e ae g= R lar. 
ecuaţia f'9g—2f9'=0 implică e'=—0, adică p=const. 

a I, RA de E) aa aaa (6) (d-+eP 
3) Înlocuind pe f’ şi g' în ecuaţia f'9—2f9 E Ras A 


—t-e. De aici se găsește e şi apoi 


1 
df, adică 
dn Ea AF 

-fsig. 


2,90. Fief: R> R o funcție seali. cu valori reale şi G(f)=((, f(x))/ze R) ER 
graficul său. Considerăm aplicația u : R2—R?, a planului real R? în el 
însuși, dată prin relaţia u(x, y)=(2x-+1, 35-445), (zi y)e RE, 

1) Să se arate că imaginea u(G(f)) este graficul unei funcții g: R—R: 

2) Să se arate că dacă f este derivabilă, atunci şi g este derivabilă. 

3) Să presupunem că f este dată prin f(z)=sin x, ze R. Să se determine 
g'(1). 


(Facultatea de matematică-mecanică, Bucureşti, 1973) 


93 


pi tare Ea a 


zeh şi deci Y= 


Soluţie. 1) Imaginea u(G(f)) înseamnă mulțimea elementelor u(t, f(2))= 
(2x41, Se4-4f(3)4+5)=(ă, Y), zeR. Rezultă X=2r+1, Y =3r++4f(t)+5, 


Š X=) +r (2) +5, Xe R. Aceasta este o funcție 


2 2 


g:R=R. 


f, A, > dy 3 X—1)1 
2) Dacă f: R>R este derivabilă, atunci avem = — 4! TOPES = 
4 dX 2 2 ./2 
Da er REA E à ; pe 
= > +2f ran] h adică g este derivabilă. 
é arhi 


å á 


a „Al 
3) Pentru f(0)=sin m găsim Y = 2(X—1)-p4 sin za +5. De aceea 


aY 7 
— 1 = Tet ——:; 
sal )=9"() & / 


2.91. Să se arate că orice funcţie continuă f: 10, o0)—R care verifică 


condiţia f(z2)=f(2), Vz>0, este o constantă. 
(Facultatea de matematică-mecanică, București, 1972) 


Soluţie. Ipoteza f(z2)=f(2) implică f(7)=f(z!2n), ne N. Ţinînd seama că 
f este continuă pentru z>0 găsim f(r)=lim f(2) = lim f(x) = f(lim za) 
n= n—co i nao 


=f(1). Astfel | 
RO), 20, 
f) R z>0. 


Pe de altă parte, continuitatea lui f în z=—0 (la dreapta) impune f(0)= 
=f(1). De aceea f(o)=f0), Vze[0, co). E: 


| 2.92, Să se arate că orice funcţie f: R>R derivabilă, cu derivata con- 
tinuă, care verifică condiția Faty) =f) - fo), Yz,y€R, este de forma 
f(7)=ea2, unde a€ R, sau I0] A 

(Facultatea de matematică-mecanică, Bucureşti, 1972) 


„ Soluţie. Evident, funcţia f=0 verifică ipotezele problemei. 
Presupunem f £0. Relația fle+y)=f(x)- f(y) implică f(z)= (r Ee 0 


De aceea există o funcție g: R>R, derivabilă, cu derivata continuă, astfel 
încit f(x)=es2) şi 9(7-+U)=9(2)+9(y). Formula lui Lagrange arată că g(y) = 
= 9(2-+y)—g(2)=9"( &)y. Acestea implică 9(0)=0 şi g9'(2)=9"(0)=a (const.), 
adică g(z)=az, c.c.tr.d. $ 


2.93. Fie f: [0, œ) R derivabilă, astfel ca f(0)=0, lim f(2)=0 şi f'(2) 30, 
> aao 


Yze[0, co), Să se arate că f este identic nulă, `, 
(Pacultatea de matematică-mecanică, București, 1971) 
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cca N f SE continuă pe [0, 00) deoarece este derivabilă. De 
“ca pe orice subinterval [0, x] se poate aplica teorema lui Lagrange, /(2)— 
= 0) =(2—0)/'(y), adică (o) =zf'(y), unde ye(0, x). dame 
Observăm însă că lim /(2)=0 impune F(y)=0. 
$ ? w- 

„Dacă derivata este nulă numai în unele puncte discrete, iar în rest este 
pozitivă (zerourile lui f’ sînt puncte de inflexiune), atunci far fi crescătoare 
ceea ce contrazice ipoteza lim f(x)=0. 

w+ 
Analog se arată că f’ nu poate fi nulă numai pe un subinterval 
din [0, 0). 
Rămîne că f'(z)=0, Vre(0, œ) şi deci f(x)=c, YVze(0, œ): Dar conti- 
nuitatea lui f şi f(0)=0 impune c=0. ; 


2.94. Fie F mulțimea funcțiilor reale, mărginite pe segmentul [a, b], 
€ mulţimea funcţiilor continue pe [a, b], 2 mulţimea funcţiilor derivabile 
pe [a, b]. În ce relaţie se află aceste mulţimi? 

= (Universitatea Timişoara, 1976) 


Soluţie. Dacă fe, atunci fe (teorema: o funcţie continuă pe o mul- 
țime compactă! este mărginită pe această mulțime). Deoarece implicația 
inversă nu este adevărată (exemplu: dacă f are pe [a, b] discontinuități cu 
salt finit, f este mărginită, dar nu este continuă pe [a, b]), rămîne că Ge. 

Dacă fe2, atunci fe€ (teorema: O funcţie derivabilă într-un punct 
este continuă în acel punct; cu extindere la interval). Implicaţia inversă nu 
este adevărată (într-un punct de continuitate derivatele laterale pot fi dife- 
Tite; cazul punctelor unghiulare); deci 2 c €. În concluzie, Je Ce. 


2.95. Fie I=[0, 1] şi f: IXI—R funcţia definită prin f(z, y) =(= g): 


Vom asocia acestei funcții alte două funcții m, Mp, definite pe I cu valori 
reale, în modul următor: 
m;(y)=min f(x, y), MAz)=maz f(x, y). 
nel yeI ? 


1) Să se decidă dacă funcțiile my, M, sînt derivabile în toate punctele 


lui I. 
2) Să se determine numerele: mar my), min M(x). Să se comenteze 
yel zel 
rezultatul. la 
3) Dacă U şi V sînt două mulțimi finite și dacă g: UXV—R este e 
funcţie cu valori reale, care este legătura dintre numerele 
maz (min g(u, v)), min(maz g(u, v))? 
ve ue $ ueU veV sop 
- (Facultatea de matematică-mecanică, Bucureşti, 1913) 


Soluţie, 1) Deoarece f(z, V=f(y, x) =(x—y)* este un trinom în £ (sau 
în y), avem my) =min fa, =f y)=0 şi M (2) mar iz, y)=mazif(a l)= 
vs y 


(7-1), æa [0, 1/2] + Evident, my este derivabilă pè F. 


(21% fie, ta mea, 1 
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[i 
| 


Do i e DEEE a si 


2(z—1), ze[0, 1/2) 
27, ze (1/2, 1] 
+0) 1, De aceea M, nu este derivabilă pe Z. 


2) Utilizind expresiile explicite ale lui m, şi M; găsim max m;(y)=0, 
yeI 


Pentru M, avem M (2) z şi M (1/2—0)=—1, M 41/24 


i 1 
min M„2)=M„/1/2)= —: 
acei 4 
Deoarece f(x, )=f(y; 2), Yz, yel, era de aşteptat ca mar min f(x, y) < 
= R 3 vel wel 
<min maz f(x, y). 
nel yel 
3) Dacă U și V sînt mulțimi finite, atunci U XV este finită şi deci ima- 
ginea g(UXV) este finită. Avem min g(u, v}<g(u, v} <max g(u, v) şi deci 
u o 


max min g(u, v) <min maz g(u, v). 
0 u u o 


f 


§ 2. GEOMETRIE ŞI TRIGONOMETRIE 


GEOMETRIE PLANĂ 


2.96. Pe o dreaptă d, se dau două puncte A şi B, iar pe o paralelă da 
la aceasta se dau punctele C şi D. Dreptele AD şi BC se intersectează în M, 
iar dreptele AC și BD se intersectează în P. Cunoscînd AB=a, CD=b(a>b) 
şi distanța h dintre d, şi da, să se calculeze distanțele de la punctele M şi P 
la dreapta di. i 


(I. P. București, 1977) 


Soluție. (fig. 36). Din asemănarea triunghiurilor CMD 
D d2 şi AMB, rezultă c şi deci MN = a 


. Analog, din 


a 
= — 


PQ—R è 


asemănarea triunghiurilor APB și CPD găsim 
ah 
a—b 


AO N B — adică PQ= 
Fig. 36. 


2.97. Să se calculeze catetele unui triunghi dreptunghic ştiind că ipo- 
tenuza sa este de 15 em, iar raza cercului înscris r=3 cm. 
(I. P. Bucureşti, 1977) 


Soluţie. Notăm ipotenuza cu a, catetele cu b şi c, aria cu S şi semiperi- 
metrul cu p. Avem P-ț-e=a?, S=rp= be Rezultă sistemul simetric 324 
+e? =225, po=3(15+b-k+c) care are soluțiilei(b=9, e=a12) sau (d=12, c=) 


t 
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2.98, Se dà un triunghi ABC, dreptunghic în A. Fie D piciorul înăl- 
țimii din A. Să se arate că AD>AB+ACG-— BC. 


(I. P, Bucureşti, 1973) 


Solutie AD>AB+AC-— BCA D+ BC>AB+ AC=(4AD+B0)> 
(ABAC)? (deoarece AB?+AC?=BC3, AB: AC=BC- AD), AD?>0= 
»A D>0, inegalitate evidentă, 


2,99, Pe latura BC a unui triunghi isoscel ABC (AB= AC) se' consideră 
două puncte P şi Q, astfel înctt Pe MB, QeMC (M mijlocul lui BC). Para- 
lelele duse prin P şi Q la AM intersectează laturile AB şi AC respectiv în 
P' şi Q’. Să se arate că dacă P este mobil, iar lungimea segmentului PQ este 
constantă, atunci aria trapezului PQQ'P' este constantă. 

(I. P. Bucureşti, 1976) 


Soluție. (fig. 37). Deoarece aria PQQ'P'=-(PP'+00). A 


“PQ, problema se reduce la a demonstra că PP'+QQ' = 
const. Fie P, o altă poziţie a lui P. Deoarece PQ=P.0,= 
const., rezultă PP =QQ,. Ducînd P'E|PP,, Q,F|lQQ re- 
zultă AP.EP'=AQ,FO' şi deci EP!=FQ'. Astfel 0,Q!+ 
+ Pi Pi =Q t PE+EP,=010,+PP'+FQ'= QF + PP' + 
+FQ'=00'+ PP! 


Observaţie. Aria unui trapez-are expresia = 


B C 
(B+b)h PA Bi, 
E D, 
2 Fig. 37. 
unde B = baza mare, b = baza mică şi h = înălțimea. 
De aceea, dacă h = const., atunci s = const>B+b = const.; dacă B -- 


+b=—const., atunci x% = const<h = const. Desigur, «Z poate să fie o constan- 
tă fără ca factorii B+b şi h să fie constanţi. 


2.100. Printr-un punct D situat pe baza BC a unui triunghi ABC se 
Wuce o paralelă la mediana AM. Această paralelă întîlneşte laturile AB şi 
TAC sau prelungirile lor în punctele E, respectiv F. Să se arate că 

í Z = şi DE+DF=const, . 


(1. P. laşi, 1972) 


; E 
Soluţie. (fig. 38). Deoarece AM ||ED rezultă 28 = MP, 
AB MB A 
Analog, AM ||FD implică AD ai 'Ținînd acum seama că 
AG MG F 
BM = MC (AM = mediană), găsim 42 = 4E. 
AG AB 
Observăm că AABM ~ABED și astfel AM 2M pedealtă B MOC 
DR BD Fig. 38. 


parte ADFC xA AMC şi DE 2 0D 
i ADCC yA i ŞI déci -== ma i imele i egalităti 
IM OMe Din ultimele două egalități obţinem 


DEA DP = AM BD CD AM | AM(BD+ D0) 


BM CM BM 


=2AM = const, 


9 xi {y è [i ` . 

Adi Se dă un triunghi ABC cu laturile AB=c, AC= b, BC=a, şi un 
punct P pe BC, astfel ca BP=kPC. 

1) Să se arate că segmentul AP este de forma 


1 a p TILON Dro 
AP= Er ` VU +k)? kb2)—a2k, 
2) Să se determine k astfel ca AP să fie înălțime în AA BC. 
5) Să se precizeze valorile luik pentru care AP devine mediană, respectiv 
bisectoare. 
(Institutul de construcții, ‘București, 19714 


Soluţie. 1) Deoarece 2E—k şi BP-PC—a găsim BP—-, PC= 
4 PG 1+k 


= Relaţia lui Stewart, c°: PG—AP?-a+pb?: BP=a-BP:PC ne 
3 2 g 2h aN 1 A E dea i E A d a 
conduce, là AD = (pati ES d = — V (1 FK) (2 Fkb?) — ak. 
E RE adică AP TA FK)? kb?) —a2k 

2) Condiţia AP | BG este echivalentă: cu AP2=c2—BP2=—52—PC2. 


Rezultă c2—02=(BP+PO)(BP—P0) = și deci k- EHE, 
, k+1 . Q2— e p2 
3) Pentru k=l segmentul AP este mediană, m= Vha; 
oo OER este lungimea bisectoarei AP şi corespunde valorii 
Fc. 


TORG 
Fac 


2.102, Pe laturile BC, GA şi AB ale unui triunghi oarecare ABG de 
arie S se consideră punctele A”, B’ şi C' (A' între B şi C, B' între C şi A, 
C’ între A şi B) astfel încît BA'=kBC, GB'=KCA, AC'=kA B, (0<kal). 
Să se calculeze aria S^ a triunghiului A'B'C' în funcţie de S și k. 

(I. P, Bucureşti, 1976) 


Soluţie. Deoarece BA'=ka, CA'=(1—ha, CB'= 
=kb, AB’'=(1—k)b, AG'mke, BG=(1—Re, găsim 


aria (AB'CQ')= > » AB'. AG! sin 42 — Be sin <4 


=- (1—k)cka=k(1—k)S, aria (CA'B5= = CA! : CB'= i (1 —h)akb=a 
2 : 2 
R(1—K)S (fig. 39). 


Gu aceasta deducem S':=S— aria (A B'C')—aria (BC'A )—aria (CA'B")= 
= 5 — 3A — k) Ss —3k:4+3k2) S. 


2.103. Pe laturile AB şi AC ale triunghiului ABC se construiese pătra- 
tele ABDE şi ACFG (D și F fiind virfuri opuse ale lui A). Să se arate că 
segmentul EG este perpeadicular pe mediana (triunghiului) ce pleacă din A, 
iar lungimea lui este dublul lungimii medianei considerate, 

(Facultatea de matematică-mecanică, Bucureşti, 1970) 


Soluţie. (fig. 40). Din B ducem o paralelă la AC, EL G 
iar din C ducem o paralelă la AB. Se formează parale- D 
logramul ABNC. Cu acestea găsim AB=—EA, AG= 
=AC=BN şi +EAG= 180° — + BAC = + ABC+ 
XACB= x ABC+ + CBN= x ABN. De aceea AEAG= 
=AABN. Rezultă EG=AN şi astfel EG—9AM. 

Mai departe observăm că + LEA++ LAE = 
=% BAN + + LAE=180*— + BAE=—90%, adică drep- 
tele EG şi AM sînt perpendiculare. 


2.104. Se consideră triunghiul ABC şi fie M un punct oarecare din 
interiorul său. 

1) Dacă A”, B', C' sînt simetricele punctului M faţă de laturile BC, 
T CA, AB, să se arate că MA'+MB'+MC'<2(AB+BC+CA). 
f 2) Fie D, E, F punctele în care dreptele AM, BM, CM intersectează 
T respectiv laturile BC, CA, AB. Să se demonstreze că 


MD e MENE SES 
AD, BB ACP i 
(Facultatea de matematică-informativă, Braşov, 1972) 
Solutie. (fig, 41); 1) Fie (P=A4'M(O)BC. Deoarece „ $ : 
A'M 1 BC, avem MP<MC şi MP<MB. Dar MP—PA': AZ 
MĂ 


astfel MA'=MP+PA'<MC+MB. 

Analog MB'<MC+MA şi MC'<MA-+MB. 

De aceea MA'+MB'+MC'< (MB+MC)+(MA+ MO) + 
+(MA+MB)< (se ţine seamă de proprietatea liniilor frinte 
care unesc două puncte), (AB+AC)+(BA+ BC)+(CA+ 
+ CB)=2(4AB+ BC+CA). 

2) Fie a unghiul dintre dreapta AD şi dreapta BC. Analog introducem 
pe 8 $i y. Avem i 


AD BE CF BG'AD sin a AC-:BEsing  AB:GFsiny 
2 arla(MBCQ)+4+2 arla(MGA)+2 arla( MA B) 

| am en 

2 aria(A BC) 


MD, ME MF _ BC:MDsina , AC:MEsinĝ , ARME siny 
— m —— aa 


=t. 


i 2.105, Se consideră un pătrat ABCD de arie S, Pe laturile AB. BC 
CD, DA se iau respectiv punctele M, N, P, Q astfel încit AM=BN=Cp 
DQ. Să se arate că patrulaterul MNPQ este un pătrat gi să se exprime 
aria acestuia în funcţie de S și de sin 2, «= x AOM. ff 
(I. P. Bucureşti, 1976) 


Soluție. Triunghiurile dreptunghice AQM, BMN, CNP, 
DPQ sînt egale, avind catetele respectiv egale (fig. 42). De 
aceea MN=NP=PQ=QM, adică patrulaterul MNPQ este un 
romb. În plus; +kMQP=n—a— z —a) =, adică MNPQ 

2 2 j 
este un pătrat. 

Fie AM=BN=CP=DQ=z. Deoarece AB=CD==BC= 
= DA =V S, găsim QA=MB=NC=PD=1y5-z. Apoi avem 


Fig. 42. aria MNPO=aria ABCD-—4 aria AMQ=S—4- 4Y522), Pe 
"y 2 
S age. = —2V5-0 + De aici 


de altă parte tg «= şi deci sin 2% = 


VS-—z 1+tg2 a, S—22(V/5—z) i 
deducem 2x(V5—a) = a SSE a i 6 astfel aria MNPQ = aL pi ES 

14- sin 2% 1+sin 2z 

Precizare. Deoarece «e(0, m/2) avem 0<sin 2a <1 și deci 1 <1-+sin 2a 42. 


De aceea Š <aria MNPQ <S: 


2.106. Într-un dreptunghi ABGD (AB>BC) se duce diagonala AC. 
Fie E şi F punctele de tangentă cu diagonala AC ale cercurilor înscrise respec- 
tiv în triunghiurile ABC şi ACD. Să se calculeze lungimea segmentului EP 
în funcţie de laturile AB=a şi BC=D. 


D 6; (I. P. Bucureşti, 1976) 


ra „ Soluţie. (fig. 43). Fie M şi N punctele de tangenţă 
„cu AD respectiv AB ale cercurilor date. Ținind seamă că 
“segmentele tangente duse dintr-un punct exterior la un 
zi cerc sînt egale, găsim 
A EF=ABE—AF=AN—AM=(AB—r)—(AD—r) = 
Fig. 43. | =(a—r)—(b—r)=a— b. 


2,107, Se dă un cerc de rază R, Se consideră un paralelogram cironmseris. 


Să se arate că 
1) acest paralelogram este un romb, 


2) există relația -atni AG şi BD fiind diagonalele rom- 


bului, 
(t. P. Cluj, 1972) 
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i Seluţie. (fig. 44), 1) Deoarece A BCD este un paralelogram avem A BL DC, 
AD BC. Faptul că el este circumscris cercului cu centrul în O atrage după 


| sine egalitatea distanțelor dintre AB, DC și respectiv AD, BC. 
| De aceea AB=AD, adică ABCD este un romb, W 
2) Avem AG": BD?=—4(aria (A BCD))? şi AL 
d / PS 
IRN? a > 1 | AC?’ + BP SEP fb C 
AC*+BD'm44AB?. Astfel — p —— m E n R M TZS 
ACI BD? AC: BD’ ine VA AI Aa 
E SP 
AB: AB! 1 1 1 8 
kaa Li — m — —— E 
(@aria(A BCD)? (AB-EF)} BF (QR) AR? Fig. 44. 


2.108. Se dă un trapez ABCD în care +A= + D=90°, AB=3a, BC= 
da, DC=a. Pe latura BC (între B şi C) se ia punctul M astfel încît MC=a. 
Să se calculeze laturile triunghiului AMD. 

(I. P. Bucureşti, 1977) 


i Soluție. Din fig. 45 se observă că AD?=EC?=BC?— Diac 
d —(AB— DC)’ =16a°—4a°=12a? şi] deci AD=2a3/3. Apoi A 

; AD V5 M 
zA sin x B= e ne dă xB=60°. De aceea triunghiul 


isoscel ABM este un triunghi echilateral şi astfel AM =3a, 
 DAM=90°— x MAB=30*.| Mai 'mult, +C=120? şi? cum 
DC= CM, rezultă CDM =30°. Acestea! ne dau +MDA= 


—90— + CDM=605 şi deci 2 = AM, adică DM=ay3. A È 8 
ă sin 30° sin 60* Fig. 45. 


2.109. Se consideră un trapez isoscel ABCD cu baza mare AB=2a şi 
a mică DC=2b, în care diagonala AC este bisectoarea unghiului A. Să 
exprime cu ajutorul lui a şi b lungimile diagonalelor şi lungimile laturilor 

alele ale trapezului. (Se presupune a<3b). 


(I. P. Bucureşti, 1976) 


“Do Bac 


Soluţie. (fig. 46). Prin ipoteză A B||DC, AD=BC 
FBAC= +CAD. Rezultă +CAD=+DCA și 
astfel triunghiul A DC este isoscel,adică AD=CD=25. 
Fie CH înălțimea trapezului ABCD. Deoarece HB= 


__'2a—26 =a—b, găsim CH?=CB—HB2—4)2_— (a— 


—b)=2ab+4302—a2(din ipoteza a< 3b; rezultă că mem- 
brul drept este strict pozitiv). Din triunghiul dreptun- 
ghic ACH obţinem AC"= AH*+ HC=|2a—(a— )]'4+3024+2ad—a2=48(a4.3) 


2,110, Să se calculeze raportul între aria unui romb şi aria unui trapez 
isoscel, circumscrise aceluiași cere, rombul și trapezul avînd unghiurile ascuțite 
egale cu un acelaşi unghi dat a. 

(1. P. Bucureşti, 1976) 
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X ş ARAN l 
; Soluţie. Notăm centrul cercului cu O, iar rombul cu ABCD., Ducind semi- 
diagonalele OC, OD şi înălțimea OF a triunghiului OCD obţinem fig. 47. Din 


triunghiul dreptunghice OEC găsim CE=R ctg, iar din triunghiul dreptun- 
A 


ghic OED deducem ED=R tg F Deoarece OE LCD, 
avem aria (ABCD)=CD: 2R=(CE+ED) 2R=2R? 
[etg= tg) Notăm trapezul cu LMNP, iar prin 
centrul O al cercului ducem segmentul QT perpendi- 
cular pe cele două baze. Unim apoi pe O cu W şi cu M 
(fig. 48). Din triunghiul dreptunghic OQM obţinem 
QM =Rctg A iar din triunghiul dreptunghic OPN 


rezultă TN=R tg. De aceea arja (LMNP) = 
WEP) E ROOM 2TN)=2R? (cietes) > 


á 


Astfel raportul cerut este 1. 


2.111. Un cerc este înscris într-un trapez isoscel. 
Cunoscînd bazele trapezului 2a şi 2b să se afle: pe- 
rimetrul trapezului, aria trapezului, lungimea cer- 
cului înscris și aria triunghiului mare obținut prin prelungirea laturilor 
neparalele. F 


Fig. 48. 


4 (I. P: Cluj, 1970) 

Soluţie. (fig. 49). Ne bazăm pe proprietatea că tan- 
gentele duse dintr-un punct exterior la un cerc sînt egale şi 
pe faptul că punctele H şi L sint mijloacele bazelor. Astfel, 
dacă ab găsim AF=—AH=BH=BG=a, DF=DL=CL= 


—CG=—b. Rezultă perimetrul 4(a4-b). 

În triunghiul dreptunghic BMC avem BM = d, 
BC=a+-b. De aceea MC= Vat (a=b) = 2y a. 

Cu acestea găsim aria (ABCD)=2(a+b) Vad. 

De asemenea raza cercului este Vad, iar lungimea sa 
este 27 Vad. 


= aya EL z i 
Observăm că AELC~ACMB. De aceea =» adică EL= 


Fig. 49. 


f Na Astfel aria (ABE)=aria (ABGD)+aria (DCE) =la +0) Vad- 


21 Vb ea ab ; 
a—b d= b 
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119, Se dau două cercuri O; şi Oa tangente exterioare. Prin punctul 
lor comun de tangenţă 7 se duc două drepte arbitrare ATC și DTB care 
taie cercul 0, în A şi D şi cercul Og în C și B. Să se arate că patrulaterul ABCD 
este un trapez, 

(I1. P. București, 1976) 


Soluţie, lie EF tangenta comună, Observăm că +TBD=+ETC= 
- SFTA = & TAD. Rezultă + DBC= 3 BDA şi deci AD||BC, adică figura 
ABCD este un trapez. 


2.112 a. Să se confstruiască un trapez cunoscindu-se una din laturile ne- 
RAA diagonalele şi unghiul format de diagonale. Să se arate că trapezul 
rezultă isoscel dacă şi numai dacă diagonalele sînt egale. 

(Facultatea de matematică-mecanică, București, 1972) 


Soluţie. (fig. 50). Cu segmentele A'D şi DB ca la- D C 
turi (eg gale cu diagonalele) şi cu unghiul ọ dintre “ele JS 
construim triunghiul A'DB. Apoi descriem un cerc x 


cu centrul în D şi de rază egală cu latura neparalelă 
dată DA. Acesta intersectează pe A'B în punctele A 
şi A”. Din A se duce un segment AC paralel şi egal LIS 


cu A'D. Astfel obținem trapezul ABCD. Dacă în raţio- A AA 
nament am folosi punctul A”, atunci trapezul ar ieşi Fig. 50. 
cu bazele schimbate între ele. 


În final se observă că ABCD este un trapez isoscel dacă şi numai dacă 
SA D—AC=—BD. 


2.113. Se dă triunghiul ABC, în: care AB=R y3 (R fiind raza cercului 
circumscris triunghiului ABC) şi + BAC=z. 
1) Să se determine celelalte laturi şi unghiuri în funcţie de x şi R. 
2) Să se determine unghiul z pentru care este îndeplinită relația AC*— 
—BE—3R?. 
(Institutul de construcții, Bucureşti, 1973) 


Seluţie. (fig. 51). 1) Deoarece AB=R V3 (latura triunghiului Ca 9 
echilateral înscris în cerc), se obține +C=60*. 
Din teorema sinusurilor 


BC a AC 2R, rezultă BC=2R sin z, 

sin z sin B N 
AC = 2R sin B = 2R sin (180° — t— 60°) = 2R sin (120° — x) = Na. 5i 
2R sin (214-609); observăm că x B=120°—z. Aa 


2) Relaţia AC?— BC?=3R? devine AC?=BC AB] deci AABC — 
dreptunghic în B, iar z=30, 


2.114, Se consideră triunghiul ABC, avind laturile a, d, e. Bisectoarea 
juterioară a unghiului A taie latura BC în punctul D, Cercul cu centrul în B 
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B 


si nas 3 aha + aan i ii Î 
d aria BD este interseclat de prelungirea laturii AB în E, iar cercul cu cen= 
ru y C şi rază CD este intersectat de prelungirea laturii AC în F. 
1) Să se calculeze lungimile tangentelor duse din A la cele două cercuri. 
| 2) Să se arate că dreapta EF este paralelă cu BC şi să se calculeze lun- 
gimea segmentului BF. 
(Institutul de construcții, Bucureşti, 1972) 


Soluţie. (fig. 52). 1) Conform teoremei bisectoarei re- 
lativ la virful A avem 2 = 22, Rezuta 22048; ia 
AG DC AC 


ac 
. 


3- AA h 
d Lore A astie DO =20 Baa DC 
b+c “rude 


Pe de altă parte HB=BD, iar triunghiul AHB este 


dreptunghic. De aceea AH=y/A4B2—HB2=— y=- eo 
PEET AEN (2-Fe) 
Fie. 52. = — b C 2— 2, 
VOT 
b 2 2 
Analog AG= — VO FA a 
b+c 
2) Observăm că SE S AC 
; ¿BA BA b+c CA CA b+e 
Astfel Ps şi conform reciprocei teoremei lui Thales rezultă că BC||EF. 


Deoarece BC||EF, triunghiurile ABC și AEF sînt asemenea, adică Te 
EF 


BAL CA 3 pe de altă parte EA=EB+BA—BD+BA=c+ 2. Re 
EA FA X í bte 


ni IBG-EA | a 
ltă EF= ——— = (a+b+ o). 
a ă FA fel tbe) 


2.115. Un punct P de pe cercul circumscris triunghiului ABC se proiec- 
tează pe BC, CA, AB în L., M, N. Să se aratecă PA- PL=PB: PM=PCG: PN. 
; ; . U. P. Bucureşti, 1973 


Soluție. (fig, 53). Deoarece APBG este un patrulater 
inscriptibil avem - x PAM = + PBL. De aceea triunghiurile 
MPA şi PBL sînt asemenea şi deci 

PA PM 


Deoarece şi MPNA este un patrulater inscriptibil (fie. 
53) avem +PNM= x PAM =% PBC şi gPMN= 
xPANs%PAB=%PGB. De aceea triunghiurile PBG şi 
PNM sînt asemenea, Rezultă 


2.116, Fie ABC un triunghi și A'B'C” picioarele înălțimilor. Să se arate 
că tangentele la cercul circumscris triunghiului ABC în A, B, C stat paralele 
la laturile triunghiului A'B'C” și că perpendicularele duse din virfurile A, B, C 
pe laturile triunghiului A'B'C' sînt concurente. 

(I. P. Bucureşti, 19723) 

Soluţie, (fig. 54). Patrulaterul B'HA'Ceste inscriptibil. 
Asttel + B'A'Q= + B'HC m Ci (2.2 xA) = 

2 2 2 
= xÅ = % BCT. 

Rezultă că CT||B'A'. Perpendiculara dusă pe B'A’, 
prin C, este perpendiculară și pe CT. De aceea această ; 
perpendiculară trece prin centrul O al cercului. Analog, 
celelalte perpendiculare trec tot prin 0. 

Cazul ortocentrului exterior, se tratează similar. 


Fig. 54. 


2.117. Se consideră triunghiul A BC înscris în cercul de centru O şi raza R 
cu unghiurile B şi C egale respectiv cu 60° şi 45°. 
1) Să se arate că mijlocul I al laturii AC, centrul O şi proiecția D a lui A 
pe BC sînt coliniare. 
2) Proiectind pe B în E pe AC, să se arate că DE=R. 
(Facultatea de matematică, Cluj, 1970) 


Soluţie. (fig. 55). 1) Fie {D}=0IQBC. Deoarece OI > 
este mediatoarea avem OI | AC, AI=IC. ; 
| Avînd în vedere și ipoteza + DCI=45”, deducem că 
€ ADCI este dreptunghic isoscel şi deci IC=ID. De aici re- ZN 
> zultă că și AIAD este isoscel. Astfel x IAD-—45 și deci 


Î BAD=30°, adică + BDA=90°. Dar aceasta înseamnă că N p 
t D coincide cu proiecția lui A pe BC, ceea ce probează afir- 


T maţia problemei. Kag 99: 


E 2) Din L =2R şi din ipoteză găsim AC=R +/3. Apoi DC—AC cos 45° 
E sin | 
=V R. Pe de altă parte ipoteza că BE | AC, AD | BC implică inscrip- 


tibilitatea patrulaterului BDEA. Astfel + BAD= + BED=—30* şi deci 


* DEC=60*. Cu acestea şi cu Ea tei găsim DE=R. 
sin E sin G 


2.118, Într-un triunghi ascuţitunghic ABC se notează cu A’, B*, C° pro- 
iecţiile vîirfurilor A, B, C pe laturile opuse. Perpendicularele duse din A” pe 
AB şi AC taie dreapta B'C' respectiv în C" şi B". Se cere: 
1) Să se arate că C" şi B“ sînt simetricele punctului A* față de AB, 
respectiv AC. E 
| 2) Fie M și N două puncte arbitrare pe laturile AB respectiv AG. Să se 
arate că perimetrul triunghiului A'B'G' este mai mic decît perimetrul triunghiu- 
lui A'MN, 
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3) Notăm cu Z intersecţia dreptelor AA’ şi BC". Să se arate că 


TB: IG'=IB"- IC'=IA- IA, 
(I. P. București, 1971) 


Soluţie. (fig. 56). 1) Punctele B, C, B’, C’ se găsesc 
pe cercul de diametrul BC. Rezultă +AC'B' = C; 
analog, kBC'A'=+C. 

În plus, xAC'B'=+C"CB, fiind opuse la viri. 
Astfel + C"C'B= x BC'A', adică înălțimea C'B este şi 
bisectoare în AC”CG'A”. Cu alte cuvinte C'B este o axă 
de simetrie în ACC'A'. 

Fig. 56. Analog se dovedeşte că A' şi B” sînt simetrice 
faţă de AC. ; 

2) Datorită simetriei avem A'C'=C"C', A'M=C"M, A'B'=B'B”, 
A'N=NB”. Se compară lungimea segmentului GB” cu lungimea unei linii 

- poligonale, A'C'+C'B'+B'A'=G"C'+GB'+B'B'=C"B", 
A'M+MNA+NA'=0C"M+MN+NB” (lungimea unei linii frinte) > 

SOLB ; 

3) Cercul de diametru AB, trece prin A, B', C“. Segmentele AA” şi B'C” 
„sînt coarde care se taie în I. De aceea IB': [C”=IA: IA”. Analog AA" şi 
C'B” sînt coarde, ce trec prin'I, în cercul de diametru AC. Deci 1B”- 1IC'=— 


ANA 


2119. AB fiind diametrul unui cere și d o.dreaptă perpendiculară pe 
AB, iar AM o coardă variabilă, se notează cu {P} intersecţia dintre AM şi 
d, cu {Q} intersecţia dintre BM şi d, cu {N} intersecţia dintre AQ şi cerc și 
cu {C} intersecţia dintre AB şi d. ; j 

1) Să se arate că patrulaterul MQNP este inscriptibil. 

2) Să se demonstreze că B, P, N sînt coliniare. 


3) Să se arate că CP: CQ=const. 
(Facultatea de matematică, Craiova, 1972} 


g 


Soluţie. (fig. 57). 1) Avem * OMA = + BMA = 
=90°= + ANB. Rezultă x QNP = xQMP = 90°, adică 
MOQNP este inscriptibil. i 

2) Avem AC LOP, QM LAP, PN | AQ, adică AC, 
QM, PN sînt înălțimi în triunghiul AQP; pe de altă parte 
înălțimile. unui triunghi sînt concurente. Rezultă că 


BENP. ; 

3) Se observă că CQ?4-CP?+2CP :CQ=(QC-+CP¥ = 
=0P =A QRH API—2AN - AQ=AQ? AP? -—-2ARB AC. 
i ~ Astfel 2GP. CQ=(4Q°— CQ) +H(AP?= CP- 2AR 
.AC=2AC?—2AB AC, adică CP: CQ=AC- BC=const 


Fig; 57, 


avind cateta 


2,120, Se consideră un triunghi ABC dreptunghic în A şi 
anța 1 de A 


AC de lungime 4. Pe cateta AB se consideră punctul Ð la dist 
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SPERE Ea 


ETENE DEESA 


= 


ATOE RRE 


è ; „+ A id Alp 
şi se presupune că cercul care trece prin A şi D are raza de lungime Ye, şi este 


tangent la cercul circumseris triunghiului ABC. 
“1) Să se verifice că unul din cele două cercuri trece prin centrul celuilalt. 
2) Să se calculeze aria cuprinsă între cele două cercuri. 
3 3) Să se calculeze aria triunghiului ABC. 
E i (Facultatea de matematică, Bucureşti, 197? 


Soluţie (fig. 58). 1) Centrul Q, al cercului circum- 
scris triunghiului A BC coincide cu mijlocul ipotenuzei BC. 
Fie Q, centrul cercului ce trece prin A şi D; fie E pro- 
iecţia lui Os pe AB. Deoarece cele două cercuri sint tan- 
gente în A rezultă că punctele A, Oa O, sînt coliniare. 

Deoarece YABC=XOs AD, triunghiurile dreptun- 


ghice EAO şi ABC sînt asemenea. De uteeg a Ai 
AB OR 
Pe de altă parte AE = =, 03E=" je =]. AB 
De aceea AB=2, BC=/16F4=2+/5, 0,B=y/5= E e e 
=A40,=—2403. Astfel- 40, este diametru în cercul ce trece prin A şi D. 
2) Diferenţa ariilor este 20, B2-—xOp42= E, 
4 


3) Aria (A BC)= a =A: 


* 


2.121, Se consideră două cercuri de centre 0, şi Oa şi raze R}, respectiv 
æ tangente exterioare în punctul T. Tangenta exterioară comună AB se 
tersectează cu tângenta în T la cele două cercuri în punctul C, iar cu linia 
trelor 010a în punctul M. 
T 1) Să se calculeze lungimea segmentelor AB şi TC în funcţie de R, şi Ra 
j E. ta se aie, că arepa AT şi BT sînt perpendiculare. aia 
i ă se calculeze lungimea segmentului M i unghi 
„ARMIA pe cita O, şi unghiul format de 0,03 


(U. P. Iași, 1975) 


Soluţie (fig. 59). 1) TC=BC=AC (Puterea 
punctului C faţă de 0, 02); deci AB=27G. Din 
AABD rezultă AB=/AD*—BDI=2yRR | 


DPN ` 
(DBA m, AD=R ER, BD=R,—R;): 


2 , 
5 era dă ETN ~ oT eA 
2) 4 40,T+B0,T =r, ATC= —— , BIC= 


A. ` 
T 


— SEA 3) 


Fig. 59. 
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a i i MO;— MC 
3) Din AMBO, ~ MAO, rezultă 2= — MOL sau MO;=2a. 
MO, 
. As AO 1 EET T 
În AAMO,, sin AMO, = a i deci AMO,= —e 
M 2 EA 


2.122, Se dau două semidrepte perpendiculare Oz şi Oy, un punct fix A 
pe Ox şi un punct fix B pe Oy astfel încît QA =0B =a. Un punct P se mişcă 


pe segmentul OB, iar un punct P’ se mișcă pe semidreapta By astfel încît 


¥0AP= xOP'A=0, efo, F| 


1) Să se demonstreze relațiile 


OP OD ana ata A 
AP AP? œj} 


2) Să segăsească locul geometric al centrului cercului circumscris triunghiu- 
lui APP: ; 
3) Să se studieze variația funcției definită prin 


= K= 


şi să se reprezinte grafic. 


APAP’ 
OA 
(I. P. București, 1971) 


Soluţie. 1). Relaţiile OP=—0OA tg 0, OP'—0A ctg 9, 
0A=a, implică OP - OP'=0A2—a? (fig. 60). Relaţiile AP = 


OA * $ SO 1 AGS € =8 
e Che Apia ioa; OA=a, implică E aa e e COS că 
cos Ă sin 0 PL APR APA a 
2 
asia (3) Y 

a? a? 


2) Segmentul OA este tangent în A la cercul: APP” 
deoarece punctele O şi A sînt fixe, iar XOAP=+O0P'A=B. 
Dacă M este mijlocul segmentului PP”, atunci centrul 
C al cercului A PP! este. punctul de intersecție al perpendicu- 
larei ridicate pe Oy în M cu perpendiculara Az ridicată în 
A pe Or. Dreapta Az este fixă şi CM s<CA. Rezultă CA >a 
şi deci C aparţine semidreptei Dz, unde AD=a. 
Reciproc, fie Ce Dz. Prin C ducem CM LOy şi pe Oy luăm MP=MP”, 
P fiind pe segmentul MO. Unim pe A cu P şi cu P’. Segmentul OA este tangent 
la cercul APP! în A deoarece CA LOA. Rezultă +OAP= +OP'A şi deci G 
satisface problema. 
Rezultă că locul geometric al punctului G este semidreapta Dz, unde 
AD=a. 
3) Observăm că f(9)= n d tag d. + e (e Th. De aceea f(0)>0 
sin O cos 0 4 
Y0e(0, m/4] şi lim f(0)= oo, adică 0=0 este o asimptotă verticală, 
3 9-40 


Fig. 60. 
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eee 


Zeeman 


` P [i 
2 sin“ 0 cost 0 


ş sin Q sos A2- H ; z 3 z 
Pe de altă parte avem f(0)= ENC- DC+sin 20) 0 ve (o. Z) y (=) i 


«lim î'(0)==0. Acestea ne conduc la tabelul de variaţie 
p + 
Ea 


i) | 0 zjá 


(0) | PR 0 2/2 


iO) | co N 2v2 


şi la graficul din fig. 61. 


2.123. Se dă dreptunghiul ABCD cu centrul în. 0, cu 
laturile AB=a, BC=5 (unde AB>BC) şi se construiesc în 
exterior semicercurile Sı, So Ss cu diametrele respectiv BC, 
CD, DA. O dreaptă arbitrară dusă prin B întilneşte semi- 
cercul Sı în M, iar paralela dusă prin D la BM întilneşte semicercul S, în 
N şi semicercul S; în P. Se notează x MBC=a&. 

1) Să se demonstreze că dreapta MP trece prin virful C al dreptungbhiului. 

2) Să se arate că 0OM=0OP şi să se calculeze lungimea segmentului OM 
în funcţie de laturile dreptunghiului şi de unghiul a. 

3) Să se găsească locul geometric al intersecţiei perpendicularelor duse 


Fig. 61. 


E din N şi P, respectiv pe laturile AD şi CD ale dreptunshiului. 2 


(I. P. Bucureşti, 1972 


Soluţie (fig. 62). 1) Avem + NDA =g, 
FADC=90%, + PDC=90*—a, + DPC=90°. De 
aceea +PCD=a. Apoi +MCB=—90*—a şi deci 
F XPCM=a+90%4+(90*—a)=—180%, adică punctele 

FP, C şi M sint coliniare. 
2) Observăm că A0O0,M=A00,P deoarece 


0,M =00= +, 00,=0„P=* şi ¥00,M = 


= 700;P=90*+2a. Rezultă O0OM=0P. 

Din triunghiul 00,M găsim 0M:=002+ 
+ 0,M?—200, :0,M cos(90°+ 2q) = TE Aa S 2, 

3) Deoarece +NDA=a rezultă +PDC=90—a şi IPCD=a. Fie 
P' proiecția lui P pe CD şi N” proiecția lui' pe DA. Punctul al cărni lo 
cere este IEPP'NNN'. 

Dacă NA, atunci IZA. Dacă N’ este mijlocul lui DA, atunci P' este 
mijlocul lui CD şi deci 120. Dacă N =D, atunci TEC Să arătăm că F apar 
ține segmentului AC, adică dreptele PP” şi NN" se taie pe AC. Fie/=a46() 
NPP’ şi 'sACONN". Avem 

IA P'D E) S 


© se 


ia a 
ICG PC PC A 


eh 


ns 


TA N'A NAN 2 
—— p i S ==] tg Üs 
LOEND r š 

PA IA 


Rezultă — e —, adică I'EleAG. 
rG IG 


Reciproc, fie Ie AC. Prin Z ducem IN LAD, IPJ DC. Unim pe N cu 
P şi pe G cu P. Dreapta PC taie cercul S; în M. Unim pe M cu B. Găsim 
+ MBCG= >NDA şi deci 7 convine problemei, 

Rezultă că locul lui 7 este diagonala AC. 


2.124. Pe diagonala BD a pătratului ABCD se consideră punctul variabil 
M. Perpendiculara în M pe AM taie latura CD în E, iar latura CB în F. 

1) Să se arate că ME=MA şi AE=AF. 

2) Să se calculeze laturile triunghiului AME în funcţie de latura la 
pătratului și de unghiul «= x BAM. 

3) În ipoteza că œ este rădăcina ecuaţiei 


) 
cos? x+ cos? 2x4 cos? 3x=1 


din intervalul (7/6, 7/3), să se calculeze volumul corpului obținut prin rotirea 
triunghiului AME în jurul dreptei AB. 


(Pacult. de fizică, Timișoara, 1971) 

Solutie (fig. 63). 1) Deoarece + EDA = + EMA= = patru- 
laterul EDAM este inscriptibil. De aceea + EAM= +EDM= 
, *MEA= + MDA= ER şi deci ME=MA. 


Analog MF=MA şi din AM | EF, MF=ME deducem 
AE=AF. 


T 
= — 


2) Se observă. că pDAR=2— (Era) Ze De 
aceea pe ea i bari sc le Eat 20 ale şi MA ME E 
cos x DAE V2(cos a+-sin «) y2 


TE aaa E ae aleea e 
(cos «-|-sin œ) K 


3) Ecuația echivalentă este sin 20 + sin (3—5): cos (= a) = =0 şi are 


soluția a= e (cs =): Aceasta înseamnă că M este centrul pătratului, iar 
T AR. i 
E se confundă cu D. De aceea voul cerut este V= T AB-AD*— ERE EN zi E 


ADY _ nÊ 
H Aired = ee 
(3 4, 
Observaţie, Deoarece ge fo, A se satisface relația 1 s$ < cosatsina<yă 


și deci AE >l, 
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2.125. Se consideră patru puncte A, B, G și M situate, în această or- 
line, pe un cerc. Fie D mijlocul segmentului MB. O paralelă prin D la MC 
aie pe AM în P şi pe BC în Q. Să se determine locul geometric al punc- 
tului P în ipoteza că punctele A, B și C sînt fixe, iar M este mobil pe arcul AC. 
(I. P. Bucureşti, 1977) 


Soluţie. Fie Mo poziţia lui 
M pentru care PZA (fig. 65). 
Evident Q este fix și PQ || MC. De 
aceea x APQ= +AMC-(fig. 64) 
sau x APQ = 180 — x.AMC 


+APQ= 


“~ 
AB 


TENS ~ 
a +BC, MeCM,, 


N DEN IEN — 
180” —măs AB+EBC,Me MA. 
2 


Li 


N N 

: Deoarece AB+BC=const., rezul- 
tă că P aparţine unui arc de cerc. 

Fie (Po) intersecţia lui AC 
cu paralela dusă prin Q la tan- 
genta în C la cerc şi {Ri} inter- 
secția tangentei în A la cere cu 
paralela dusă prin Q la AC. 
Dacă M=C, atunci PP) iar 


Fig. 66. Fig. 67. 


dacă M =A, atunci PEP,. Astfel P aparţine arcului de cerc cu extremită- 


file Po şi P, din fig. 67. 


: ENE i a 
Reciproc, Pe P,P, implică MEAC. De aceea locul geometric căutat 
N 
este arcul PoP, din cercul circumscris patrulaterului AP,QPy. 


2.126, Se consideră un triunghi ABC înscris în cercul (C) de centru O 
şi B’, respectiv C’, mijloacele arcelor AC respectiv AB. Fie de asemenea I 
centrul cercului înscris triunghiului ABC. Se notează cu 10,1 intersecția 
paralelelor duse din B’, respectiv C' la OC”, respectiv QB’. Să se arate că 


AB'=IB' şi Os4A=01 


(Facultatea de matematică-mecanică, București, 197)) 


Soluţie (fig. 68), Punctul Z se află la intersecţia bisectoarelor triunghiului 


1 N N a A 
ABC; in AAB'I, + IA Bi = (măa B'C+măs GA”, iar + 41B'= = 


— Psi i 
{măs ARB'4+măs BA’), 


- 


ARO RUE Mere PIE E > TU E A E ; 
eoarece măs A B'=măs B'C, măs CA'=—măs A'B rezultă că %IAB' = 
= Łk AIB'’ şi deci AB'=1B'. 
În paralelogramul B'O,C'O, OB'=00: R; deci B'0,C'0 este romb și 
00, LB'C', iar +O0,B'C'=+C'B'0. Avind aceeași 
ez 


măsură, măs ACG'===măs CB, rezultă că +AB'C'== 
= *BB'G'. Scăzind ultimele două egalități, se obţine 
+ AB'0,= +OB'1 şi deoarece IB'=AB', 0B'=0,B'= 
R, rezultă că AAB'0,=AIB'0. În concluzie, este 
satisfăcută egalitatea A0,=10. $ 


2.127. Pe cercul cu centrul 0, de diametru fix A B= 
2R, se iau punctele M şi C situate de o parte și de alta 
a diametrului. Fie N mijlocul lui MC şi P proiecția 
lui N pe AM. 

1) Să se afle locul geometric al punctului P cînd 
M descrie semicercul pe care se află, punctul C fiindfix. 

2) Se notează +MAB=z. Să se determine x astfel încît să avem 
AM+ BC=AC-+ BM. 

3) Să se arate că, pentru poziţia lui M determinată la punctul 2), în 
patrulaterul AMBC se poate înscrie un cerc. Să se afle raza acestui cerc. 
(I. P. București, 1979) 


Soluţie. 1) Deoarece NP | AM şi BM LAM (fig. 69). 
rezultă NP | BM. Astfel PN este linie mijlocie în triun- 
ghiul MCB, adică trece prin mijlocul Q-al lui BC. Deoa- 
rece segmentul AQ este fix, iar; xAPQ=x/2 rezultă că 
P aparţine unui arc din cercul de diametru AQ. Dacă 
M=B, atunci P=0' (proiecția lui Q pe A B). Dacă M ZA, 
atunci P =Q” (proiecția lui Q pe tangenta la cercul dat 
în punctul A). Deoarece +0"AQ'—mn/2, rezultă că P 
aparține semicercului Q” AQ’. 

Raționamentul reciproc este uşor de urmărit şi 
astfel locul geometric căutat este semicercul QAQ”. 

2) Avem AM=2R cosx, BM=2R sin q, BC=2R sin + BAC, AC= 
=2R cos x BAC. De aceea notind cu a= + BAC, relaţia din enunţ devine 
cos zAsin g=cos a-l-sin x sau sin T z)=sin =: —a) Deoarece O<r< a 


Fig. 68. 


ecuaţia precedentă admite numai soluţia x=g«, adică M trebuie să fie sime- 
tricul lui C faţă de AB. 

3) Dreapta AB este bisectoare pentru + MAG şi +MBC. Bisectoarele 
unghiurilor AM B şi ACB trec respectiv prin mijloacele arcelor ACB şi BMA, 
De aceea ele sînt simetrice față de AB şi deci se întîlnesc într-un punet Z 
de pe AB. Acesta este centrul cercului înscris în patrulater. 

Fie D proiecția lui 1 pe MB, adică ID este raza cercului înscris, Avem 
1D=1B cos z= MD=IA sin z=(2R-—1B) sin v. Din IB cos v=(2R—IB)sìin ¥ 
găsim IB= —2Asin 2 De acâea [DB coste ANES, 


cos x-4 sin g cos x-+ sin x 
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2,128, Fie ABC un triunghi dreptunghic în A şi AD una din înălțimi, 
Notind cu M proiecția lui D pe AB'şi cu N proiecția lui D pe AC, să se 
arate că patrulaterul RMAC este inscriptibil. Să se calculeze apoi aria acestui 
patrulater cunosctud lungimile catetelor AB=6 cm şi AC=8 em, 

(1. P. Bucureşti, 1977) 


„Soluţie (fig. 70). y BCA= KADN ca unghiuri cu laturile 
perpendiculare; ¥ADN =|% AMN deoarece AMDN este 
dreptunghi. Rezultă +BCAm+AMN şi deci patrulaterul 
AM DN este inseriptibil. 


a AB-AG 24 
Avem BQ=10 și AD= 


a—, Cum AMDA ~ 


€ 


AABG, rezultă (SO, iu, şi deci MDa oa Analog AM = 
AB BG 5 


=ac 22, adică AN =”, Cu acestea găsim aria (BM NC)= 


à á9 
AB:AC _ AMAN _ AB:AC _ AM:MD _ 11544 yè 
AD 2 >: 2 2 625 $ 


2.129. Se consideră un triunghi echilateral ABG şi un punct O pe para- 
lela dusă prin A la BC. Gercul cu centrul în O, tangent la BC într-un punct 7 
situat între B și C, taie laturile AB și AC respectiv în M și N (M între A 
şi B, iar N între A și C). Fie de asemenea P punctul în care latura AC 
f taie a doua oară cercul. 
i 1) Să se arate că triunghiul APM este isoscel și să se calculeze în grade 
f arcul MN. 
t 2) Să se arate că patrulaterul AOMN este inscriptibil. 
3) Notînd cu R raza cercului, cu z segmentul OA, se cere să se calculeze 
lungimile segmentelor AM și AN în funcţie de R şi x. (Se va nota x AMO =z.) 
(I. P. București, 1974) 
Soluţie (fig. 71). 1) Deoarece axa de simetrie RS, 
a cercului cu centrul în punctul O (situat între proiec- 
ţiile lui B şi C pe RS) este paralelă cu BC, rezultă că 
+ RAP= + BCA=60", + MAR = +ABC=60* şi deci 
AP=—AM. 
Țihînd seama că MP | RS .deducem +AMN = 
+ APM =—30% De aceea măs MN =60*, | 
2) Deoarece xMAN= 60° (de la punctul 1) şi 
+ MOM =60°, rezultă că MAON este patrulater inseriptibil. 
3) Aplicind teorema sinusurilor în AA MO: 
£ a a. Ea E E, 
sin o $ sin 120* sin(80° — a) 


ays- 
din prima egalitate deducem sin g= a şi deci i 


VAhi— ami $ 


COS d= = 


aR 


FEN Eru 1 
n coso — —— sin a) 


2 2 1 ATA TOASTO R 
AM = => — DO Sa OR A ZI (y4 R2.— 322 —a), 


R sin(60°— g) 


sin 120° y3 2 


Analog, ţinind seama că x ANO=q, din AANO găsim 


AN= = (VAR? 3r +1) 


2.130. Pe segmentul AB=4a, luăm segmentele A01=0;C =C0z = 
=0,B=a. Se consideră cercurile cu centrele în 0, şi 02 de rază a și cercuf 
cu centrul în C de rază 2a. Din A ducem o tangentă la cercul Oz, punctul 
de tangenţă fiind T. Această tangentă taie cercurile cu centrele în O, şi C 
respectiv în R şi S. 

1) Să se arate că RT=T5= AR. 


2) Se duc perpendicularele în B și C pe AB. Ele taie dreapta AF în 
P respectiv în Q. Să se arate că PT=2QT. 
R (I. P, Ciuj, 1975) 

Soluţie (fig. 72). 1) Din O, ducem OD 1AP. Apoi 
observăm că CR | AP (deoarece AC = diametru în cercul 
cu centrul 0,), OT LAP (deoarece AT este tangentă 
la cercul de centru 02) și BS | AP (deoarece AB = dia- 
metru în cercul! de centru C). Deci 01D || CR || 0-T j| ES- 
Ținînd 'seama că aceste drepte paralele determină pe AB 
şi AP segmente proporţionale şi că OA,=—0C=C0z= 


Fig. 72. OB rezultă că AD=DR—RT=7S= AR. 
2) Deoarece CQ este linie mijlocie în triunghiul; dreptunghic ABP, 
rezultă GE PE Dar QC=QT şi PT=PB` (tangente duse dintr-un punct 
2 


exterior). Deci QT= PT. 


2.131. În patrulaterul ABCD fie (0) intersecția diagonălelor AC şi 
BD astfel ca A0=20C şi 2B0=0D. Se cere: 

1) Să se arate că ABCD este un trapez. 

2) Să se exprime aria (ABCD) în funcție de aria (BOC). 

3) Dacă în patrulaterul ABCD diagonalele sînt perpendiculare, atunci 
avem AD+BC=AB?+DC? şi există un singur patrulater inseriptibil 


ABCD cu aceste proprietaţi, 
(|, P. Bucureşti, 1970 
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3 OB: -O0 

4 Macar ip: 98 ave + BOC= + AOD sj — = — m — s De aceea 

7 Soluţie, 1) În fig. 73 avem +BOC= +A0D ș DD oA 
triunghiurile BOC şi AOD sînt asemenea. Rezultă + O0AD= +OCB şi astfel 

AD | BC, adică patrulaterul ABCD este un trapez. i 

fi f FO 


4 2) Fie EF înălțimea trapezului. Deoarece ahe 
SO me. rezultă EF=30F, BC+AD=3BC. De aceea găsim 
AD 2 
; aria (ABGD)= (4 D-+ BO)EF = (380) .80F= 
=9 arja (BOC). K É 
3) Dacă AG | BD, atunci triunghiurile BOA, AOD, Fig. 73. 


DOC, COB sînt dreptunghice. Evident, relațiile BC?= 
0B'+002, CD?=0C°+0D?, DA?=0D?+04A?, AB2=0B2+0A42 implică 
A D?4- BC?=— A B2+ DC2?. 

Condiţia de “inscriptibilitate + CAD= + DBC împreună cu +CAD= 
= YACB ne conduce la + DBC= + ACB, adică triunghiul BOC este isos- 
cei, și OB=—0OC. Astfel BD—AC, adică trapezul este isoscel, și BD LAC; 
acestea implică unicitatea. 


1 


2.132. Fie ABC un triunghi în care se dau laturile BC=a, AC=b. Fie 
ää’, BB’ înălțimile duse din A ṣi B, H punctul lor de intersecție şi D punctul 
în care dreapta BB’ întîlneṣte paralela dusă în G la AA”. 

1) Să se arate că patrulaterul A'HB'C este inscriptibil. 

2) Să se determine o valoare a unghiului ascuţit C astfel încît 
faria (A'BH)—aria (A'HDC). Discuţie după a și (Da ; 

3 3) Presupunînd triunghiul ABC isoscel (a=b), să se afle pentru ce 
are a lui C (unghi ascuţit) este maxim raportul aria (A BC)/aria (A'HB). 


(I. P. București, 1970) 


F alo 


Soluţie. 1) Deoarece AA’ | BC şi BB! | AC, rezultă 
+A'4+ + B'=—n şi deci patrulaterul A'HB'C este inscrip- 
tibil (fig. 74). > 

2) Se observă uşor că xA'HB=— xCDB= 3 BCA, iar 
A'C=AC cosC=b cos C, BA'=a—beosC. Din echivalența 
aria (BA'H)=aria (CA'H D)aria (BCD)=2 aria (BA'H) 
rezultă an aa) sau az: Fa609iC) Ca 

aria( BCD) '2 BC]? a 


1 

îs el Pentru 
y2 

Ce (o, 2) se obţin două cazuri: 


I) a>b cos C, căruia îi corespunde *B<—; ecuaţia 


7 Vo EEn a : 
se transcrie sub forma cos C= ==- Spa şi cu satisfacerea condiției 0 << < 
2 


“14/2-+2 admite soluția G=arcos| (PS) a], 


Fig. 74. 
å 


F d 


Vă 


$ 15 
A 


II) ab cos C, care corespunde situaţiei B>; ecuaţia devine 
2 


a a 


` 3+1 7 
cos C = y *— şi pentu 0<5 <22 e: i 
ȘI E <— <2—-y2 ea admite soluția Ces 


Vă d b 
SI AER LAR 
marepos (AEn Fyi În acest caz HDCA' nu mai este patrulater convex, 


ci se reduce la două triunghiuri. 

3) Fie a=b. Deoarece aria (A ELO aa Albi) avem i PUI CEE = 
1+-cos C ; 2 C42 re a că 
——— » Ce(0, 7/2). Deoarece f'(C)= E CZ cos C-1( sin C) se 
(1— cos G)cos G Ee KE (4 — cos Cy?cos? C (capi) om 
observă că (0) =0<C=arccos(y 2—1). Din semnul lui f”’(C) se deduce că 

C este un punct de maximum pentru r. É 

Observaţie. t=cos C, CEe(0, 7/2), te(0, 1), este o bijecție, iar f este com- 
punerea unei funcții raționale cu această bijecție. 

De aceea extremul din problema precedentă este în mod esențial extre- 
mul ma funcții raționale, adică al unei funcții definită printr-o expresie 
g= P unde P şi Q sînt polinoame, te R— {t| Q(t) = 0}. 


= 


Dar 
; P i ; 
g= ULVE PORO, 
QÀ) 
A POQA- POHA 29 7, 
g (t = e e AR 
i ) Q2() RÀ A 


Deci P'(DQ(9—P(0)Q'(0)=0 ne dă punctele posibile de extrem, iar semnul 
lui P'0—PQ”' în aceste puncte ne precizează natura lor: 


2.133. Se dă un cerc cu diametrul AB. În A se duce tangenta la cerc şi 
pe ea se iau două puncte oarecare M și N, de o parte şi de alta a lui A 
. Se duce dreapta BM care taie cercul în P şi dreapta BN care taie cercul în Q. 
1) Să se arate că patrulaterul MNQP este inscriptibil. 
2) Să se verifice egalitatea MP- MB—NQ - NB=MB?:-NB? 
MA N } Q. P. laşi 1971) 


A 
Sg Soluție (fig. 75). 1) Deoarece AB este diametru avem 
Q'APLBM, AQI BN. Pe de altă parte xBMA=90°— 


x MBA =909— % PBA =90°— + PQA. De aceea +PMA= 
= *POB, adică patrulaterul MNQP este  inscriptibil 
2) Triunghiurile PQB şi MBN sînt asemenea. De 
aceea PB: MB=NB: QB. Dar aceasta implică MP-MB-— 
B —NQ: NB=(MB-—PB): MB ~ (NB — QB): NB =MB?— 
Fig. 76, —BN?, ; ; 


hac 2 


2.134, Două cercuri de centru O şi O’ au razele r=r+2, r'=1—2r și 
distanța 00'=—4. 
1) Să se determine z astfel încît cele două cercuri să fie tangente inte- 
rior. i 
2) Pentru ce valori ale lui z cercurile sînt secante? 


(Institutul de arhitectură, Bucureşti, 1973) 


Soluţie. Deoarece r şi r’ sint distanțe se impun condițiile z+4+2>0 şi 
1—2z>0, adică —2<z<1/2. 

1) Gondiţia de tangenţă interioară este |r—r'|=00:. Astfel B+ 1] =4 
ne dă z==l sau t= —5/3; deci z=— a 

2) Gercurile sînt secante numai dacă lr—r'| <00'<r+r'. Acestea ne 
conduc la |3z+i|<4<3-—z, adică —5/3<z<l şi z<—l, adică —5/3< 


<ra — i, 


GEOMETRIE ANALITICĂ 


2.135. ABC fiind un triunghi oarecare şi AA”, BB, CC’ cele trei înăl- 
timì ale lui, din A” se duce A'E perpendicular pe AB și A'D perpendicular 
pe AC. Dreapta B'C! taie pe AA’ în T’ şi dreapta DE taie pe AA” în I. Să 
se arate (analitic) că J este mijlocul lui A'J'. 


(Facultatea de matematică, Craiova, 1973} 


Soluție (fig. 76). Dreapta AC are ecuaţia 
ax-+cy—ac=0Q, iar dreapta BB' are ecuaţia —ay-4% 
+cx—bc=0. De aceea soluţia sistemului 

axz+cy—ac=0, 
—ay+cx—be=0 


2 — 
Scari y aa dă coordonatele 


adică x= = 
+c +e 
punctului B'. Analog C’ are coordonatele 
b(a? + bc) ab(b— c) 
LOE onm =~ a 
@+b? +b 


I—TIp y—y 
B m —— R, cu dreapta AA’, 


Intersectind dreapta B'C', de ecuație —— 
ro-— Tp Yc'—UYUB* 


de ecuație z=—0, găsit punctul'I' de coordonate 


zp=0, yr= dada. (ipoteză: best a?) + 
bo— a’ 


Analog găsim coordonatele punctelor D și E: 


3b ab? 


, a 
[] Jo = i Dam m} g= meem 
ae mb ath 


æ tp U~ Un 


Intersectind dreapta DE, de ecuaţie — = -—=, cu dreapla 


ta tp U= Yo 
3 


le ecuație t==0, găsim punctul Z de coordonate 


r momente A = - 
d i (vă! în - 


Acestea justifică afirmația din enunț. 


d top 
D- PA 4 
QB = bU=a Sé cere: 


1) locul geometric al mijlocului M al segmentului BC; 


2.136. Fie G un punct mobil pe axa Ox, iar OBC un triunghi isoscel cu 


2) poziția punctului C, pentru care dreapta BC este tangentă locului 


geometric determinat la 1). 


(Facult. de matematică, Craiova, 1973) 


Solutie. (fig. 77). 1) Dacă C(t, 0), atunci B 4 vie=r]; triunghiul 


există, dacă |i|<2a. Deoarece BM=MC, rezultă 


zi ast 

at 

a z 

| = VICE, ie(—2a;, 2a), : 


[care este o parametrizare corespunzătoare locului lui M. 
T Ecuația implicită a locului rezultă eliminînd pe č: 


a R 
E. T 
; = EEN, 
Saas 
ai SA 


OE OEN ` Sa a 
care este ecuația unei elipse cu centrul în O de semiaxe =, 
2 


a. a) 
2) Ecuația dreptei care trece prin punctele B, G este 


pci Eee t 
Via t-> 
2 2 


ry ia Pty t Vi ZA =0, 


Ecuația tangentei la elipsă într-un punct al său (ty Yo) este: 


AR E i) 
Qa’ + a , 
4 4 
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E 3t | 5 = 
sau pentru punctul M(3 i ya? {° J 
d sd | 


| pei 
La H- ` Våa t pp 0), 
Li în 


3a’ 

Din condiția ca dreapta ce trece prin B, C să fie tangentă la elipsă, — = a 
FE) 3a y Aa f 
sat 1 x RET sii En 

A atia ———— 5 rezultă = +a /3 şi poziţia punctului C, 

ta“ ; tyda Ê, ; 


2.137. În planul determinat de două drepte paralele A, și Ag se consi- 
deră un punct fix A ce nu aparţine acestor drepte, Prin A se duc două drepte 
d, Şi ds. Se notează 
(Bi=A.(Ndu (0) =A Nd, (R)=As(du {C} =A da 

1) Să se arate că dacă are loc una din propozițiile: 

— lungimea segmentului BQ este constantă; 

— lungimea segmentului GR este constantă; 

— aria triunghiului ABC este constantă; 
atunci au loc şi celelalte două din aceste propoziții. 

2) Să se afle locul geometric al punctului MEBC(QR cînd dreptele 
dı şi da se rotesc în jurul lui A. 

; 3) Să se arate că dreapta AM trece prin mijlocul segmentului BQ. 


4) În ipoteza BQ=a (const.) să se arate că dreapta BC trece printr-un 
punct fix. 


(Facultatea de matematică-mecanică, Timişoara, 19719 


Soluţie (fig. 78). 1) Presupunem BQ = const. 
Din asemănarea triunghiurilor BAQ şi ACR rezultă 
CR dist (A; Aa) 


BQ  dst(A; A) 
CR= const, 
Pe de altă parte avem 


2 aria (A BC) = aria (BCR)+ 
-baria (BQC)—aria (ACR)—aria (4B0)= 


(GR+ BO) dist (Au As)—CR dist (A: Ag)— BO dist (4: A) 
m 2 


De aceea BQ=const. implică 


== const. 


Celelalte variante se tratează analog. 


dist (Wi A) CR 
Fig, 78, } à Aa avem e me i sn 
g 2) Deoarece AI a ds (AA) BO 


=k, unde v=dist (M; As), d=dist (Ar As). Rezultă 


const, (=X), sau 7 


Pi AL astfel M descrie o paralelă la A, 
ki 


126 


apere 


"pete Sent S i 


A] 


3). Prin construcție DE| ROIGR. Aceasta implică 
DÀ dist (4; Ay) AL dist (A; An), 
an- - —. Lp PER Oa poi Ama A 
GR d CR d 
adică DA =AE. Cum însă un fascicul de drepte determină pe drepte paralele 
segmente proporţionale, dreapta AM trece prin mijlocul lui BỌ. 
4) Aici este mai uşoară soluţia analitică. Considerind un sistem de axe 
rectangulare cu originea în A, Ay_LAs, avem 
A: y=a<0; As: y=8>0; di: ym, m40; dz ea, Ma 0, 
Cu acestea găsim 
BC: V—a E a(mit— a) R 
B—a apm+a(f—a) 
Observăm că toate dreptele BC trec prin punctul 
—af 


—a% 


T 


; U=0, 


2.138. Într-un plan se consideră un sistem de coordonate rectangulare 
20y şi un punct P(a, b). Se construieşte pătratul OPQR, notația fiind în 
acord cu sensul direct de parcurgere a perimetrului (interiorul pătratului 
la stinga). 

1) Să se determine coordonatele punctelor Q şi R. 

2) Ce loc geometric descrie punctul Q, cînd P descrie o dreaptă. 

3) Păstrînd notația de mai sus, fie M mulțimea punctelor din plan şi 
f: M—M funcția definită prin f(P)=9Q. Să se arate că f este o bijecție care 

T aplică un poligon pe un poligon asemenea, 


(Facultatea de matematică-mecanică, Cluj, 1972) 


4 Soluţie (fig. 79). 1) Ecuațiile parametrice ale dreptei OP 
E sintz=at, y=bt,teR. Deoarece PQ | OP, dreapta PQ va 
m avea ecuaţiile parametrice rt—a=— bs, y—b=as, se R. Pu- 
nind condiția d(P, 0)=d(0, P)=\/a2} 0? găsim s=1. De 
aceea coordonatele lui Q sînt t=a— b, y=a+b. Deoarece un- 
ghiul făcut de OP cu Oz este egal cu unghiul dintre OR şi 
Oy, coordonatele! ui R sînt z=—b, y=a. 

2) Dacă coordonatele lui P verifică ecuația ux+vy + 
w=0, adică ua—v(—b)+w=0, atunci coordonatele lui Q 
verifică ecuația uy—vz+w=0, De aceea dacă P descrie o 

dreaptă, atunci Q descrie tot o dreaptă însă perpendiculară pe prima. 
3) Funcţia f se explicitează astfel: [iz y)=(%—y, x+y). Deoarece f(ze Id= 
=(2i—Vo tty), il, 2, (zu M) = fta Ya) implică tı —y, =La Yn aty= 
Zeu adică zi=2a Via functia f este injectivă, În plus, V(a, ve R3 
Kz, =(2—p, z+y=(u, v) conduce la z—y=u, 2-+y=o, adică x TE 


Fig. 79. 


PS a a d 
2 


y= T și deci f este surjectivă, Astfel f este bijectivă, 
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Hi 
$ 


Jp ` n arta oñ e pă i i ini 
l entru a arăta că f aplică un poligon pe un poligon asemenea este suficient 
să arătăm că ea duce dreptele în drepte şi că păstrează unghiurile a două drepte. î 

Fie dreapta de ecuaţii parametrice 22941, y=yo+ml, te R; Imaginea | 
sa prin f este dată de f(x, y)=/f(zo-kll, vo+-mb=(zo—yok(l—mDt, ok ok | 
+(i+m)b=(ă, Y). Dar X==zo—yok(l—m)t, Y =xokyo+(l+my, te R, sint 
ecuații parametrice ale dreptei ce trece prin punctul (Zo— Yos Zo+yo) Şi are 
direcţia ((—m, l4+m). 

Fie acum'două drepte cu direcţiile (l, m), respectiv (lz, mz). Imaginile lor 
prin f vor avea direcţiile (l4—mu, l-+mi), respectiv (lz+m la4+ma). Notind 


2 


cu e unghiul dintre dreptele inițiale și cu Ø unghiul imaginilor lor, avem 


cos D = (h — m)(la— ms) + (b 4-m1)(la+ ma) 2, 2(ll + mmz) e 


V (= m) + (4 + m)? Va m)? + (aF m) Vatm Valtr 


hly + Mama 


EEY) Die 
N vV Btm Y + ma 


2.139. Într-un sistem ortogonal xOy, fie punctele A(a, 0), B(0, b). Pe o 
dreaptă d paralelă cu AB se consideră punctul P'variabil, și fie (1j)= BP(NOz, 
{J =APA Oy. 

1) Să se determine locul geometric al -punctului M=1J()OP. 

2) Să se determine dreapta d astfel încît să fie tangentă cercului circum- 
scris triunghiului AOB. i 

3) Să se calculeze arja trapezului determinat de dreptele AB, Oz, Oy şi 


= cos ọ e.c.t,d 


d, în cazul, în care distanţa de la dreapta AB la dreapta d este ya. 


(Facultatea de matematică-informatică, Timişoara, 1973) 


Soluţie. 1) Dreapta AB are ecuația = -4 = =], iar dreapta d are ecuația 
> a 


£ an =c (constant). De aceea coordonatele (a, B) ale lui P trebuie să satisfacă 
= 


p 


relația Ep rc, 
d b 


Deoarece BP: Z=, punctul 7 are coordonatele (5>, 0) -Analog 
% 


AP: imt implică J (o A 


A d 4«—d 
ab 
gt h a ab : 
Apoi IJ.: P-D a, Opta, Rezultă că r= am t 
j ah — fa 4 P y aB — dH laa) 
B—b g~ a ; 
ast li sînt coordonatele lui M; Lia acestea adăugăm condiția 


a= b) ba~a) 
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paie 


sp 
be ay ab ba ay+ab 


B š TEE A i x 
2c şi eliminăm pe & și P. Rezultă g 
a b 


da 2a? Sn Ti 
şi deci time V do =c, adică 2ablbz-ay)=c(bx+ay-+ab). Astfel 
bx+ay-+ab be ay ab 
locul geometric al lui M este o dreaptă. A 
Precizare. În rezolvarea precedentă am lăsat deoparte cazurile speciale. 


2) Deoarece x A0B=90* centrul cercului este la jumătatea segmentului 

} A a b i 3 SA A ET A 

AB. De aceea coordonatele centrului C sînt uz ; iar raza este zT at 4 bs. 
2 


Dreapta d este tangentă la cercul AOB dacă și numai dacă distanța de 
M la G la d este egală cu raza, adică 
a b À 
UTAT ER 
Voia: 
sau 2c= (a+b). 
3) Dreapta d taie axele în M(ac, 0), N(0, bc). De aceea aria cerută are 
valoarea 


=i yapt 


Toen 
AB+MN)— V@+b’ 
( +MN) 2 Va +b (EtU +e), 


2 4 


unde c are expresia găsită la punctul precedent. 


2.140. Două laturi ale unui patrulater inscriptibil au ecuaţiile 22 —y4+4=—0 
şi e~e iar diagonalele lui sînt ortogonale și se intersectează în punctul 
Qi, 2). 
E: 1) Să se găsească ecuaţiile celorlalte două laturi ale patrulaterului. 
2) Să se afle centrul şi raza cercului circumscris patrulaterului dat. 
3) Să se afle aria patrulaterului considerat. 
4) Să se arate că dreapta de ecuaţie 3x—4y—29=—0 este tangentă cercu- 
lui circumscris patrulaterului dat şi să se afle coordonatele punctului de tan- 
genţă. 

(Facult. de matematică, Buc., 1977) 


Soluţie (fig. 80). 1)—2) Fie A, B, C, D virtutile patru- D 


AC are ecuaţia y=2 deoarece se confundă cu dreapta AQ; A 


de aceea punctul C și centrul O al cercului circumscris au 
ordonatele egale cu 2. Diagonala BD are ecuaţia =l, 


fiind perpendiculară pe AC. Din q=1, 2x—y+4=0 găşim B 
D(1,6), iardin 2z=1, 2r+y=0 obținem B(1, —2). 
Pe de altă parte, cercul ABCD se identifică cu cercul 
ABD, iar ecuația acestuia este tT?-+y’—8r—4y—5=0. Deducom 0(4, 2), ră. 
35 Mai mult, intersectind pe AQ cu acest cere obținem G(9, 2). Apoi DC : -h 
+2y —13=0, BC: z—2y—5=0, 


Fig. 80. 
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daia Aa 2a by 


laterului dat astfel încît coordonatele lui A să verifiċe siste- 
mul 2r—y+4=0 și 2r+y=0. Găsim A(—1, 2). Diagonala a 


È 


3) Deoarece AC BD avem aria (ABCD)= 22-46 2-40. 
2 


G 


4) Centrul cercului are coordonatele (4, 2), iar distanța de la acest punct 

îi ata Na 3:4—4:2—29 EI 

la dreapta 3t—4y—29=0 este d= ee =9=r.j De aceea dreapta 
9+16 

este tangentă la cerc. Rezolvind sistemul 22-4-y92—8z2—4y—5=0, 37—4y —29=— 

=0 găsim coordonatele punctului de tangenţă T(7, 2). 


2.141. Se consideră o dreaptă d, un punct M al acestei drepte și un cerc C 
tangent la dreapta d în punctul M. Pe dreapta d se consideră două puncte 
A şi A”. Cercul taie mediatoarea segmentului AA’ în punctele N, și Nz Drep- 
tele AN, şi A'Na se întîlnesc într-un punct P. Să se găsească locul geometric 
al punctului P cînd cercul C variază rămînind tangent în M la dreapta d. 

(Universitatea Bucureşti, 1974) 


Soluţie (fig. 81). Se consideră axa Ox după 
d şi Oy după mediatoarea lui AA’. Fie A'(—a, 
0), A(a, 0), M(«, 0), rT — raza cercului C. Ordo- 
natele punctelor N, Ng se determină din sistemul 
(x—a)?+(y—r)*=r°, z=0. Condiţia ca mediatoa- 
rea şi cercul să aibă puncte de intersecţie (reale) 
este r>|a|, se obține N2(0, Ir 02), N, (0, 
r+Vr2—a2). Ecuația dreptei prin A", Na 


Fig. 81. este y= IV (+a), iar prin A, Nu, y=— 
a 3 


—2+ Vř—æ (2—a). Intersecţia celor două drepte este P de coordonate t= 
a . 


EI AE AN 3 3 O 
=- ra, y=, | a] <r, a—dat. Ultima parametrizare (în raport cu r) de-.. 
T i 


termină! ocul punctului P; forma implicită a ecuaţiei locului, care rezultă prin 


È. a 
eliminarea parametrului r, este b +5 —1=0. 
a a 


2.142. Fie E o elipsă raportată la axe, A, A” vîrfurile sale de pe Oz, iar 
B, B’ cele de pe Oy şi P un punct oarecare al elipsei. 

1) Să se arate că dreapta determinată de punctele de intersecţie ale 
cercurilor circumscrise triunghiurilor PAA’ şi PBB” este tangentă în P la E. 

2) Fie Pı, Pz simetricele lui P față de centrele celor două cercuri. Să se 
arate că dreapta PP; trece printr-un punct fix. 

3) Să se găsească locul geometric al simetricului punctului P față de 
centrul cercului circumscris triunghiului PAA", cînd PEE. $ 

(Facultatea de mutematică-mecanică, lași. 1970) 
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Solutie. 1) Cercurile care trec prin două puncte au centrele pe mediatoarea 
segmentului care uneşte aceste puncte, 


„B 3 

Ecuația canonică a elipsei este pr + A +41, De aceea P are coordo- 
a bi 

natelè v=a cost, y=b sint, te[0, 27). 

Deoarece A'(—a, 0), A(a, 0) sînt simetrice față de Oy, rezultă că cercurile 
care trec prin A’ şi A au ecuații de forma z?+4(y—v) =a 40, adică 22-4+-py2— 
—2vy =a. Un asemenea cerc trece prin P numai dacă a°cos? t- b? sin? (— 

È ; y A ha, 
—2vb sin t=aă, adică 20 = —— sin t 
D 
Analog, cercul care trece prin punctele P, B'(0, —b), B(0, b) are ecuația 
yy?’ —2uv=b?, cu condiția a? cos? t-+b? sin? t—2ua cost=b?, adică 2u= 
@— dt ' 
= cos £, 
a 


Ecuația dreptei ce trece prin punctele de intersecție ale celor două cer- 


curi se obține scăzînd, membru cu membru, ecuațiile cercurilor; găsim 2ur— 
a?— b? pi—a2 
cost, 2v= 


—2oy=a2—b? cu condiţiile 2u= sin t£. Înlocuind pe 
a 


£ E Sare z cos t sin t A 
2u şi 2v, simplificînd cu a?—b?. deducem eene E =1, iar aceasta 


; a 
este ecuația tangentei la E în P obținută prin dedublare. 


a a 
2) Cercul PAA’ are centrul 0; (o. v= e sint), iar cercul, PBB’ are 


2— p? MAR ; 
cost, 0]. De aceea simetricele lui P(a cost, b sin £) 


centrul 0; [u= £ 
2a 


2 2 
față de O, şi Oa sînt respectiv Pi(—a cos £, ar sin r), P cost, —b sin r) a 
` ai 
Dreapta PPa are ecuaţia ; 


a ; 
— sin î 3 
x-+a cost uT b 
Rea E EE E, aa cca da 
cos £ sin t 
a b 


adică az sin {—by cos £=0. Aceasta trece prin origine. 
7 N 4 y 3 

3) Locul geometric al punctului P, (-a cos f, ez: sint) are ecuațiile 

parametrice 


- 


r=—a cost 


A A EO OY 
niz ei i 


sau ecuația carteziană implicită 


m bey? 
7 Et 


Aceasta este însă o elipsă. 


9 A: A A i N ; y 4 

CE “qd SDa consideră o hiperbolă H și un punct P în planul acesteia. Se 
S prin # paralele la asimptotele hiperbolei H, Fie M, N punctele de inter- 

secție ale acestor paralele cu hiperbola, 


A 1) Gare este locul geometric al punctelor P, care au proprietatea că dreap- 
a MN trece prin centrul O al hiperbolei? 

2) „Care este locul geometric al punctelor P pentru care dreapta MN este 
paralelă cu una din axele hiperbolei? 


(Pacultatea matematică-mecanică, Bucureşti, 1973) 


Soluţie. Pentru ca să existe punctele M, N (în planul finit) trebuie ca 
P să nu aparţină hiperbolei sau asimptotelor, Se consideră H le 0 
PIRI 


şi asimptotele y= 4- Lb 
a e 
1) Se consideră M(x, Y1), N(t ya), P(a, y^); ecuaţiile paralelelor la asimp- 
tote sint y—y' = + 2 (&—z'). 
a 


Restricțiile impuse la început se exprimă analitic prin 


cai y? $ + A 2 
TRA —1 #0, bxr'+ay #0. 


Coordonatele punctului M sînt soluțiile sistemului 


b ; ba'—ay7)24- 020? 
yı —y = —(xı— t’) D E OR Ta 
a n 2b(bz'—ay') 
a A „respectiv 
îi a LE EA a p= BE =) 
a pa 3 2a(bx’— ay’) 


Analog, coordonatele lui N 
ab? +(ay' -+ bx’)? ; (ay + ba”)— a202 
ASE T o e a 
2b(ay'+- bx’) z 2a(ay'+ bx’) 
Dreapta MN trece prin 0, dacă 0, M, N sînt coliniare sau Ż=7 , de unde 


Va Ha 
rezultă bx? —a’y?+ab=0. 
Dec locul lui P este hiperbola. conjugată lui H, 


y? x? 0. 


DEREN 
2) Dreapta prin M, N este paralelă cu y=0, dacă yi=ya de unde re- 
zultă z'=0; în acest caz locul lui P este axa Oy. Cazul de paralelism la v=0; 
din z; =z, rezultă că locul lui P este axa Ox. 


2,144. În planul raportat la un sistem de axe rectangulare xOy, se consideră 
parabola 2y a, Fie P un punct pe parabolă, Să se determine, în funcție de 
abscisa k a lui P: 
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1) coordonatele punctului 7 unde tangenta fn P taie axa Oz, aria tri- 
unghiului OTP şi cooreonatele centrului de greutate G al aceluiași triunghi; 

2) să se afle locul geometric al punctului G cînd P descrie parabola dată; 

3) să se arate că înălțimea triunghiului OTP corespunzătoare lui T trece 
printr-un punct fix, 


(Pacultatea de matematică, Bucureşti, 1976) 


Soluţie(fig. 82). 1) Deoarece P este pe parabo- 


VĂ 


ià, are coorbonatele P (x =). Ecuatia tangentei 
(prin dedublare) este y+- E =, sau 2y —2kt -4 
-k= 0; intersecția cu Ox este punctul T a 0) . 

Aria (07P)= 07: PQ, unde PQ este înăl- 


„3 
time în triunghiul OTP;deci aria (07p)= $: 


Coordonatele centrului de greutate sînt Fig. 82. 
Tot tota Yotyr+yr yis k K? 
TG , Ygog= =T adică ta= — = —. 
G 3 Ye F , gis Ye F 


: E i i AVK ke, 
2) Dacă P descrie parabola, parametrizarea di jr ke R) cores- 


punde locului geometric al lui G; forma implicită rezultă prin eliminarea para- 
metrului: 3y—222=—0. 


3) Fie TT” înălţimea corespunzătoare lui T; deoarece TT’ LOP şi panta 


reptei OP este m==, rezultă că panta dreptei TT’ este m=, k0, 
ecuația sa este === gz — z) , sau ky+2x—k=0. Deoarece se transcrie 


sub forma k(y—1)+2r=0 rezultă că oricare ar fi ke R— {0} ecuația este veri- 
ficată de (0, 1), adică punctul fix este A(0, 1): 


2.145. Să se determine locul geometric al punctelor de intersecție a para- 
; 3 g pad 
bolelor y =z?— 3 mr+m?+m, y=x"— —pr+p?°+p dacă LER SS) 
2 2 - ! m p mp c 
(Facultatea de matematică-mecanică, Bucureşti, 1970) 
Soluție, Pentru găsirea locului geometric trebuie să eliminăm parametrii m 
şi p între următoarele ecuaţii 


3 
j=a2— > mami m 
4 2 


3 
y=g’ TPH +p 


Scăzind primele două egalităţi obţinem e m=p-1ip=m) =0. 


Dacă p=m, atunci din ultima ecuaţie deducem m1—2mc—c=0 sau 
My pc Veta; locul geometric căutat constă din parabolele y=2z2— 


3 
a a THM?» atM, 2 
v 3 + ? sa : pa 4 
Dacă ariel dal, atunci y=22—mp. Transcriind ultima ecuaţie în 


forma c(m+}p-+1)=mp şi eliminînd pe m-pp-}1 şi mp găsim locul geometric 
FAT. Aceasta este o parabolă cu axa z= | şi tangenta în virf 


i 
f 
į 
| 


za e Tdi e N 


GEOMETRIE IN SPAŢIU 


2.146, Se dă o prismă dreaptă cu baza un pătrat ABCD. Prin virful A 
se duce un plan P care taie suprafața laterală a prismei după un romb R. 
Să se calculeze unghiul diedru format de planul P cu planul bazei prismei, 
în funcţie de unghiul ascuțit z al rombului R. 


(Facultatea de matematică-mecanică, Bucureşti, 1972) 


Soluţie (fig. 83). Deoarece AB=AD, AL=AN 
şi XNDA= x LBA =90°, rezultă LB=ND și deci NLIL 
ALDB. Pe de altă parte AM LNL, ACLBD arată că 
planul AMC este perpendicular pe planul bazei, iar inter- 

- secţia dintre planul P și planul bazei este paralelă cu BD. 


De aceea unghiul căutat este p= x MAG. Avem cos p= 
2 AN sin 
z =A —— tti, adică ọ= 


gz 
2 AN cos — 
x 
= arccos (też): 


2.147. Să se calculeze volumul unui paralelipiped 
drept cu baza un romb cu latura av, avînd.,un un- 
ghi ascuţit de 60°, știind că lungimea diagonalei 
mari a paralelipipedului este ds=5a. 

(, P. Bucureşti, 1977) 


Solaţie. Cu notaţiile din fig. 84 avem 


ACBD cra (4ABCD) = BG: DC sin +BCD= 
| 


=ay5 -ay 3 sin60° = 203, Pe de altă parte BC= DC=ay3 şi x BCD =60° 


implică BD==aV3 (adică triunghiul BCD este echilateral). De aceea AC=3a. 
Deoarece ACH este triunghi dreptunghic deducem CH = AH2—AC?=4a 
şi deci, V=CH “aria (A BCD)=6a? 4/3. 


9 > a A as AR pa 1» < m t t = ai e a 
N 2.148, Se consideră o piramidă dreaptă de muchie a y2 şi cu baza un 
pătrat de latură a. 
1) Să se calculeze aria totală și volumul piramidei. 
2) Să se determine aria pătratului obţinut prin secționarea piramidei 
. . , a 4 P . . 
cu un plan paralel cu planul bazei, la distanța — de virful piramidei. 
2 
3) Să se calculeze aria şi volumul sferei înscrise în piramidă. 
(I. P. Timişoara, 1915) 


Soluţie (fig. 85). 1) Apotema, h=2 V7; 
Am E 707; Ap=02(1+V/7). Înăl- 


țimea, 1 VP 20-02 v2 A ci 
2) Deoarece piramida VA'B'C'D' este 
„asemenea“ piramidei iniţiale, rezultă pentru 


raportul volumelor F 
v r: VO’ -A yB . 
vao o VOA 


Vo=, vo=a}j> şi deci Axror = 


yo'2 aè 
SESSA E 
E AB0D > E 5 


3) Deoarece volumul piramidei date este egal cu suma volumelor a 
BE EI GE 5 À Š a FAT G r A x 
cinci piramide, cu vîrful comun în centrul sferei 0”, rezultă V= 2 Ape şi deci 


SV = aV6 (V71, 
Atot 12 

2.149. Se dă o piramidă VABCD cu baza un dreptunghi ABCD, avind 
AB=2a, BC=a, înălţimea piramidei fiind muchia VD=2a. Pe muchia VB 


se ia un punct P şi se cere: 

1) Să se calculeze aria laterală a piramidei. \ 

2) Să se arate că dacă P este mijlocul lui VB, triunghiul A PC este isoscel 
și să se determine aria acestuia, 

3) Să se determine poziţia lui P pe VB, asttel încît triunghiul APC să 


fie „dreptunghic, 


R= 


(LP. Bucureşti, 1967; UP. laşi, INR 
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i : A VD'AD r 
Soluție (fig. 86) 1). A Appa —— mqa" 


YD-DG S) i + T 
A arpo = aa 2a (x DC =) Aa nor =- 
m ` Ai B'VA 
deoarece CB Lplan (V, D, C)); A arvaa Piada A 


m 2A APDA* (3+y2 +45), 

2) AVAB, ABCV sînt dreptunghice; dacă 
VP=PB, atunci AP(GP) este mediană relativ la 
ipotenuza VB în AVAB (în ABCV) și deci A P= 2 


(cP= = Deoarece PC = PA = T, „AA PC -este 


2 


isoscel. În AVBD, OP este linie mijlocie, deci PO= 
ai =a şi PO | plan (4, B, C, D); rezultă A Ap4c= 
FO. AC  ay5 


5 


á 


3) Se cunoaşte una din soluții, cînd P se con- 
fundă cu B. Considerăm plan (C, F, 4) VB, F 
fiind punctul de intersecție al planului cu VB. Din 
simetria față de plan (C, F, A) rezultă a doua soluție: 


AB? 8a E 
BP=2-BF=2: Ea ca (cu teorema catetei în AVAB). 


deoarece + VDA = 
BC CV 


UAR 
2 i 


ă af | ud 
a y2 | + BCV= 2, 
2 
"4a Yy 95 Ata PABCD 


2.150. O piramidă are baza un paralelogram ABCD şi vîrful V astfel 
încît muchia VD este perpendiculară pe planul bazei. Se notează cu M mij- 
~ locul muchiei VB, B fiind vîrful opus lui 7 în paralelogramul ABCD. 


Ea 


1) Să se arate că planele MAG și MBD sînt perpendiculare pe planul 


T bazei şi MA=MC, MB=MD. 


2) Să se probeze că unghiurile formate de planele MAD şi MBC cu planul 


î bazei sînt egale. 

3) Fie æ, B, y unghiurile formate respectiv de 
drepetele VA, VB, VC cu planul bazei. Ce devine 
paralelogramul A BCD dacă ctg? p=—ctg? a-+-etg? y? 


(I. P. București, 1971) 


Soluţie (fig. 87). Deoarece VM=MB, DO= 
=0B, avem MO||VD şi deci MO 1 (4 BCD). 

1) Planele MAC şi MBD conţin dreapta MO. 
De aceea ele sînt perpendiculare pe planul (A BCD). 
Deoarece MO LAC şi A0=0C, rezultă MA = = MC, 
Analog MB=M D. / 

2) Dreapta OM este axă de simetrie pen- 
tru piramida MABCD. De aceea secțiunea cu 


un plan co trece prin MO şi esto perpendicular pe A D, respectiv BC deter- 
mină unghiuri plane egale. Aceasta Înseamnă că afirmația din enunț este 
adevărată, 
è $ A ) J 
3) Deoarece V DILDA, DB, DC, avem ctg a= AD, ctg fi EA „ctg y 
VD YD 


GD 
m t Astle relația dată implică BD’'=AD'-pCD’, adică ABCD trebuie 


să fie un dreptunghi. 


2,151, Baza unei piramide OA BCD este trapezul ABCD cu baza mică 
AB=3 cm şi baza mare CD=5 cm. Știind că planele feţelor laterale OA D 
şi OBC se taie după o perpendiculară pe bază, că aria feței laterale OAB 
este de 9 cm? şi că aria feței laterale OCD este de 20 cm?, să se găsească vo 
tumul piramidei, 

(Facultatea de mătematică, Bucureşti, 19717) 


Soluţie (fig. 88), Fie (E)=DA/(CB, iar 
F și G punctele în care perpendiculara din 
E pe DC întîlneşte pe AB, respectiv DC. 

Notăm GF =x, FE =y. Deoarece AA BE = 


ADCE avem =}, adică 2y=3z. 
ty 5 


Deoarece OE L pe (DCE) și EF LAB, 
EG LDC, teorema celor trei perpendiculare 
ne arată că OGI DC şi OFAB. Astfel 
DOROG 300); Azor =9 şi deci 0G=8, OF =6. 
Apoi din triunghiurile dreptunghice EGO, 
EFO găsim 0E2=0G2—(x-+y)'=0F2—gp?. 
De aceea x?—2ry =28. 


Ecuațiile în z şi y dau z=V7.y= A ; 


cu acestea găsim 0E = = şi vol(0ABCD)= 


în Oa A BGD) -2 DER OG A Bai, GT: 
"8 3 2 
2,152, Să se calculeze volumul unei 
piramide hexagonale regulate cunoseînd 
înălțimea ei h şi unghiul 2a format de muchi- 
ile egale ale unei feţe laterale. Pentru ce va- 
„lori ale unghiului & este posibilă problema? 


(I. P. Bucureşti, 1976) 


Soluţio. Fie AB=v o latură a hexago- 
nului, M mijlocul lui AB şi SO înălțimea 
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piramidei (fig. 89, a G-a parte din piramidă). Avem OB=g și 
` à Ait T ` i Í . 9 > 
triunghiurile dreptunghice SOM şi SOB găsim- = SB sina şi SB'æzt 4h. 
SUE e 3 SE anii > åh’ sint a i A 
Rezultă Š e=(a22+-12) sin? a, de unde g= mm, Această egalitate ne arată 
4 1—4 sin? a 


are sens numai dacă 1—4 sin? a>0, 


din 


SIRA AD 
adică sin a< —{ deoarece 
2 


n > 5 i ; 
) de unde &< —. Volumul piramidei este 
6 


că problema 


-4 
3 


0x QS = 


bJ f 


O E «8 + EQ AEN hz? = 2V3 1 sina, 


3 3 2 AT sinia 


Notă. Determinarea valorilor lui « pentru care este posibilă problema si 
poate face şi astfel: triunghiul MOB este proiecția triunghiului -MSB 
pe planul bazei; deoarece *MOB= —, rezultă *MSB=< e 


2.153. O. piramidă, cu baza un hexagon regulat înscris într-un cerc de 
rază R, are muchiile laterale egale cu L=Ry/2. Să se calculeze 
1) Volumul şi aria totală a piramidei. 


2) Aria hexagonului rezultat prin secționarea pirâmidei cu un plan 
paralel cu planul bazei, la distanța z de vîrf. 


3) Raportul dintre volumul sferei circumscrise şi volumul sferei înscrise 
piramidei date. 


(Facult. de arhitectură, Timişoara, 1974) 

Soluţie (fig. 90). 1) În general; L,= 
=—2R sin Q= 
n n 


tă = Ras R LE 


V 


şi S=aria (BCDEF ©\= 
R 2/3 
a SR E 2 SES 


—3R R Ri F 
sa ND > AA vaza t Atas Apo- 


d -RYT 
tema unei feţe laterale este A = —— 
Ry7 R 3RN? 3SR'Y7 
deci ga) iri VE ae y T 
3R 
eei 


= s (V7 +vV3). 


2) Cele două piramide sînt corpuri „asemenea“; deci 


y 8S, VO vo’ 2 SR V5 ş 
i i r ÎI 77) sau Sa - [3 ) Ia e EA SNS. 
y 3: VO YO R PI 


VS i 


139 


& 
3) Deoarece centrele sferelor se află în planul de simetrie VBE al pira- 


2aria VBE) R i (d Pra T 
TIET cea TI! iar p= R (deoarece + BVE zi Raportul 


volumelor sferelor este 
Re 


A] 
k= mi (+ yâp7+byă 


midei, re 


2,154. Se consideră, în spaţiu, trei semidrepte Oz, Oy şi Oz formind, 
două cite două, unghiuri de 60°. Pe semidreapta Oz se ia un punct A astfel 
încit OA =2a. Să se determine distanţele de la punctul A la semidreptele 
Oy şi Oz şi la planul yOz. 

(|. P. Bucureşti, 1977) 


AR Soluţie. Fie B. G, D, H proiecţiile lui A, 
respectiv pe 0y, 02, BG şi yOz (fig. 91). Teo- 
rema celor trei perpendiculare ne arată că 
OD | BG. t 

Deoarece  +xO0AC=+0AB=30", avem 
AC=AB=a v3, OC=0B = a. În plus, ipoteza 
+ BOG=60° implică faptul că triunghiul BOG 


este echilateral şi astfel BC=a, DC= = ;0D= 
7 


B y =, Cu acestea găsim A D?=AC? — DC?= 
Fig. 91. 2 H „iar * din AD?=04?}0D?—20D :0H 


(teorema lui "Pitagora generalizată) deducem OH= m În sfîrşit, AH = 
= Voa2 0m = VS, 
3 


) 

2.155. Un triunghi ABC, dreptunghic în A are catetele AB=4k şi 
AC=—3k. Pe perpendiculara în A la planul acestui triunghi se ia punctul § 
astfel încît AS=—4H Fie M punctul variabil dejpe segmentul AC astfel ca 
AM=z. Se secţionează tetraedrul SABC cu un plan paralel cu muchiile 
SA şi BC obţinîndu-se secţiunea MNPQ cu perimetrul L dat. 


ML=88) si că Sk<L<10k, 


2 
2) Să se determine aria triunghiului SBG, distanța de la viriul A la 
planul SBC precum și raza r a sferei înscrisă în tetraedrul SA BG, 


P ` PN = 3k 
3) Să se arate că aria secţiunii MNPQ este maximă pentru v= Ti 


1) Să se arate că t= 


(Inst, de arhitectură Bucureşti. 1973) 
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Soluţie (fig. 92). Din ipoteze rezultă MNIIBCIIPQ, MOQIINPIIAS, 
MQ NM. Astfel, secţiunea MNPQ este un dreptunghi. În plus, BC=' 
-Va ON =5k. 

1) Triunghiul ABC este asemenea cu triunghiul 


ANM. Rezultă Š = zu — = ı Analog AMQC ~AA SC. 
5k 5k 
3k MQ 


Astfel ir Introduciînd pe PQ și pe MỌ în 
PO+MQ= 1 deducem z= Z (L- 8h). 
Relația 0<x<3k, adică 0< Š (L 8k) <3k, implică 


8Sk<L<10k. 
2) Rie SD înălțimea triunghiului SBC. Deoarece 


DE SALAD, reata SDE 


BC 
ie 4k34 BC: DS 
So G = 34 e aceea aria (SBC)= Desi 
=2y/34 k“ şi 
h AVOL(SABC) _ AS: AB-AC 4810 12k 


aria (SBC)  2aria(SBC)  4y34ke y3 


Deoarece segmentele care unesc centrul sferei respectiy cu punctele de 
tangenţă ale fețelor sînt perpendiculare respectiv pe fețe, piramida poate fi 
descompusă în ,subpiramide“ în care aceste segmente să fie înălțimi. De aceea ~ 
r[aria (A BC)-varia (A BS)+aria (ACS)-+aria (BSC)]=3 vol (SABC). Pe de 
altă parte aria (ABC)=612, aria (ABS)=812, aria (ACS)=—6k2, aria (BCS)= 
= 2 3 = 3: ri ARAS & 

V 3412, vol (SABC)=8k?. Astfel r OFV ` 

3) aria (MNPQ)=MN MQ= Ë (3k —a?). Binomul are valoarea ma- 


S 3k 3 
Xima E Dre rspal 5 


2.156. Se consideră un romb ABCD cu unghiurile +B=— %D<90°, 
diagonalele AC=2a, BD=2b, intersectindu-se în O. Se duce din A o perpendi- 
culară pe BC care taie pe BD în H. 

1) Să se calculeze lungimea segmentului AH în funcţie de a şi È. 

2) Să se determine unghiurile rombului ştiind că latura sa este medie 
proporţională între diagonalele sale. 

3) Să se calculeze tangenta trigonometrică a unghiurilor rombului ştiind 
că aria laterală a corpului născut prin rotirea sa în jurul diagonalei RD este 
egală cu dublul ariei sferei de diametru AC, 


(I. P. Bucureşti, 1972) 
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Soluție (fig, 93). 1) Observăm că aria (A BC) =ab = SELTS a t Va +, 


De aceca/A E == -5 Pe de altă parte, patrulaterul OHEC este inscriptibil, 


Va +b? 


lucru ce implică AH:':AE=A4A0:AC. Din acestea găsim 
a 2 PTEN E 
Å H E E bă, 
b 
SN maiki 2 nep 3 
2) Egalitățile AB°’°=4ab, a=A B sin, b=AB cos B im- 
2 2 
ie n 1 s y t ; ; f 
plică sin B= FE adică + B=30° şi deci A =150°. 

3) Prin rotirea rombului în jurul lui BD ia naștere un 
corp format din două conuri egale. Aria acestui corp este 
2ra ya- b?. Egalitatea 27ra Væ+b=8ra implică = 7 = 

b 15 


B 
=tg Ta Cu acestea găsim 


Fig. 93. 
2 
2 1 
TE aB. 7 
Ş 2 


Apoi tg,0=— VE, 


2.157. Un trapez dreptunghic ABCD (AB baza mare, CD baza mică, 


AB | AD) se roteşte în jurul bazei mari. Cunoscînd AB=13 cm, CD=10 cm, 


BC=5 cm, se cere să se calculeze volumul și aria totală a corpului astiel 


generat. 
4 (I. P. Bucureşti, 1977) 


; Soluţie. Ducînd CHAB (fig. 94) găsim CH= 
= V BC —HB?=4 cm. Deoarece corpul generat prin rotația 
trapezului este format dintr-un cilindru, şi un con, avem 


V=r:CH? DO pn :CH? 'HB=176 n cm şi A=r-CH*+ 
2n -CH:DC+r -CH:CB=116 m cm? 


2.158. Mijlocul unui segment de dreaptă AC de lungì- . 
me dată 2R se notează cu B. Pe AB şi AC ca diametre 
Fig. 94, se construiesc două semicercuri de aceeaşi parte a dreptei 

AC. O secantă variabilă ce trece prin A taie cele două 
semicercuri în D, respectiv: E. Notind cu q unghiul format de secanta 
variabilă cu dreapta AC, să se exprime în funcţie de R şi z volumul corpului 


obținut prin rotația triunghiului CDE în jurul dreptei AG. 
(Institutul de mine, Petroșani, 1974) 
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Sotnţie (fig. 95) Volumul este V= & D'E(DD’ EE” DD 0) 


5 


tD a D'CDDA, 
3 K] 


Deoarece EE’ BG cos t2 R sin a cos, DD 


RR’ j 
noem a ÎN AID E COS Z, AI =m 
Li 


Did fi Ta 
. d —. sR cog’ U, B'O ni 
2 


LEE ctgre2R costa, AD 
ah — AB' = IR sinta, D'E’ = AE' — A D! m AD w 
R cost a, D'G=2R—AD'= R(1 -sint a), rezultă că 


» n N i [i 
Ve re R cos? e(R2 sin! w cos? t-pAR? sin? æ cost z-h 


HIR? sin? x cos? 2). S 2R sin? v'4R” sin? x cos? z— Fig. 95, 
n 3 r 7 4 ` 
a R( 4-sin? x) R? sin? x cos? x=» y R?(7 sin? x cost z -p 8 sint z cos? z— 


> è > T 9 a: CL iba 
— sin? x cos? r— sint x cos? x) = F R? 6 sin? x cos? gma Ta sin? 2z. 


2.159, Se consideră dreptunghiul ABCD. Pe latura AB a acestuia se ia 
un punct M. Dreptele DM şi CM taie laturile BC ṣi AD respectiv în punctele 
P ṣì N. 

1) Presupunînd M fix şi segmentele AD=a, AM=m, MB=n date, 
să se afle aria trapezului. CDNP. 

2) În condiţiile de la punctul 1) să se afle volumul V al corpului generat 

< de trapezul ABPN prin rotirea lui în jurul laturii AB. 

f 3) În aceleaşi condiții, să se calculeze aria corpului obținut prin rotirea 

“triunghiului CMD în jurul lui AB. 

E 4) Să se verifice că aria: triunghiului MNP rămîne constantă cînd M 

variază pe AB. 
S (Facultatea de arhitectură, Timişoara, 1974) 


Soluţie (fig. 96). 1) Din AMNA = AMCB rezultă T A n „sau AN= 7, 
3 2 
Analog, BP= *. Rezultă aria (A BPN) = UE = Xm+n) 
m 


mn 


şi aria (CDNP)= L, 


mn 


2 
2) V=34B(BPipAN?pBP-AN)—-Tat(mpn) (Sp p. 
m 
+ p + 1) s 
n 
3) Aria totală a corpului se sumează din ariile late- 
rale ale unui cilindru şi două conuri: 


Ars=27rA D:CDHrBC:CM-hrAD:DM =2ra(m+4+n)-h 
+ naVa2 n? nava mi na(2(m+ n) yapni- 


+V aF mi). ; Fig, 98 


4) O variantă, trigonometrică: aria (PMN)= 1. PM -MN sin B; tga= 
2 i 


a 


==, tgy==, PM= 


n 


rezultă că aria (PMN)= + 


1 
= —Mmn 
2; A 


n m 


+, MN = Deoarece sin f = sin («+y), 


cos y Cos & 


sin (8-4 me tga + tg" 
2 2cosa cosy | as e ar Tn, a a 


= R (m+n)= aria (A BCD) = const. 


1 
2 


2.160. Într-un con circular drept de rază R și înălțime A se face o secţiune 
plană printr-un plan paralel cu baza conului, situat la distanța z de virf. 
Se consideră conul care are ca bază această secţiune și avind vîrful în centrul 
bazei conului dat. Să se determine z astfel ca volumul conului construit în 
felul acesta să fie maxim şi să se calculeze apoi aria totală a conului de volum 
maxim determinat mai sus. 
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(I. P. Cluj-Napoca, 1973} 


Soluție (fig. 97). Din AVO,B'~AVOB rezultă 


că 0,B' = z, Oaie 0B'— V E phr). 


22 2 
Vo = 00; -0,B2= (ha) ToT Taha) 


Fie f(x)=x’(h—z). 
Deoarece f'(2)—2hr—3a?, rezultă că f'(x)=0 pentru 


2h : 
ip =0 z= 2 = F e valoarea lui z pentru care 
3 


AxR?h p’ 
. V este maxim: V maz™ x ; Aso =xO0B'-B'0-+ 


81 
2 
Tro B2 nA yaR pipri -a == ARER + 
+2R). 3 


2.161. Un con circular drept care are raza bazei 
R şi înălţimea h=2R se taie cu un plan paralel cu 
planul bazei, determinînd astiel un trunchi de con 
cu înălțimea d. 

1) Să se calculeze volumul acestui trunchi de 
con în funcţie de R și d. 

2) Să se determine d în funcţie de R astfel ca 
în acest trunchi de con să se poată înscrie o sferă. 


(i v (Ingineri, 1973) 

Soluţie (fig. 98). 1) Fie r=OG. Din EV AGD 

Ay Vo aa ASE. 
=zAVO,B rezultă Tie adic = = 


P4 VA + 


d ` nd 
r=R——. Cu acestea putem calcula volumul V= = 
La] € 


3 
(a 3 =] = H (12 0RI+), 


2) Se pune condi 


[ii R ( Ra 


tia 0,C+0,B= BC, adică r+R=G, unde G este gene- 


ratoarea trunchiului de con. Pe de altă parte G2=d2+(R—r)?. Dia acestea 
găsim d= R(V5—1). 


2.162. Un trunchi de con are aria laterală 4ra? și înălțimea a, iar gene- 
ratoarea sa este egală cu suma razelor bazelor. Să se calculeze în funcție de a 
razele bazelor și aria laterală a conului din care provine trunchiul. 


(. P. Bnacureşti, 1978) 
Soluţie. Notind 0OA=R, 0'E=r, avem AE=R+r, 
FA=R=—r (fig. 99). Din n(R+r)?=4ra? rezultă R+r= 
Pe de altă parte R—r=FA = VAE? — FE? = 
WREN —a=a V3. Astfel găsim R=a ( o pa 


=a (1 aL) 


Din asemănarea triunghiurilor VO'E şi VOA rezultă 
O'E VE 


——— , adica INS T VARII, 
OA VA 


R VA 
R(R+r) 2V5 
E hı F 


s ) si deci aria laterală a conului 
va fi nR-VA= T= (12+7V5). 


. De aici obținem VA = 


2.163. Într-un con circular drept este înscrisă o sferă. Ştiind că raportul 
dintre volumul conului şi volumul sferei este m, să se găsească raportul 
dintre aria totală a conului și aria sferei, în funcţie de m. 


(I. P. Bucureşti, 1975) 
Soluţie. Fie r raza conului, h înălțimea conului și R 


raza sferei (fig. 100). Avem V,— =È; A, =4rR?} V= ; 


A Ac=n Enry EER. Observăm că 


x° h 


= 


(1) Va R 


Pe de altă parte, din asemănarea triunghiurilor 
ia R FAES 
VOC şi VBD deducem ARR Aceasta implică 
V+ ht r 
rh 


=R. 


Astfel 
Vii rh R 


2 A PER ra dn oil 
2) A, $ rii. 3 


v iy i A 
Deoarece — =m, relaţiile (1) şi (2) ne dau = =m, 
E A, 


2.164, Un con circular drept cu generatoarea a, are trei generatoare 
perpendiculare două ctte două. 

1) Să se alle volumul conului, 

2) Să se afle aria sferei înscrisă în acest con. 

3) Să se afle raportul ariilor calotelor 
determinate de cercul de tangenţă al sfe- 


rei cu conul. 
(1. P. Cluj, 1973) 


Soluţie (fig. 101). 1) Deoarece 
VA=VB=VC=a şi AVLCV_LBV, tri- 
unghiul A BC este echilateral și AB=ay2. 


Ținînd seama de legătura dintre raza R a 
cercului circumscris triunghiului A BC şi 


latura A B, găsim R= a + Apoi, egali- 
3 


tățile VA =a, AO=R conduc la 


E) sa 
da2 a 3 3 2ra? 
COEN A E E a a EASO AE amar 
3 y3 3 9V3 
& SA OA d O'E Vo' VO—0'0 
2) Raza sferei înscrisă în con este O'F. Dar —= =, 
OE VE VE 


, a A E 7 2 ze REN 8na N z 
0'0=0'F şi de aici găsim 0'F= T (V3 —V2), iar A= = (V3 -VJ 
3 
3) Succesiv avem 
Ay _ 270 F:GH _ GH _ O0'H—0G _ O'F—O'Fsin xOFG  1—sin xOVE 
= — a za 


— = - 


Aa 220'F-0G OG 00'+0'G TI O'F+0'F sin x O'FG 1-+sin x OVE 


A wS QE NE 

VE V3 
OE Vă =(V3 — V32)? 

itg F= 

y3 


2,165. În interiorul fnt con circular drept se consideră două sfere deter- 
minate prin condițiile; sferele: au centrele pe axa conului şi sînt tangente 
exterior Între ele; ambele sfere sînt tangente generatoarelor conului, iar cea 


? 
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> 


Y 


` 
mai mare dintre ele este tangentă de asemenea planului bazei conului. Presu- 
puniînd cunoscute razele r şi R ale celor două sfere, să se determine: 
1) semisuma razelor cercurilor formate din punctele de tangenţă ale 
sferelor cu generatoarele conului, 
2) volumul conului. 


(Facultatea de matematică-mecanică, Iași, 1970) 
, Soluţie (fig. 102). 1) Deoarece tangentele duse dintr- 

un punct la un cerc sînt egale, avem HM=HT=HF. 
Pe de altă parte MPIIHTI|ED. De aceea TH este linie C 
mijlocie în trapezul DPMF şi deci TH= = (PM+ 


DF), unde PM şi DF sînt razele cercurilor formate din 
punctele de tangenţă ale sferelor cu generatoarele co- 


nului. Astfel TH = = (r+R) cosa, unde «= + 0,FD= 
= %0MP= x BCO. 

Din r=0,M =0,C sin g, R=0,F=0;C sin a găsim 
R—r=(R+r) sin a, iar de aici cos a= y1 —sina = 


2V7R. - i Sa 
= a. Cu acestea avem TH=VyrR. 


„OF F 
DDD Gă deducem R ____CO. osa E 
9 OB CO1+C0; sin'a 
0 SAE $ ; 
SSE adică AOp a E A ta 0C= 
1+ sin a COS a F 
a 
E OB ctga 2%, 
E i Fig. 102. 
-Op2. Ze 
Astfel, y=— 08:00  _2%R ; 
3 3r(R—r) 


2.166. Un trunchi de con este circumscris unei sfere de rază egală cu 
unitatea; se știe că raportul numerelor care măsoară volumul şi suprafața 
laterală a trunchiului de con este un număr dat m. Să se calculeze razele 
T şi y ale bazelor trunchiului de con. Să se discute rezultatul în funcție de 


parametrul real m. 
(I. P. Braşov, 1970) 
Soluţie. În figura 103 avem CE=CG, BF=BG, res- 
pectiv ca tangente duse dintr-un punct la un cerc. 
Apoi observăm că (z+y)2=22+(y—z), adică zy=l. 
Dacă notăm z+y=t, atunci trunchiul de con are 
volumul (2-1) şi aria laterală xl. Impunind con- 
diția din text găsim 2(12—1)=3mb, adică (2—3m)t=2, 
Pentru ea această ecuaţie să aibă soluții în t se impune A Ey R 
2—3m>0, adică m< £, ; 


DE EC 


Astfol găsim sistemul 


~ i 9 : 2 
tyl =i 0 aema S 
! 2—3m 3 


wye, 
A A 9 pa 
care este echivalent cu ecuaţia 2" —z — + 1=0, Această ecuație trebuie 
2— 3m 
să aibă rădăcinile pozitive, distincte z şi y. Deoarece produsul zy şi suma z+y 


— 2? 


; ey gi ie ai 2 6(2m—1) f 
sint pozitive, rămîne să impunem condiția A )-4 m e 
$ 2— 3m 2—3m 
sie | PER 21 —Vâm=: 21 +V6m =: 
Rezultă — <m < — şit= VU —V6m 23), , yj. == Vă +V6m 5), 
A 3 2V2 =3m 2V22 3m 


2.167. Două sfere de centre O, O, și raze R, R, (Rı<R) sint tangente 
exterior. Să se afle aria laterală a trunchiului de con ce are ca baze cercurile 
de tangenţă cu cele două sfere ale conului circumscris sferelor. 

(I. P. lași, 1973) 


Soluţie (fig. 104). Aria laterală este A rs;= 
=mA B(BC+-A D). Deoarece AE0O, — paralelo- 
gram, AE=00,=R+R,, iar BE=R—R. Din 
AABE — dreptunghic, AB=yAE?-— BE? = 
=2 VR- R,. Deoarece xEAB=+OBC (au la- 
turi perpendiculare), rezultă AEAB-AOBC și 
deci BC = 08. sau BC= = 2RVR:R_. Analog 


AB AE R+ Ra 
se obţine Ane Aaaa din A0,A D ~A0BC. 
1 


În final, An =A4rR-Ru 


2.168. Fie Sı, S2 Sa trei sfere cu centrul O 
şi razele rı, T2, rs date încît n <ra <ra ri+ri=r- 
Fie P un punct pe sfera Ss. 

1) Să se calculeze în funcţie de T, şi ra ariile 
laterale A+ şi A» ale conurilor cu virtul în P înscrise 
în sfera Ss şi tangente la sferele Sı, respectiv Sa. 

2) În cazul în care As=AsV/5 să se calculeze 
unghiurile pe care le fac generatoarele celor două 
conuri cu dreapta OP. 


(Ingineri, 1978) 
Soluţie I. Presupunem că baza conului „tane 


Fig. 105, (tig. 105). 
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gent“ la sfera Sı nu este tangentă la sfera Si 


* 


27 


a 


e 


î C Ṣi de rază R. 


"situat în planul P; A fiind un punct fix în spațiu să se 


lL) Atunci din triunghiul dreptunghic PTO găsim PT =Y- r= 
Se observă însă că 7 este mijlocul lui PB; deci TB=r;, şi BQ=2ry. Din asemă- 


pi D BR  2r fit 2 
narea APTO~APRB deducem — =", adică BR= 21, Astfel 4= 


=Ta, 


i f ri T3 T3 
nnr? Anir? 
=rBR-PB=—— = N! 
Ta Viti 
x „a 
ARTIT, 
Analóg Ag = : ’ 


V At 

2) Relaţia A =A42V3 implică ra=r;y3 şi deci r3=2r;. De aceea unghiu- 
rile cerute sînt 0,=30%, 0,=60%, 

II. Presupunem că baza conului „tangent“ la sfera S; este tangentă 
la sfera Sı. În acest caz BT=BR=r,, ca tangente duse din B la primul cere. 
Rezultă că ABP este un triunghi echilateral, şi deci + OPT =30°. Aceasta 
E = AQ Ea . Aa 1 
implică rs=?r,, ra =TV3 şi deci Za e IE 

i E 

III. În ipotezele din problemă, baza conului „tangent“ la sfera S, nu 

poate fi tangentă la sfera S. 


2.169. Se dă o sferă S de centru 0 şi de rază R şi un segment fix AB 
de lungime l; din punctul M variabil pe S se duce dreapta (d) paralelă cu AB 
pe care se consideră punctul N astfel încît MN=AB. Se cere locul geometrie 
al punctului N. - 


2 (Pacultatea de matematică-mecanică, Bucureşti, 197 0} 


Soluție (fig. 106). Din O ducem segmentul OC paralel şi egal cu AB. 


i Deoarece MNLLAB, rezultă MNILOC şi de aceea figura OCNM este un 
| paralelogram. Astfel CN=0M =R. Cum însă C este un 


punct fix rezultă că N va descrie o sferă cu centrul în 


2.170. Un punct mobil M descrie un cere cu centrul Q 


determine poziţia punctului M astfel încît aria triunghi- 
ului OAM să fie maximă. 


(Facultatea de matematică-mecanică, Bucureşti, 1970) 


Soluţie, Construim fig. 107; notăm'cu A’ proiecția lui A 
OM -OAsin x(OM, 0A) 
A en EOUM 0) 
2 

e . re 
şi OM =—const, maximul va fi atins pentru sin (0M, 
D4)=1, adică pentru MO LOA. Ţinind seama de una 
din reciprocele teoremei celor trei perpendiculare, dedu- 
teem OM 1 A'O, 


pe planul P. Deoarece aria (0A M)= 


. 


2.171. Un punct mobil M din spaţiu se roteşte în jurul dreptei (D) 
într-un plan perpendicular pe (D), descriind un cere de rază r şi de centru 
0e(D). Să se determine poziţiile punctului M astfel încît distanța dintre (D) 
şi dreapta AM, A fiind un punct fix din spațiu, să fie maximă. Discuţie. 
(Prin definiţie distanţa dintre două drepte în spaţiu este lungimea segmentului 
de pe perpendiculara comună, cu extremităţile pe cele donă drepte.) 

(Facultatea de matematică-mecanică, Bucureşti. 1970) 


A 


Soluţie. 1) Presupunem că proiecția B a lui 
A pe planul cercului este exterioară (fig. 108). 
Din O ducem perpendiculara OC pe BM. Deoa- 
rece OC LAB rezultă că OC este perpendiculară 
pe planul determinat de AB și AM. Acestea im- 
preună cu OC (D) arată că dreapta OC dă diree- 
ţia perpendicularei comune. Prin C ducem o para- 
lelă la (D) care se întilnește cu AM în F; prin F 
ducem o paralelă EF la OC. Evident segmentul 
EF(=0C) reprezintă distanța dintre dreptele (D) 
Fig. 108. şi AM. Notînd +O0OBG=a avem EF = 0C = 
=OBsin a; a«=unghi ascuţit. De aceea EF este 


maxim cînd «= maxim; unghiul a este maxim cînd BM este tangentă la cerc- 


şi CM. Maximul distanţei este r și se atinge în punctele de tangenţă ale 


tangentelor duse din B la cerc. 
2) Presupunem că B aparţine cercului. În: acest caz EF=0C=0B sin « 


este maxim cînd a= adică B=M. 
3) Presupunem că B cade în interiorul cercului. În această situație 
EF=0C=0B sina este maxim pentru ami, adică BM | 0B. Maximul 


este OB și acesta se atinge în punctele M de intersecție a cercului cu perpen- 
diculara dusă prin B pe OB (în planul cercului). 


ba y / 


y 


3.7 


` E NA 


TRIGONOMETRIE 


2.172. Fiind dat unghiul «€ fo, Ths să se arate că unghiurile z şi g supuse 


condiţiilor a<r<y<2z verifică sistemul - 


sin z+-sin yA+ sin g=0 
cos z-+cos y+ cos g=0 
dacă şi numai dacă s 
„27 „4 
r=a-b “za J=g- a Ci 
i (I. P. Bucureşti, 1917) 


Soluţie. Observăm că 


d şi 


sin x-+sin y+sin «=0 De Pele zis cos UE sin (an) 
2 


<> (2) e 
i 2 JPI y—x sat i 
cos z-kcos y-kcosa=0 CON SA OO ter aere («-br) 
Evident (1)=(2) şi sînt mai. multe ipoteze decit este necesar. 


Invers, să arătăm că (2), împreună cu celelalte ipoteze din problemă, 
implică pe (1). Mai întîi observăm că a<r<ysâr, ae fo, =) ne conduc 
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la a< Ut? «o Qe ZE 


= askenean (4 arată că. UZ g 
aia ST m. De asemenea (2) ne arată că TE #r/2. De 
aceda. di y+e ytz +a 
aceea, din iga =tg (a+r) a< ar <2r, deducem “ËE - søm şi apoi 
2 ; 2 í 
` ana yt 1 j—x —* 
din COS — m —, 0< Va < e b găsim US a 
2 2 2 2 2 3. 


9 e Y . . . w 
2.173. Să se rezolve ecuația trigonometrică 


sin (74-a) cos (3x-+a)-+sin (Bz-4+a)-+ cos (7z-+a)=0, 


unde a este un unghi dat. 
(I. P. Bucureşti, 1976) 


Soluţie Grupăm primul termen cu al treilea şi al doilea cu al patrulea. 
Transformînd în produse, obţinem 


2 sin (3z-+-a) cos 27-+2 cos (5x-+a) cos27=0 sau 
„cos 2a [sin (3x-k-a)-k-cos (5z-+a0)]=0. 


„ Din cos 2x=0 găsim t= ARE „keZ. Apoi avem cos(bz-+a)= —sin (3z-+ a4) = 


= cos(2- sata) Aceasta implică 


5r+a=++(r/2+3r+a)+2mr, MEZ, 
care ne dă 


a] 


ejas 


+mr sau xt=—r/16—aj4+mrj4. 


7 2.174. Să se rezolve ecuația 
sin 3a 


'Dsin æ+sin 22—39 7 


g 


(I. P. Galaţi, 1970} 


Soluție. Evident a#0. În plus observăm că ecuația se transcrìe astfel 
sin 3% 


"Osin a+sin 20—9 4 


Deoarece bazele sînt egale, rezultă a(sin z-l-sin 2x)=5 sin 3v. Ținind seama 
să sin 2xr=2 sin x coss, sin 3x=sing(3—4 sin? x)=sìn t(4 cos*v—l1), găsim 


sin «(20 cos? v—2a cos r—5 a) =0 
Din sin z=0 deducem v=k'm, k'eZ. Apoi observăm că ecuaţia 


20) cos? z—2a gos v--5—a==0, 
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A 7 CI 


aiy 


S 
i 


1 AEG 4 ) Pi Bate 
are soluţiile cos tyes — =, COS tgm ——, Prima conduce la t=- o Hakr, 
2 10 í 


a+ d5 


i f i y a5 
kez, iara doua dă v= -arccos —= -+2mr, meZ, numai dacă os &f--1, 1), 
10 ) 


adică ae[—15, 010, 5]. 


2.175, Să se rezolve ecuația 


cos ar cos 3ax-l- cos baz stă 1/3 
sin ao-+-sin 3az4-sin Bax 
(Facultatea de matematică-mecanică, Bucureşti, 1978) 


Soluţie, Evident se impune condiția a40, Deoarece cos az-ț-cos bazam 


2 cos Sat cos 2a%, sin ax--sin 5az=2 sin 3az cos 2ax ecuaţia se transcrie în 
forma i 


(1+2 cos 2ax)cos Sax V5. 
(1+2 cos 2axv)sin 3 ax ; 


Aceasta impui 1+2 cos 2ax #0, sin 3ax40 şi ctg 3ax= y3. De aceea t= 
T 

= — A . kez. 
15a 3a * 


$ 


2.176. Se dau f(x)=acosv—sing, g(x)=a? cos? z—sin? z, h(x) == 
=(@—1) cos 2r—2a sin 2r-+a?-+1, unde a este un paramen real i. = 
1) Să se arate: că h(2)=2f2(2), Væ. 
2) Să se rezolve ecuaţia f(x)=g(x) pentru a=1. 
3) Să se transforme g(x) în produs de funcţii trigonometrice. 
(I. P. Timişoara, 197%) 
Soluție. 1) Avem 2f (@)=2a? cos? 2-2 sin? 2—4a sin x cos r= 


= a2(1 +cos 22) —(cos 2x—1)—2a sin 2v=(a?—1) cos 2x—2a sin 2x-+a?+1 = 
ERNE); VT: 


2) Pentru a=1, ecuația f(x)=g(x) devine cos r—sin x=cos? y—sin? s 
Rezultă cos z—sin x=0, adică x=kr-} zi keZ, sau cos x+sin v=1, adică 
cos (2=2)= a-și deci t=2lr, Arh È, lez. 

3) Se observă că g(x)=(a cos x—sin x)(a cos v+sin x). Deoarece ae 8 

Zas A sin (&—x)sin(e+-0) - 
putem pune a=tga. Cu aceasta găsim g(2)= E cpr O 


2,177. Să se determine valorile lui m pentru care ecuaţia Vi=oos 2 da 


-+41 Feos 2z=m admite soluţii în intervalul 1=[0, 74). Pentru m= Vă să 
se determine soluțiile acestei ecuaţii, care se găsesc în intervalul Z. 
(|, P. Bucureşti, 1978) 
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Soluţie, Deoarece 1 —cos 29 sin? g, 1-cos 2 ==? cos? æ, ecuația dată 


este echivalentă cu sin X-t|cos je F xe[0, m] sau |cu: ? 
z A 


` EA m E A [e PA f 
SIN ZA COS t= Ea ve |o, a ȘI sin %— cos g= e ze [x]. 
Va 2 y2 2 


á 


Acestea se pot aduce la forma 


Deoarece (ca) Po a a se rezultă LE) Pati gi; 
4 4 4 TRE fo 3 
adicăme| 93 2 , 


Pentru Sp găsim z,=0, EROI BLA ȘI I1s=r 
2 


2.178. Se dă expresia 


E(x, m)=cos amy Jet, 
2 
1) Să se exprime E(x, m) în funcţie numai de sin z și apoi să se rezolve f 
ecuația E(x, 1)=0. i 
2) Să se determine valorile parametrului m pentru care ecuaţia 
Eur, m)=0 admite soluţii. 
(I. P. București, 1975) 


Soluţie. 1) Deoarece 1—cos2z=2 sin? x găsim 


E(x, m) = —2 |sin zh?4+m |sin z| +1. 


În particular, —E(x, 1)=2 |sin z|?—|sin z]—1=—0 ne conduce la k; 
Isin; z= HHE —1, adică r= + E m, keZ. 
2) Prezentăm rezolvarea sub forma unui şir de implicaţii: 
E(z, m)=0 > 2 |sin x|?—m |sin z|—1=0 3 22—mt—1=0, y 
t=] sin zje[0, 1] = fa E NE e, 1] = mVs <4, ms. Ecua- 
ţia în £ nu poate avea două rădăcini pe [0, 1]. 
2.179. Se dă ecuaţia 
cos? 2—2a cos t- b =0 i 
cu necunoscuta cos T. $ 
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RERA gr «+ 


1) Ce relaţii trebuie să satisfacă a și b pentru ca ecuaţia dată să admită 
soluţii distincte? 

2) Dacă cos tı şi cos x sint rădăcinile ecuației anterioare, atunci să se 
formeze ecuația care admite rădăcinile cos 2%, și cos 2, 
(. P. București, 1972) 


Soluție. 1) Mai întîi se impune condiția A'=a2—b>0. Deoarece necunos- 
cuta este cos x trebuie să avem —1 < cos 2, sl, —1 < cos zg < 1. Facem ipoteza 
COS Za SCOS Va şi Observăm că ea implică 
COS T1 -+ COS Ta 
2) 
Această situaţie este asigurată dacă impunem 


—1 scos t< <Cos ta S1. 


—l sasi f 
ED: Îl i = —(14+2a4.0). A'<0 
i). I(E) aa). A’ <0. 


Astfel ecuația dată admite soluții distincte dacă a şi b 
satisfac relațiile—1 <a<1, a2—0b>0, 1++2a+030, 1—2a+b>0, 
adică punctele de coordonat (a, b) aparțin regiunii din Fig. 109. 
fig. 109. 

2) Avem. cos t, +C0S Ta=24, COS COS tp=b. De aceea găsim cos 2x4 
+cos 2x3=2 cos? 21—1-+2 cos? za—l=2(cos? qı- cos? £) —2=2[(cos tit 
ECOS Tə)” —2 cos za COS £] —2=—2(4a2—25—1); cos 2x, cos 2za4=(2 cos? z,—1) 

T (2 cos? z2a—1)=—4 cos? za COs? Ta—2(cos? 1+ cos? Ta) +l =(2b+1)?—8a?, Astfel 
T ecuația căutată este 


cos? 2r—2(4a?—2b—1) cos 2r+(2b-+1)?—8a?=0. 


2.180. Să se arate că ecuația ; , 
m sin 2x—y2(m—2) cos 2r=y2 m sin x 


are soluţii oricare ar fi m real şi să se rezolve. Să se afle mulțimea valorilor 
lui m astfel ca toate soluțiile dependente de m să fie arce din cadranul doi 
Să se verifice rezultatul. 


(Facultatea de studii economice, Timişoara, 1971y 
Solnţie, Succesiv putem scrie 
2m sin x cos v—Vă(m—2)(2 cos? v—1) —Vă m sin z=0, 
(YZ cos z—1)[m Vă sin z—Vă(m—2)(V/2 cos + 1)]=0. 


Ecuația YZ cos z—1=0 dă ze de $ b2hr, kez, Ecuația myă sin x— 


—2 (m—2) 008 z=YVăim—2) este de forma a sin tb cos =c, 
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) 


Dacă m=2, atunci ecuația se reduce la sinz=0, adică t=kr, keZ. 
Dintre acestea numai r=(214-1)m, leZ sînt în cadranul doi, 
3 . + .. p p 9 VĂ s H 
Pentru m2 ecuaţia admite soluții numai dacă c° <a’-} b”, relație care 


I~ 


în cazul nostru se verifică; exprimind pe sin x Și cos 2 în funcţie de tg — găsim 
| SIE 


4 


(1) (m=; (V2 —1) tg E. «ari tg= —(m —2)(V/2- +1) = 
de unde 
a = mam IP, 
a (m= 2(V2—1) 
Explici citarea arcelor x este evidentă. 
Să Presupune că toate soluţiile ecuaţiei (1) dau arce în cadanul doi, 
adică = > = < S (mod. 27): Rezultă 1< <tg= < 00, adică se impune condiția 
ca ambele soluţii. ale lui (1) să fie supraunitare. Pe de altă parte se observă 


că pentru mz2 produsul rădăcinilor lui (1) este — a = (0/21)? <0, 


adică o rădăcină este negativă și alta este pozitivă, ceea ce contrazice 
enunţul inițial. 


2.191. Să se rezolve ecuaţia 


(1) sin z-+-sin 2x+sin 3x=—0 


(Universitatea Craiova, 1971} 
Soluţie. Deoarece sin z-A-sin 3x=2 sin 2x cos x găsim sin 2a(2 cos t+1)—=0° 


sa ES k 1 sag 
Rezultă sin 27=—0, adică -x= F keZ sau cost=— S adică z= + 


ae m Alm EZ: / 
“Observafie. Ecuația (1) poate fi con iderat ca un caz particular al ecuației 


(2) > sin kr=0: 


Pentru rezolvarea ccuane (2), împreună cu F= 5) sin kx se consideră 


st 1 s 
si expresia E= 5> cos kx şi se observă că E+iFs X Cos ket sin kr)= 
k=l 
n 
sa 2 co z+i sin z)”. Dacă se pune z=cos %®-+i sìn V, rezultă | A 
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eee ~ 


ñ ni n 
a E T 3 CEA sin —- 
rc RR] £~ 2 =g e en di 
Pe de altă parte :=— m = mm ? m Și zl «e cos t- 
FAN 1/3 1 1 
= = sin = 
7 +i sin 2=l + {cos t=1, sin t=0) ee t=2mm, MEZ. Ap tfel 
nx 
l (ni) i 
n+ 1)x 2 Ș 
cos (re s, amr, $ 
E- -2 a 
sin = me, 
n, , tr=2mr, 
i ul 
H ije sin = 
CA n v 2 A 
$ i sin nt E = sa, xz2mr, 
a 2 v 
sin = mez. 
s 0, t=2mMT. 


Ecuația (2) este echivalentă cu F(x)=0. De aceea soluțiile ei sint 


x E pez Ul dez)» 
z n+i 

nr 

; 4 sin F 

Ecuația E=0 este echivalentă cu cos i-a =0, t4 amr, MEZ. 
sin È 
A 2 
Astfel ea are soluțiile (aa pezoj A ez 
n . 


2.182. Se dă ecuaţia 
(m—2) cos 6x-4+-(6—m) sin 3z-+-4—m=0, MER. 


1) Să se rezolve ecuaţia. 
2) Să se discute ecuaţia. ; 
(Inst. petrol şi gaze, Ploieşti, 19757 
Soluţie. 1) Trecînd la sin 3x, ecuaţia devine 
2(m—2)2 +(m—6)t—2=0, t=sin 3x. 
1 Tu Ar > ý 
Soluțiile sînt; t= — =, r=(=1) = +=, keZ, iar pentru t= 
i f M 2” EA dtz : p ETRS 
4 E == CD arcsin t+ ET, KEZ, dacă h= 
3 m=2 m—2 
lui fa nu-i corespund soluţii ale ecuaţiei trigonometrice. 
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2) Discuţia după meh rezultă din observația de mai sus; pentru 
tse[—1, 1], adică me(— œ, 0]U[4, œ), rezultă existența soluției ecuației 
EA | z A E 
sin St=fp iar dacă l, ¢ẹ[—1, 1], ecuația sin 3z=l, nu are soluții. 
Observaţie. S-a obținut o problemă de forma: să se rezolve ecuația 
P(sin &x)=0, «e R, unde P(t) este un polinom algebric. (Analog, P(cos ax)=0.) 
Pentru a rezolva o asemenea problemă dintre soluțiile ecuației algebrice 
) 9 i are satisfan -DY Ea sui 3 ie J 
P(t)=0 se rețin cele care satisfac {je S, S={4;|P(t)=0, te[—1, 1], je JCN}, 
cărora le corespund ecuațiile trigononetrice sin ar=/,, cu soluțiile 


z=(—1)*.Ł arcsin t+ Li „ keZ. 
& (A 


2.183. Să se determine valorile lui z pentru care are loc egalitatea 


V2 cosz 


> n 
2 sin (F+) 


(Facultatea de matematică, Craiova. 1972) 


l—tg ttg r+... +(—1)” tgrt... = 


Soluție. Avem 1 —tg x+tg? t+ ... +(—1)” tg? x+.. . =(prin definiție), 
lim [1 —tg rtg t+... +(—1)” tg” z]= 


n0 


1 
n+1, tg r=—1 EAS | tgz|<1 
=lim Se 
n>% 1S igri + 00 sau, Itg x| >1. 
1+tg zr nu există 
Deoarece oea ae OO a ai VE COS chir problema pusă se reduce la 
l i+igz sin r+cos x E =) 
2 sinj — +r 
; 4 
găsirea soluției. inecuației |tg r| <1. Aceasta este ze uU (n — È, kr a>} 
keZ 


a R , a>0, al şi să se 


„18%. Să ezolve ecuaţia ——— = 
2,184, Să se r ţ ina a ie Iei 


discute după. valorile lui a (ekr am 5): 


(Silvicultură și exploatări forestiere, Braşov, 1974) 


Soluţie. Ecuația devine asin v = A „ sau sin gs=log, Se im- 
l+a = itea à 
REH 2 2 2 2 
tricțiile —— >0, —1 <log, mr sl, lo #0, a>0,axl; <0 
php: EeVIICLULe aTa ala eul B TTo ' ita 


implică ae(—1, œ) și cu restricția a>0 rezultă ae(0, c). 
4 


71 . i 2 Sia aC ij al. EA SN 
Pie ae(0, 1); din loga zii l, 1]: se obțin inecuaţiile as AN 


care conduc la mulțimea admisibilă (0, 1), 


e 
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SCOPRE —— cererea, Se 


symm, 


ofrer 


TEPIS y 


4 1 TT e j 
Fie ae(1, 00); în acest caz, — < — <d se verifică pe întreaga mulți- 
a 1 


2 
+a 


me (1, œ). 


A i tae i i 2 7 
Soluția ecuaţiei este x=(—1)* arcsin log, —— kr, kez. 
1+a 


2.185. Să\se arate că nu există nici un număr 1e R—{—1, 0, 1} astfel 
ca ecuația (1 —1°) sin 3x42) cos 3x=(1-+12)2 să aibă soluție. 
; (I. P. Bucureşti. 1973) 
~Y 
Soluţie, Cu alte cuvinte trebuie arătat că vie R—{—1, 0, 1) ecuaţia 
dată este o imposibilitate. Împărţim ambii membri ai ecuaţiei prin 1+12 
şi notînd A=ta p/2, găsim cos ọ sin 3x--sin p cos 3r=1-+%2 sau sin(o+31)= 
=14+1>1, care este o imposibilitate. 
N 


t 2.186, Să se arate că dacă z—f(x)=sin x+cos az este o funcție periodică, 
atunci a« este un număr raţional. 


(I. P. Bucureşti, 1972) 
Soluţie. Prin ipoteză 3T#0 astfel încît f(x)=f[(t+T) Wz, adică 


A sin t+- cos ax==sin (r4+ T)-+-cos a(24+7T), Va. 
Ea Pentru x=0, respectiv x=— T, găsim (—sin T)+cos«T=1, —sin T+ 
îi +cos«T=l1. De aici deducem sin T=0, adică T=kr, kieZ, k FOşicosaT=1, 
adică aT=2kr, keZ. Astfel găsim a= 2 
1 


2.187. Să se rezolve sistemul 
gcos 2x-+-cos:2y —7 
| 4cos 2 cosy—9, 


(I. P. Galaţi, 1970) 
i 

Soluție. Mai întîi scriem sistemul în forma 

gcos 2x +cos 2y.— 30 ; \ 


92 cos x cos y —91, 


Avînd baze respectiv egale, exponenţii trebuie să fie egali, adică 


cos 2z-+-cos 2y =0 
2 cos x cos y=1. 


Deoârece cos 2z=2 cos? xr—1, cos 2y=2 cos? y—l1, sistemul precedent este 
echivalent cu 


u-t | um Vă 


sau » 1 
2uv=1 | e ar 


unde u==¢os £, V==C0S y. Se găseşte u=0= -4 7 De aceea z= + iu + 2kr, 
ă 4 

DĂ) n Òl h Tamh 3r 3r P 

Y= t -o t2ln, k, leZ sau t= + = mm, y= 4 = +nm, m nez, 

4 


4 4 


2,188. Se consideră expresia 
E(x) =sin z-bcos v-psin? v- cos? z+-sin? z-kcos z, 
1) Notind sinz-+-cosz=a, se cere să se exprime E(x) numai în funcţie 


de a. 
2) Să se determine valorile lui a pentru care ecuația sin z+cosz=a 


„admite soluţii. 
3) Să se rezolve ecuaţia E(2)=—0. 
(1. P. Bucureşti, 1974) 


Solnţie. 1) Formularea acestei întrebări nu impune determinarea mul- 
țimii valorilor pe care le poate lua parametrul real a pentru ca relația 
sin v-beosz=a să existe. Dar evident, această mulțime nu este vidă. 

Ridicind, la pătrat în ambii membri, din Sinz-eosz=a obținem 
sin x cos ÎN Leii Utilizind acest rezultat şi identități cunoscute deducem 

S ’ 

ETN] 3 . . 2 . a(3— a?) 
succesiv sin? z-bcos? = (sin z-kcos z)[(sin x+cos 2)2—3 sin x cos z]= ——» 
sinë zcost z=(sin x- cos z)(sin! z—sin? x cos z+-sin? x cos? z—sin T cos? t+ 
4 cost z) = (sin z -p cos x) [( sin? x + cos? x)?— sin? z cos*x — sin x cos z) = 


Li 
— (sin v + cos x){[(sin x- cos 2)?—2 sin x cos 1] —sin? x cos? x — sin cos Ii= 


Ea = Sea, 
i | 2 ZE 


Rezultă 
E(2)= [16 —(a?+1)°]. 


` . AD . v T a 
2) Ecuația sin x-4 cos =a este echivalentă cu cos(x — =) = T Deoarece 


valorile cosinusului sînt cuprinse între —1 şi/4-1, ecuația dată admite soluții 
dacă și numai dacă. ae[—yV2, V2]. Aceste soluţii sînt 


hi --arecos a-+2kr, a=[—Y3, V2], kez. 
3) Ecuația E(z)= Z [16 —(a°-71)°]=0, ae[—V2, V2], admite numai so 
luţia a==0. Astfel g=— 5 hmn, mez, 


2.189, Fie a, b, ceR.. Să se arate că egalitatea asin g-t b sin t 


je sin 3r=0 există oricare ar fi ta R dacă şi numai dacă a=b=¢=0. 
(I. P. București, 1973) 
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yama 


eee eee 


Soluţie. Dacă a=b=c=0, atunci evident a sin z+/V sin 2z+c sin 3r=0; 
ve R, 
Pentru raționamentul reciproc este suficient ca egalitatea a sin s+ 


RER ER. y ag eS i RR, RSR AP SE OET A EF 
+b sin 2x-pe sin 3x=0 să aibă ioc'numai pentru z= Prue (liniaritate în 
ara 


i a, b, c). Într-adevăr, acestea implică 
a +-b=0 
a —c=0, 


adică a=b=c=0, 


2.190. Să se rezolve ecuaţia In [tg (z—|z])]=0. 
(1. P. Iaşi, 1971) 


Soluţie. Existenţa logaritmului impune tg (z—|z])>0, iar existența 
tangentei impune z—|z| # (2k41) n keZ. În aceste condiții ecuația dată este 


echivalentă cu tg (x—|s|)=1, adică x—|z|= T +lm, leZ. Explicitind modulul 


ajungem la polek I=întreg negativ, par. 


2.191. Se consideră ecuaţia-de gradul trei 
25—13x cos? «—12 cos 2x—0, 
unde « este un parametru real. Să se determine valorile lui « astfel încît una 
din rădăcinile ecuaţiei să fie de trei ori mai mare decît o altă rădăcină a ecuației 
"şi în această ipoteză, să se găsească toate rădăcinile. 
(Facultatea de matematică-mecanică, Cluj, 1972) 
Soluţie. Lîngă relaţiile lui Viete zi-brotrs=0, ££} Tatt TTi = 
= —13 cos? a, Zitory=12 cos 2%, adăugăm zi=—3za. Acestea implică z= 
= cos? a şi z3=— —cos 2a. De aceea condiţia de compatibilitate este -cosè a= 
= —cos 2%, adică cos? «+2 cos? «—1=0 pentru z;=cos a, sau cosè a—2 costa 
+1=0 pentru z2=—cos a. Prima ecuaţie admite soluţiile cos a= — 1, cos «= 


= SAR » adică g= +r-+2kr, keZ sau a=-tare cos (=5) +23 


leZ; a doua ecuație ne conduce la cos y=1 sau cos «= HE adică «amr, 


meZ; a= kare cos(1=VE) 2m7, nez. i 
Pentru o=kr, keZ, găsim t= —3, Za —l, tamt; pentru «= 


= -+ are cos (E £) +217, le Z sau pentru gs sk arc cos (7) +r, nez, 


avem z= ist 1), tam ai dp pa e 2(V/5— 1). 


Se n 


2.192. Se consideră expresia E(x; p, q)=p sin 3x-+4 sin 2%. 
1) Să se rezolve şi să se discute ecuaţia E(; 1, l)=nsinz. 


t A N y (PA ] 4 I+ a 
2) Să se găsească valoarea expresiei E(x; p, q) pentru p=1, q= ——= 
2V 1+a? 
y x | 2 1 7 ; 
şi l—ta———tgaz=———— „ unde ze[—, r), a<0. 
2 a a e 2 
1—ctg' — 
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3) Să se determine n astfel ca ecuația 


(a L-5) E Aa 
2V1 +a yita 
să aibă în raport cu a o rădăcină mai mare decît 2 și cealaltă mai mică decit 2 
(æ are valoarea de la punctul 2)). 
(Facultatea de studii economice, Timişoara, 1970) 
Soluţie. 1) Rezolvarea acestui punct este ana logă cu soluţia problemei 
2.174 dată la I.P. Galaţi în 1970. 


9 : ` 2 tg x/2 Î 1 i 
2) Înlocuind tg r= — ==> , ctgz/2= „ ecuația se reduce la 
1—tg? x/2 tg z/2 3 


a tg x/24-2 tgz/2—a=0. Deoarece ze (E a z) aceasta are numai soluția 


tg x]2= SENEL e(—o, 0). Punînd a=tg ọ şi ținînd seama că tg 9|2= 


a 
_ —1+Vittela deducem q=ọ+}2kr, keZ (adică a=tg x). Astfel, 
ts p ; 
1—tg? 


(e+ mk es) E PI VIF g 


nem seama că în cadranul doi cos p <0.) | 


3) Ecuația dată se scrie 2 sin e cos? p= 


sin 20=—2 sin ọ cos? ọ.‘Ți- 
9 9 Di 


. Deoarece ọ ia valori 
Vita! e 
în cadranul doi, aceasta devine 2 sin e cos? p=—n cos ọ sau sin29=—n. 


5 = 2t š 
Astfel se impune: ca ne[—1, 1]. Deoarece sin 2ọ= ete e ajungem la 
se 


"ecuaţia de gradul doi na2+2a4+-n=—0. Notînd cu f(a) membrul stîng, condiţia 


ca 2 să fie între rădăcini este n -f(2)<0 sau n(5n-ţ+4)<0. Cu acestea găsim ` 


ne- e 0). 
5 


2,193. Fie expresia 


Pita pa AEE AT Be De TIS 
A sinâz + sin d, +a)stn( An ~e) 

6 116 
1) Să se arate că expresia nu depinde de parametrul A. 


2) Să se rezolve ecuaţia E(x, A)=0 în raport cu v. 
(I. P. Braşov, 1971) 
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ÎN i A a E Re 
i 0% artar, 


o are 


Soluţie. 1) Evident, se impune ca numitorul să fie diferit de zero, adică 
pu , ) 
funcţia definită de E există pe R?— lix, AA sin zsin( 2 +a) sin Ey —z)=0}. 


l 


REE 2 cost 2x—1+22(1 — cos? 21)+ cos 27 
E, A) m e d 


i] 


Succesiv găsim 


4A(1 + cos 2x)[2A(1 — cos 2x)+2 cos 2x—1] 
E 5 


4 À sin? 1+2 cos 2z—1 

2) Din -14+cos 2r=0 deducem cos 2x=—{1, adică z=(2k+1)Ž, keZ. 

Dar à sin? @k+1)Ž sin (= Ok) 2 in(= —(2k+1) =)-0 implică 
A 3 7 


A= + De aceea, pentru A z ecuația E(x, A)=0 admite soluțiile z=(2k+1}Ž 


H 


keZ; pentru a= È expresia E(2 a =A4(l+cos 2r) există numai pentru 
x#(2k+1) T şi deci ecuația E(z, =0 nu are soluţii. 


Observáție. De fapt E(x, 2)=4(1-+cos 2x) depinde de 3, dar nu în mod 
explicit, ci prin restricțiile care determină domeniul de definiție al funcției 
(z, A)> E(x, 2). 


2.19%. Să se arate că expresia ; 


eo = +a)eosf E = ) == cost z 
e pica O e NE e AIE l 
[(2—m)cos 2x—(m+1)] cos 4x 
nu depinde de m. 
j (Universitatea Timișoara, 1973) 
Soluţie. Domeniul de definiţie A al funcţiei, f: A—R definită de expresia 


T precedentă, este A=R?—(((z, m)|(2—m) cos 2z—(m+1)=0U 


U{(z, 0)| cos 4r=0}). Se ştie că (vezi probl. 35) o condiție necesară şi suficientă 
ca E(x, m) să nu depindă de m este ca raportul coeficienţilor aceloraşi puteri 
ale lui m dela numărător şi respectiv numitor să fie constant, deci 


T ) T ) 1 A 
cos| — +z fcos| — —z — cost x 

3 T 3 2 
e Za 


2 cos 4r cos 27—cos4z cos 4x (cos 2x-+1) 


(cu convenţia că dacă un numitor este nul pe A, atunci şi numărătorul trebuie 
să fie nul). Făcînd transformări echivalente, găsim s 


1 1 
PAG cos 2z— 1) 7 cos tr 


á 


= SRN 
2(2 cos 27—1) cos 27+h1 2 
Ceea ce trebuia verificat, 
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2.195, Se consideră funcția 


h y ; 8 ; 3 3 
t= f(t) = — , 
T 


şi se cere: 
i A n Boiu e i y $ . T f A 
1) Să se „arate că există o constantă A și un unghi ae (o, 2) astfel încît 
2 


fe) = A sin(x4-x). 


2) Să se arate că există un număr natural m astfel îneft 


LO tg mz-+sec mz. 
f(—=2) 
3) Să se rezolve ecuaţia f(2)-+(2-+V3)/(—2)=0. 


\ 


Soluţie. 1) Succesiv găsim 


A) 
sin |- —z 
4 


sin — sin giày? = 2) 2 eN 
= V2 cos G —s)= V2 sin (+ -+ 


„i 


avem - 


(2) VZ sin z Tta) RE a E 


Astfel m=2, 
3) Ecuația dată se transcrie astfel 


sin Ea s) +24 y3) sin (5 — 2)=0 


sau 
COS zsin'z + (2-+y/3)(cos z—sin 2)=0. 


De aici “găsim tg z=V3, adică r= 7 +pn peZ. 
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p: 


(I. P. București, 1970) 


i a d ii ae 


mr a 


2.196. So consideră tuncția reală de variabilă reală 


e f(x) =a; sin(x bi) -Aaz Bin (zba). «ba, sin(z4b,), 
unde an deR, i-l, 9,...,n. 
Să se arate că dacă f(0)=0 și dacă există o valoare zo% knr, keZ, astfel 
incit f(20)=0, atunci f(2)=0 pentru orice z€ R, 
(I, P, Bucureşti, 1973) 
Soluţie, Scriem pe f în forma f(2)=A sin z- B cos z, unde A =d; C03 bhit... 


Taa COS ba, Bray sin bib... -ap sin bae Din f(0)=0, rezaltă B=0 şi din 
[(20)==0, tokre rezultă A=0. De aceea f(z) =0. 


2.197. Cum trebuie să fie numărul natural n astfel ca y=cos no să se 
exprime printr-o funcție rațională de z=sin p? 


Să se deducă apoi că nu există valori ne N astfel ca z=tg no să se exprime 
rațional în funcţie de z=sin e. 


(. P. Bucureşti, 1973) 


Soluție. Pornim de la formula lui Moivre, cos ne-i sin ne=(cos ọ+ 
&l sin ọ)”. 


Ridicăm partea dreaptă la puterea n după formula binomului lui Newton. 
Prin identificarea părților reale găsim cos ngp=cos” p— Ci cos”? o sin? g+... 
ae e P(—D)EC cosa-2E p sin 22 9+... Deoarece cos? e=1-—sin? ọ rezultă 


că numai puterile pare ale lui cos p se exprimă raţional în funcție de sin e. 
De aceea n=2p, peN. 


Identificînd coeficienţii părților imaginare găsim 
sin ne=Ca cos*1 o sin p— C3} cos” e sin? ọ+.:. 
+(—1)*C3r 1 cos”-2¥-1 ọ sin?*+ ọ+. 


Aceeași observație ca şi mai sus arată că sin no este rațional în sin 9 numai 
dacă n=2p-+ţ1. Deoarece n nu poate fi simultan par şi impar, deducem că nu 
există valori ne N așa ca z=tg nọ să se exprime raţional în funcţie de s= 
sin 9. 


2.198, Să se afle valorile unghiului x pentru care 
tai 
Vă 


Să se calculeze sin 2z pentru valorile lui z găsite anterior și cuprinse în inter- 
valul (0, 2), 
2 


(sin z-i cos z)(sin 2z-ţi cos 2x)(sin 3xr-k i cos 3x)= 3 


(Pacultatea de vhirnie-fizică, Craiova, 1972) 
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Soluţie. Avem sinz bi cos = cos i — 2) --i sin iz — 2 ) + sin 2z-4 
2 2 


4 o SISS i uA 4 RRT T : i P £ i 
Ai cos 2r =cós o —22) ki sin [n —22), sin 3zi cos 3x = cos (ž —32) + 
` 2 2 


ra 


> e T mra x . . 
pi Sin (— —32). Ținînd seama de regulile de înmulțire a numerelor comp- 


} 


=l 


È 


rg 


lexe scrise sub formă trigonometrică, ecuația se reduce la 
1451 


Bor AAST 141 LA f A 
Cos [2 =) sin (2 —6r = sau — sin 6r—i cos br = — 
2 2 y2 ; y2 


a 


Aceasta este echivalentă cu sistemul 


Rezultă t= DL, keZ. 


= $ À i Sr 7 geti 
Dintre valorile precedente ale lui x numai x= Zi = este cuprinsă 
; 3 ASAA 


în, intervalul (o A 


A e de ; 7 2+V3 
Rezultă că sin 2r=sin apă cos | = E cos L = Vays, 
i 12 2 12 12 2 


2.199. Să se determine modulul şi argumentul numărului complex z=. 
=l -+ cos dați sin 2%, unde «e (o a) este un unghi dat, apoi să se rezolve 


ecuația 
r1 -F cos 2x+i sin 2a 
(I. P. Bucureşti, 1977) 


Soluţie. Avem z=2 cos? aţi 2 sin a cos «=2 cos a(cos a-ți sin a). Deoarece 
ze(o, z) avem |z|=2 cos a şi arg z=«. Apoi din 23=2 cos a(cos a-ți sin æ} 
găsim 

cre Der 2k 
T= 1/2icos a[oos e +i sin me k=0,1, 2. 


2,200. Se dau numerele complexe: 
Zi =sin x= cos a-hi(sin «cos a) 
; Zas=sin cos a-hi(sin a—cos «), 
unde o este parametru real dat, Să se găsească numerele naturale n pèntri 
care (2,72)” este un număr real pozitiv, 
: (1. P. Bucureşti, 1977) 
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Soluţie, Prin calcul direct obținem (2429)"=2"i7, Puterile i” sint reale și 
pozitive numai dacă n=4p, pe N, ' 


2.201, Se dau numerele complexe 
z= sin g- cos ați(sin 4—co0s a), 
t ¢ 4 
ra= l -tg atil —tg a). 


1) Să se determine a astfel incit zikzaeR şi să se scrie pentru acest a 
ecuaţiile de gradul II dle căror rădăcini sînt numerele date; 


A 5 y RE ER : m m 
2) Să se scrie zı Şi za sub formă trigonometrică, ae (Sp 2), 
: l 2 


3) Să se rezolve ecuaţia în a: 
zı} 2a cos a=24/2 pe intervalul (24 =) 
(Silvicultură și exploatări forestiere, Braşov. 1974) 


Soluţie. 1) 21+22€ R, dacă sina—cos a-kl—tg a==0, sau (sin a—cos a) 
(1 SE =0, de unde rezultă «= T Him, a=2km, k, kheZ. În primul 


cos a 
caz z+z=(—1)*y2+2, zza =2(—1)* V2 şi ecuația este z2—(2+(—1)*y/2)z+- 
+2(—1)*V/2=0; în al doilea z1+}z=2, Zizp=1 şi ecuaţia este z2—2z4+1=—0. 


2) Forma trigonometrică este z=Vă [cos ( sit) +i sin bori 


n= alea ($ —a)+isin ($ e) 
Za = sa | COS (zei --isin Ta 


3) Ecuația dată este echivalentă cu 2(sin %-} cos «)=2 V2, sau sin(a} 
+2) cu soluţiile g=2kr-4 SE ay=e Ea 2). 


4 2-a 


2,202, Se consideră determinantul 


sin? & cos? a sin 2a 
D(a)= cos a . sina sin 2a | . 
-1+-sin 2% —1 1 


1) Să se dezvolte determinantul, punind rezultatul sub forma cea mai 


simplă. 
2) Să se găsească valorile lui œ din intervalul (0, 27) pentru care D(a)==0, 


3) Se consideră zy=cos a-l sin ap kml, 2, 3, 4, unde ra aa T N 
ŞI ` n n 
sint valorile lui « găsite la punctul 2), Să se arate că zitzat2ab2a=0, pentru 


orice n natural, impar, (U. P. Pinatgoara, 1974) 


j 167 


Soluţie, 1) Scădem linia a II-a din prima: 


9 . € 
1 cos a sin 20 0 cõs 2a 0 

D(o) = 1 sin? a sin 2 = 1 sin2% sin 2a == 
sin 2% —1 1 sin 24 —1 1 


= — cos 2a(1 —sin? 2a); 
Deci D(«)= — cos? 2x. 


2) Din D(«)=0 rezultă cos 2«=0 şi «= T4, keZ. Pentru k=0, 1, 


(Sai 


T 


= = din intervalul (0, 27). 


v T 37 
2, 3, 1 ezultă au =, v= £, ag = 
4 4 

3)| Deoarece | z| =1 şi a4=—2n—a, ga=2r —æz rezultă că z4=2Z, Z3=7z 
(numere complexe conjugate, cîte două), deci S= pipats i 

$ 4 

pie ta ea | n NASTO Bt e . STĂ Pia AO JA YA 
+i sin 2) teos i sin 2) + [cos E, +i sin zu + [cos 2r —i sin = | = 

4 4 4 4 4 4 4 

nr anm NT n Să T 

=2 cos— -+2 cos : = GI cos e Pentru Ħn=2k-++1 rezultă cos(2k4-1) AT 


=0 şi deci S$=0. 


2.203. Se consideră două numere complexe distincte zo—r(cos a-i sin aş), 
z=—r(cos «ți sin 2), avind acelaşi modul r. 


1) Să se determine argumentul expresiei E= si să se explice geo- 


z+20 
metric rezultatul. 

2) Zo fiind dat, să se determine arg z astfel încît |z4-zo|=r. 

3) Să'se arate că există numai două valori distincte z; şi zale lui z pentru 
care are loc egalitatea „din 2) şi că zı şi za verifică ecuaţia PRESA 

Să se calculeze în funcţie de zo valorile pe care le ia suma Sa =z54+ziÞ 
+z% n fiind un număr întreg. - 

(. P. București, 1971) 


Soluție. Relația zZz este echivalentă cu a Fao--2kr, keZ. 
Qo—%/ ._ xta 


X-a 
= + 


1) Ayem z—ze=—r|cos'a—cos ao-ți(sin a —sin «o)}=2 rsin 
—i coste) =2ri sin (cos sea +i sin * =) z4 za =2r cos € So 


0 


-i sin aride SA Astfel E = i eea şi deci 


; zu Ea >0, as (2hkm-hao, (2k-t1)r-teo), 
Te zl tg <0, ae ((2k—1)n-hao, Zkrat) 
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Geometrie: vectorii 2z—29 și z-z sînt diagonalele unui romb avind un 
virf în origine şi Z, 20, 2-}zo fiind celelalte virturi. 


d — Ag 
2 
a— do 


COS 


« ` $ ; g 1 j 
2) Egalitatea | z--zo} =r este echivalentă eu = A Ecuația 


a— * 2r A ; 1 
cos —— m — ne dă a=% — +4kr, keZ; ecuația cos n conduce ; 
2 3 


D 
b> 


Ye 
la a=% + T baln 2m, leZ. 
9 : Yoe : .. . 27 
3) Abstracţie făcînd de multiplii lui 27, avem a=ap4 T De aceea 
27 iza '2 2 Pe, 27 
2=T [cos (o+ ji sin(w- =], z=r[cos (a- ji sin(z— e 
„i i r$ 3 
Avem zk=r [cos (o+ i sinf% sl =râ[eos(3a +2r)-pi sin(3a + 
3 3 
+2r)]=r (cos: 3i sin 3%) =z% 
Cu acestea găsim 
: 32, n=3k, 
0, n=3k+1, 3k42. 


n 


S=] 


2.204, Se consideră sumele 
Sı(x)=cas r+ Cleos 274 ,.. -b Cncos (n+ 1), 
S2(2)=—sin r+ Cisin 274... + 6nsintn +1), 
unde zeR, neN. 
1) Să se scrie sub formă trigonometrică numărul complex S,(2)-+-iSa(r). 
2) Să se rezolve ecuaţiile S,(2)=0 şi S-(2)=—0. 
(Facultatea de matematică, Cluj, 1976) 
Soluţie. 1) Succesiv găsim 
Su(7)+iSa(2)= (cos x-i sin 2)+Ci(cos 27--i sin 27)+ . . „A Ch(cos(n + Dr + 
+í sin(n4+1)z)=(cos z -+ i sin x)! + Ci(cos x +i sin 2)? ... + Ca(cos z- 


4-i sin z)2H=(cosz-+isin )(cosz+isinz+1)"*=(cos zi sin 2)2*cos2 = cos 


á 


4 1)z+i sin($ +1 )z)= e(eos gi sin $), 
unde : 
p=| Sua) +i Ske) =2" | cos $ : 
n (n=par şi vaR sau 
(24 Le n=impor şi ve |(4k—1)n, (tk-kt)x], 
par g( Si(z) + iSa(2)) = n 1 nmminparşi aa (tdia (db 
TE E H he, 
| 


AI, eZ, 
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2) Se seră că Q r)! n E n i ci Ri ; 
2) Se observă că S(x) =2"cos*" ry cos( pi je Și Sa(7) = 2" cos £ sin( +, 
á 2 2 


+1 je De aceea soluțiile ecuaţiei $,(2)=0 sint t=(2l-1)r, lez, r= PI m 
n+2 
peZ, iar soluţiile ecuaţiei S(x) =0 stat g=a(214-1)m, leZ, t= ic ud qe4, 
n+2 


20] | lt aj t 
2.205. Să se facă calculabilă prin logaritmi* expresia 


Tie 


acos4+b cos B— c cos C 
a cos A — b cos B4- c cos C 


E 
nes 
= 


unde aq, b, c, A, B, C sînt elementele unui triunghi oarecare, 
(I. P. Galaţi, 1970) 


Soluţie. Se ştie că a=b cos C+c cos B, b=c cos A -ha cos C, c=a cos B-p 
+b cos A. De aceea a cos A+b cos B—c eos G=2c¢ cos A cos B şi a cos A— 


—b cos B-c cos C=2b cos A cos C. Astfel pentru A + Si (0 ze găsim E == 


= oR itg G. ctg B. 


cos G 


2.206. Într-un triunghi ABG laturile a, b, c sînt în progresie aritmetică, 
a fiind termenul din mijloc. 
1) Să se demonstreze relația 


tg 


B 
-t 
aS 


1 
= — ð 
) 3 
2) Fiind dată valoarea unghiului A, să se determine unghiurile B şi O. 


Discuţie. 
(Universitatea Brașov, 19172) 


Soluţie. DI Fie a, b, c laturile innginii ABC. Prin ipoteză a=b}? = 


=¢—T. De aceea 
3a 
——a 
1 


HEB fe) (p—a)(p—ec) y= D pia a 

tg— tg — = AV dez rA A il Ap Aaaa Na Eee al aa pa = —+ 
87 87 v p(p—b) p(p=—c) p Sa 3 
3 2 


, 


i) Ap N a pia 
2) Relaţia A+ B-+C=m as tg tg Z tg PACT N O mel 


t tga mg Bisi tg? au 2) 22-+ Sistemul CA ACR să 
Deoarece g2 B 2 2) 3 T Veit 


~ uCaleulabilă prin logaritinii“ este echivalent cu reducerea la produs“, 
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SE Ip A e E at 


conduce la ecuaţia 3 tg$ a24 tgŻ = 0, Aceasta 


ta = 
52 


ie îs A ATA 3 V3 
are soluții reale dacă şi numai dacă 3tg? z <1, adică tg ze|- w, w]. 
TT 


3 


Rezultă 0< A <=, Cu acestea deducem 


2.207. Să se arate că un triunghi este isoscel sau dreptunghic, dacă 
të B sin? B 


tec sin? C 


(I. P. Iaşi, 1972) 
Soluție. Se presupun satisfăcute condițiile A+B+C=x, A, B, Ce(0, T); 
de asemenea, B, Cz ză Relaţia se transcrie cos Csin C=cos B sin B, sau 


2C=(—1)? 2B+kr; soluţii admisibile rezultă pentru k=0, C=și B pentru 
k=l, BrO 


Observaţie. Problema de mai sus este un caz particular al problemei: 

Să se: arate că dacă într-un triunghi ABC se satisface F(A, B, C)=0, 
atunci triunghiul are o'anumită formă particulară (isoscel, dreptunghic etc.). 

Pentru rezolvarea problemei, în sistemul F(4, B, C)=0, A+ B+C=r 
se consideră una din necunoscute parametru, fie G; rezultă ecuația F(A, r—A— 
—C, C)=0 din care se determină familia de soluții A=f(C, k), keZ. 

Se păstrează acele soluții A, care satisfac condiţia: pentru Ce (0, x) există 
keZ, încît Ae(0, 7), pe mulţimea de definiție a lui F. 


I. PROBLEME DE SINTEZĂ 
ŞI 
OBSERVAŢII METODOLOGICE 


$ 1. ARITMETICĂ. ALGEBRA. 
ANALIZĂ MATEMATICĂ 


1. Să se determine soluţiile ecuaţiei  : ' 
bte ab? 


în mulțimea numerelor întregi. 
(Olimpiadă, S.U.A., 1976) 


Solutie. Evident, ecuația admite soluția banală a=b=c=0. Să arătăm 


că aceasta este unica soluție. Pentru aceasta ne servim de faptul că pătratul - 


oricărui număr întreg poate fi scris în forma M4 sau M4A+1. 
Fie (a, bi c1) 7 (0, 0, 0) o soluție a ecuației date. 
Presupunem bym A1. Rezultă a1—9M4+1 şi bi=M4 +1 care con- 


trazice a+ bi+ci= adi. 
Presupunem a202—94. Relaţia a2-+-b2 es 94 este posibilă numai 
dacă a2—914—402, b2==904—4b2, ce—S4—4c2 şi deci ait ba bca Aaaa: 


Prin inducţie obţinem șirurile de numere naturale fan}, {ba} (c2) cu proprie- 
tăţile 3 

2 2 2 2 2 2 

an= 4an Da Aba Ca AC ni 

12 
aat banten 4ta 1 Pba 

Primele trei dintre aceste relații arată că șirurile precedente sìnt descrescă- 
toare, ceea ce este o contradicţie întrucît este vorba -de şiruri de nu mere 


naturale. 
Rămiîne că E dată nu admite, în numere întregi, decit soluția 


banală. 


2. Fie a, b, z, yeZ. Presupunînd că n este suma a două numere triunghiu- 


3 3 
lare, adică ne Sa nt, să se scrie 4n-+l ca sumă de două pătrate. 
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| 


„ii N a e. a n 


SRA. 


E di 


Invers, să se arate că dacă 4n4-1=a*4-y?, atunci n este suma a două numere 
triunghiulare, 


(Competiția William Lowell Putnam, S.U.A, 1975) 


Soluţie, Succesiv avem 

14 +4 b i € 012 f 2 2 
na SI op 2 9 4n l 0024202022041 = ab) aa) 

9 9 
Invers, dacă An ==a2-1-y?, atunci unul și numai unul dintre numerele 
x y—l z—y—1 


dă æ şi y este impar, De aceea numerele a= —— = slnt intreg 
J 2 Tae 
Mai mult ' 
Ma byb < £-Hy’—1 
ata sia aR E arat: lu A =, 
2 2 4 


3. Să se rezolve în R? sistemul 


fia | m |z—il+y=i pei 
ai | 2 |z—1l+(m+i)y=m—1, me. 
ia Soluţie. Notînd z—1] ==! sistemul dat se reduce la 
ml+y=l 


24-+(m+1)y=m—l 
me R, le[0, o). 


Determinantul sistemului format de primele două relaţii este 


pal 
A= | 
2. ml 


Se observă că A>0 pentru me(— o, —2UG, 00), A=0 pentru m=—2 
sau m=] și A<0 pentru me(—2, 1). De asemenea 


=(m—1)(m+2). 


E 1 EA ta ANa aa) EA 
i A= | iti ma | 25 As | Da | (m Dim). 
Pentru m= —2 sau m=1, adică A=0, sistemul este incorapatibil deoarece 


A,=2#0. Pentru me(—2, 1) avem A<0 şi t= Are e e ale, <0 
A (m—1)(m+2) 
contrazice te[0, œ). Pentru me(— o, —2)W(1, œ) avem A>0 şi deci f= 
2 


; 4 (m=2)(m+1), 2 
; m M L, ps ; apoi găsim tl — ————— sau z=1+ 
i j (m—1)(m+2) ds (m=—1(m+2)! PANE (m—1)(m+2) naih 
$ e a, ž 
o (m=1)(m+2) 
: > 2 
4, Să se discute natura rădăcinilor ecuației (+x) sin a-+vm=0 după 
AA parametrii me R, «=[0, 27). Pentru ce valori ale lui m este posibilă egali- 


tatea între suma și produsul rădăcinilor ecuaţiei date? 
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; Soluţie. Dacă sin «a=0, m=0 avem o identitate în raport cu 4; pentru 
Sin &==0, m#0 rezultă o imposibilitate, iar dacă sin «#0, m=0 ecuația are 
soluţiile z,==0, za —1, 

Fie sin ax0, m#0; în acest caz se găsește A=sin a(sin «—4m), Se ob- 


servă că A=0 numai pentru sin a=4m (din ipoteză sin « #0), iar me [- i ; o) J 
4 
U/[0, —], ecuaţia în x avind rădăcina reală 
4 
> 1 s PE ied 
dublă t= —-— . Se determină mulțimile de semn 
constant pentru A, raportate la un sistem orto- 
gonal (a, m). În figura 110 sint precizate mulți- 


mile A = G m)jae (0, m), = sin «— m>0 } $ 
Be fi m)ja< (m, 27), = sin a—m>0 | E 
= (e m)la e (0, m), 2 sin 1 m<0}, D= 


= (a, mje (r, 27), È sin a—m<0|; rezultă că 


A>0 pentru («x,m)€ A UD, cînd ecuația are două 
rădăcini reale distincte, iar pentru (x, m)e BUC 
se satisface A<0 şi ecuaţia are rădăcini com- 
plexe. Pentru partea a doua a problemei se pre- 
supun sin 30, m#0 şi se determină meR 
încît să se satisfacă sin a=——m; rezultă me 


e[—1,0)U(0, +1] (fig. 111). 


5. Poziţia rădăcinilor ecuației de gradul doi cu coeficienţi reali! . 
Fie a, b, c trei numere reale și (1) ar?+br+c=0 o ecuaţie de gradul doi 
(a+#0) pé mulțimea numerelor complexe C. Ecuaţiei (1) îi atașăm trinomul 
b 


real z— P(2) —ax24-bx+c, ze R, al cărui grafic este parabola de axă t= — — » 
i . 2a 


De asemenea, aşa cum se obişnuieşte, suprapunem mulţimea numerelor com- 
plexe C cu planul R? și notăm cu A=02?—4ac discriminantul ecuaţiei (1). 
Dacă ecuaţia (1) are rădăcinile reale x, = A, adică A 30, atunci 

a 


punctele (xı, 0), (£2, 0) aparţin graficului trinomului real P (fig. 112, pentru 
pi real 

Să presupunem că ecuaţia (1) are rădăcinile complexe (conjugate) zi; a= 
—— pi aa , adică A<0. Aceste rădăcini sînt atixele unor puncte sime- 

a 2a 4 
8 
trice în raport cu axa Oz, situate pe dreapta t= — >, adică pe axa de simetrie 
a 


i ir afixul virtului para- 


a graficului trinomului real P, Deoarece P( 
/ qa, 4 


£76 


EEE ANNEE TESA IA ve AM = 


G di 
2 
{ 


Fig. 112. 


3 b A S G IA k i 2 
bolei este p= — -= e F În plus, observăm că -4 V-A aparține intervalului 
2a da 24a 
à àj RTO E Fa în : 
ză ireal RIE E Astfel, rădăcinile complexe ale ecuației (1) sint situate pe 
a a 


un segment din axa parabolei atașate și anume (fig. 113): 
b 


— pe segmentul t=. — — , 
2a 
à A E 
— <y <s — — dacă a>0, 
4a 4a 
b 
— pe segmentul t= — — , 
2a 


2 <ys A dacă a<0. 
a da 
Să presupunem că numerele, 
reale a, b, c depind de unul sau mai | 
mulți parametri. În acest caz apar 
şi probleme de determinare a para- 
metrilor, astfel încît rădăcinile ecua- 


fiei (1) să aibă o anumită poziţie în a0 
plan. Uneori se impune poziția pe axa Fig. 113. 


Oz în raport cu unul sau două numere ; 
reale — implicit fiind vorba de rădăcini reale —, alteori se impune poziția în ra- 
port cu o porţiune plană bidimensională — în special fiind vorba de rădăcini 
complexe. În acest sens, în pag. 178 și 179, prezentăm sub formă de tabele cite- 
va cazuri posibile pentru rădăcinile reale distincte şi cîteva cazuri posibile pentru 
rădăcinile complexe, pe figuri fiind trasat şi graficul trinomului real ataşat. 
Exemplu. Se dă ecuația 
(îm2+ 1)a2—(2m+ 15)z4-1=0, 
unde m este un parametru real, 
1) Să se discute natura rădăcinilor în funcție de m. 
2) Să se determine m astfel încit rădăcinile să fie opuse. E 
3) Să se determine m astfel întit rădăcinile să fie inverse una- alteia. 
4) Să se arate că rădăcinile reale sînt cuprinse în intervalul (~l, 1}, 
5) Să se determine m astfel încît rădăcinile complexe să fie situate în 
interiorul cercului cu centrul în origine şi de rază 1/ vă, 
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| 
pa 
Y Vot 
ÎN Ste [si | et | aPlri0 
ED aa E byr 
| Fr i 2 | 2a 
| 
| SE 2 E 
| | À 
| X4 i | X2 r XA X2 | aP(r)>0 
| t -Dg r 
| i| 2a 


aP(r)<0 
aPls)<0 


aPlr)<O 
aP[(s)>0 


-Bes 
2a S 


aPir)>0 
aPis)>0 


ab. 
ESTAS 


| ădăcini complexe conjugate: A< da 
| | Pozitia rádücinilo - (R2 aÇ) : Condiții | 


aS 


ej etalea 


= 
Fa] 


I 


Soluție, 1) Avem A (2m 4-1)? —4(m?+4-1)=4m—3, Astfel pentru m<Ž 
4 


è T P rădăcini e 3 i 
ecuația are rădăcini complexe; pentru m=- ecuatia are o rădăcină reală 
i | - 


pie i 3 ; gaei 
dublă, iar pentru m> i! ecuația are rădăcini reale distincte. 


2) Se impune condiția zi-k+r2=0, adică 2m-+1 =0 sau ia a, ădă- 
2 
cinile sînt pur imaginare, Xtp=+ TE 
5 
: 9 1 i : : 
3) Se impune x;x;=1. Rezultă ze (i și deci m=0, În acest caz 
*m+ 
ni i E 3 PEE, 1+y3 
ecuația se reduce la rt*—x-+1=0 şi cele două rădăcini sînt q= —= =; t, = 
__1—iy3 r 
ara r 
2 și 
4) Notăm membrul stîng cu P(x). Deoarece P(—1)>0, P(1)=0 şi 
2m+1 X ERP zac 
die A afirmația făcută mai sus este adevărată. 
2(m*+1) 
? 1 Gps / 
5) A<0, 0< £ <=; din 4m—3<0, : ae deducem m€(— e, —1). 
a 2 mal 2 


6. Să se determine perechile de numere reale b, c astfel încît rădăcinile 
ecuaţiei z24-bz-+c=0 să se afle în interiorul cercului unitate, {z /lz| <1}, 
din planul complex. 


Soluţie. Rădăcinile ecuaţiei date sînt complexe dacă b2—4c<0. Pentru 
ca ele să fie în interiorul cercului |z| =] se impune și Osc<l. Astfel dacă 
punctul (b, c) aparţine porțiunii plane hașurată ori- 
interiorului cercului unitate cu centrul în origine, 
din planul xOy. 

Rădăcinile ecuaţiei date sînt reale dacă 52—4c>0. 
Pentru ca ele să fie cuprinse în {z || z|<1) este sufici- 
ent să aparțină lui (—1, 1); se impun și condiţiile 


n-or (=)<o, FU) [ (222) <o, ata 


<L 


Fig. 114. 


— 3 shte 
Deoarece | EAT <0, aceste condiții se reduc la 
4 


f(—1)=1—b-kc>0, K)=1+b+e>0. 


De aceea, dacă punctul (b, c) aparţine porțiunii plane haşurată vertical 
în fig, 114, atunci rădăcinile reale aparțin mulțimii (z||z| <1} 
în concluzie, punctul (b, c) trebuie să aparţină interiorului triunghiului 


de virturi (0, —1), (2, 1), (—2 1) ` 


p 
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7. Ecuațli A 

Fie Pu(x): +pr24+q0,- p, qeR; zi4+pz?2+4+q=0 este ecuaţia bipătrată 
cu coeficienți Aail : 

Pentru determinarea poziției tn planul complex C a rădăcinilor ecuației 
bipătrate este utilă propoziția 

(1) Un polinom cu coeficienți din C conține numai puteri pare, dacă și 
numai dacă rădăcinile sale sint simetrice două cite două, față de originea 
planului complex C. 

Dacă n: =Vr (cos &--i sin a), z4= — y r(cos «i sina) sînt două dintre 
rădăcinile simetrice faţă de origine “ale unei ecuaţii P „(D= =0, atunci factorii 
corespunzători acestor rădăcini conduc la (z—2,)(z—22)=z2—r(cos 2a-ţi sin 24). 
Dacă polinomul are toate rădăcinile de această formă, atunci P,„(z) rezultă 


na 
din E (z°—r,(cos 2xp-pi sin 2a,)) și deci conține numai puteri pare. 


Reciproc, dacă Pam(z) conține numai puteri pare, atunci cu schimbarea 
variabilei ¿=z? rezultă un polinom de gradul m în t, care are rădăcinile 
(aaa E C Revenind la variabila z, rezultă 2*=4,, sau z= £\/fp kei, m. 
Observăm că pentru fiecare k, +v% sînt simetrice față de originea planului C. 

(II) Determinarea rădăcinilor ecuației bipătrate apare ca un caz parti- 
cular al problemei determinării soluțiilor unei funcții compuse, z—(P,0 I)(<)= 

:P„([2)); după determinarea rădăcinilor 4/,/ke Í, n} urmează rezolvarea 
ecuațiilor î(2)==1, (vezi problemele 29). 

1°. Se consideră ecuaţia z1-1-22-+3m-4+1=0, meR şi se cere: 

1) să se rezolve pentru m=90; 

2) valorile lui m pentru care admite două rădăcini duble și să se deter- 
mine aceste rădăcini; i ; . 

3) valorile lui m pentru care imaginile rădăcinilor-în planul C se situează 
pe o dreaptă ce trece prin origine și să se afle rădăcinile, 

Soluţie. 1) Cu schimbarea variabilei (=a? rezultă £2+1+1=0, în = 


2T ol 27 
OR EP: DENS g + kr E F +a i 
zi a Și aa V/ a iar COS a 
L iad 1 4 
Ni E [cos 2 +i sin 2), Ta Vi V3 — (cos 2 4i sin 2): 
1 a 
2) Cu (=z?, ecuaţia devine a pE A ==0 pi tea S x 2m, 
; } p | 
pentru pi pe rezultă z2-ţ+ =) =0 "şi zu a= NE E A m+ 2kre si 
4 4 2 i VIE 2 
n4 VIR 
+i sin * E e Tg cos + sin— =) sînt cele două rădăcini duble. 


V=3=1am_, 
2 


3) Ecuația (2+14+14+3m=0 are soluţiile ti im fa 


reale dacă ms = Deoarece zi=t,, condiția ca imaginile tuturor rădă- 
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cinilor să se situeze pe o dreaptă se satisface pentru cazul cind ambele 


rădăcini fi, a sînt negative; h, <0, dacăy - 3—12 m<i, adică m<-L, 


A wag rF 2hkr e o + 24% ud $ 
Rezultă că ty peri (cos - -é sin PESE | ai fi (cos = +i sin & |, 
di 5 2 2 
„TR RELA 1 i 
Ts, a™ Ta { COS — -Hi sin = pentru me|——; ==]: 
2 2 3 4 
Observaţie. Condiția ca cele patru rădăcini z, să se situeze pe aceeaşi 
dreaptă ce trece prin origine este ta arg tı==arg ta (la — rădăcinile ecuației 
s . 2 ii < i 
obținute prin z?=1). Aceasta este posibil pentru (1,3-<0, cînd arg hh=arg b=r 
şi v; sînt rădăcini pur imaginare, sau pentru l,2>0, cind arg li==arg ls=0 
şi xı sînt rădăcini reale, 
2*, Fie polinomul Pa(x) =mat —2(m+1)224+m+2, me R; să se determine 
valorile lui m pentru care/una din rădăcinile ecuaţiei P4(2)=—=0 este mai mică 
decit —3, iar celelalte sînt mai mari ca —2. 


á 


Soluție. Din simetria față de origine, condiția — co <z; <—3 implică 
3<Ta <0, iar Ts, 4>—2 implică, —2 <ta <0, 0<T4 <2; |ti] =T la =24- 
Cu 'substituţia t=qx?, ecuația devine m —2(m+1)t+m+2=0 şi trebuie 
satisfăcute condițiile fte(9, 00), ta€(0, 4), zu, r= FVG t = 4V» sau 
m- f(9)<0, f(0):f(4)<0. Sistemul de inecuații devine m(4m—1)<0, 
(3m—2)(m+2)<0 şi admite soluția me (o zi) condiția A>0 se satisface 


pentru orice MER. 

3°, Se consideră ecuaţia x*"+pr"+q=—0, p, q€R. 

1) Să se rezolve ecuaţia, 

2) Fie M, respectiv M? imaginile rădăcinilor £y, x, ale ecuaţiilor binome 
ce se obţin din ecuaţia dată; este posibil ca aceste puncte să fie vîrfurile unui 
poligon regulat? i 

Soluție. 1) După schimbarea variabilei, t{=x", rezultă ecuația -+pt+ 


+q=0 cu rădăcinile f2=r(cos a-ti sin a). 
Ecuațiile z*—t,—0, j=1, 2, dau soluţiile ecuaţiei în z: 


= 2k A 2k7 
zur (cos = i sin E ), 


n n 


3 Z —&+2k'r o o 42K E A AE 
Dr (cos EET +i, sin SE), k'e0, n—l, 
a A A ` n 
2) Deoarece p,qeR, rezultă |h|=l=r şi deci itil = xxl =y 
adică Mr, Mý se situează pe un cerc cu centrul în origine și de rază Vr. Se 
consideră 


E aa 9, aa ha [e ae a AEN 
To= Vicos $i sin $), 2 Vr(eos ($ + F) sin ($+ =)) 


aa PE A a al. e pe —a+2r o mtn A 
2037 (cos a -i sin =) zi Vr(cos A -hi sin PR 
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Poligonul (M,, Mp} poate deveni poligon regulat cu n laturi, dacă rădăcinile 
( . y ea x iy AR 2r E D IA : 
iza), (7) se confundă două cite două, adică —=—, «=n; în acest caz 
SE lait saca n n 

i i y o ae ae . è $ ad atiy pi i 

tva= —r, adică rădăcinile ecuației în £ sint egale și negative. Poligonul 


(Ma Myt devine poligon regulat cu 2n laturi, dacă 
MoM o=MoM; (fig. 115), adică 
2a 2z 2g r 
— = ———» sau g= i 
n n n 2 
În acest caz rădăcinile ecuaţiei în (sînt, g=+ir. 


8. 1) Să se arate că dacă cel puţin două dintre 
numerele reale a, b, —c sînt diferite, atunci egalitatea 
3/a4-1/5=YVc este echivalentă cu (a-+b—c)%+27adc=0. 

Ce se întîmplă cu cele două egalități dacă a=b= 
=—c? 

2) Urmind afirmaţiile de la punctul precedent să se 
expliciteze o metodă posibilă de rezolvare a ecuaţiilor 
iraționale de tipul OENTOENG pe mulțimea Fig. 115. 
numerelor reale. 

3) Să se găsească soluțiile ecuației 


Y+ +21 =95z. 


(G.M.B., Dumitru Acu) 


Solutie. 1) Fie Va+Yo=Yc. Ridicînd ambii membri la cub găsim 
a+b-p3Vab(Y/a-5/d) =c. Apoi înlocuim pe Va+Yd cu Y/c şi deci a+b—ec= 
= —34/abc. O nouă ridicare la cub implică (a-+b—¢)°+27abc=0. 

Fie (a4-b—c)'427abc=0, adică (a4+b—c)5= —27abc. Extrăgind rădă- 
| cina de ordinul trei din ambii membrii obținem a+-b—c= —3%/abc. Observăm 
T însă că aceasta se mai poate scrie (1/0):4(3/0)5+-(Y/—205—3Vab(—c)=0 şi 
î că, utilizînd identitatea 24-04? —3 ww =(u-+o 4w) (pow — uw o — 
~  —0w), avem descompunerea (1/a-+/5—Yc)((Y/a)2+(9/5)2+-(/0)'—Vad + 
—Vac-t/dc)=0. Pe de altă parte, ipoteza că cel puţin două dintre numerele 
reale a, b, —c sînt diferite implică (fa) + (V0) + (V/9— V ab Wace V de=a 
=> (Va -YD VNV. 

De aceea rămîne numai Yá y/b—Pc=0. K 

Dacă a=b=—c, atunci prima egalitate se reduce la c=0, iar a doua 
este identic verificată, 

2) Urmînd raționamentele de mai sus, de la ecuația YAœ&) +t Vo= 
=V/î(z) se trece la ecuația [/(2)-+g(2)—h(2)]'+4-27f()g(a)h() =0,: care se 
rezolvă pe mulțimea numerelor reale, Rădăcinile găsite se înlocuiesc pe rind 
în sistemul f(z)=g(z)=——h(x); Cele care nu satisfac acest sistem ca şi cele 


care satisfac f(z)=g(z)=-—h(x)=0 sint soluții ale ecuației Vat Va) 


18% 


` 


; cele care satisfac f(x)= g(t) h(x) 40 nu sint soluții ale ecuației 
LEE T per rR Hypn 

+V olw) = V Aie), 

3) Ecuatiei dato-i se ataşează ecuația rațională æ(4z°—5)=0 cu solu- 


y5 ~- yë 
i a d ZY, Deoarece sistemul z-bi=z—l=—5z este 


tile 20, a RE pă Li 


incompatidil, 


oate soluțiile găsite sint soluţii ale ecuației iraționale, 


`A . ra añnntis "4 2/9 ma - f atii >A ă dă 
Să se rezolve ecuaţia C$,, 3CI+aG3.,- 7-42 =0, ştiind că rădă- 


le sìnt în progresie aritmetică; prin Cu s-au notat combinările de n 


cini 
obiecte luate cite m, iar 4e R. 

Soluţie.  Restricţiile pentru soluţii sînt z>3, zeW. Ecuația 
atisi? Sx(x— 1)(x>2 x—1)(z—2 i 
UEN Eg G3 e A l p E z ) (1—2) =0 devine z’—12z?+ 
+011 +12a)r—12(a+2)=0. Prin ipoteză rădăcinile sint în progresie arit- 
Xa=u, Xa=u+r; din relațiile lui Viète xi+xokza=12, 
Titota = 12(a4+2) rezultă u+4 şi rel. În final 
(Xis Za Za) =(5, 4, 3), care satis- 


metică, xy ==u— r, 
(atras = 114128, 
se obțin rădăcinile (£1 Ta X) =(3, 4, 5), sau 
fac restricțiile impuse. 


10, Se dă polinomul x —P(x)=xr?—x?’—r—1 şi se cere: 

1) Să se arate că ecuaţia P(x) =0 are o singură rădăcină reală zı; să se 
determine aproximarea lui z cu două cifre exacte. 

2) Să se delimiteze un domeniu din planul complex, în care să fie cu- 
prinse celelalte două rădăcini Za, 2 ale polinomului. 

3) Să se arate că şirul n— Sa =at este real, convergent şi să i se 


calculeze limita, 
(Admitere 1. P. București, text modificat) 


Soluţie. 1) P'(æ)=3r?—2x—1 se anulează pentru 20 z=1. Din 


şirul lui Rolle x z 00 - 1 2 +œ rezultă că unica rădăcină 
ft) |— = hp 


reală a ecuaţiei P(x)=0 este me(, 2). 

P'(2)>0, P”(x)>0 pentru ze (1, 2), deci metoda coardei dă aproximarea 
prin lipsă, iar metoda tangentei — aproximarea prin adaos. Deoarece Ze(1,2), 
prima cifră exactă a lui z; este 1; se consideră şirul de iterare Va =V»-1— 


E-a, vo=l şi se calculează v4= 1,666, Va l,816. Şirul aproxi- 
P(8)— P(Paa) Erei 
mărilor prin adaos este bi IEE. to==2 și se calculează t= 1,8571 
al 
t=1,842. Relaţia 1,816 <x1<1,842 perm 
exacte, z7%1,8. 


ite scrierea lui & cu două cifre 
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2) Fie tas =a tib, [Za] = [rs] =r; din rațiile lui Viete zi+-ra+z=l, 
x 1r 1 Í MEI dn: ; 1 
tyta =] rezultă a= —= e |- -0j și t=— e |>, 1j sau ~> <r <i, 
i y 2 2 zi 2 Va 
În figura 116 s-au hașurat zonele în care sint cuprinse rădăcinile Za, Tg 
3) Dacă zas=r(cos a-i sin g), atunci S, =2r" cos ng& R. 
Deoarece |S | <2r" şi r"—0, rezultă că S„—0, adică 
n-+0 
şirul (Sa)aaey are limita nulă, 


11. Fie ecuația 24—a94-222-+-(2m—1)z—m=0, MER. 

Se cere: 

1) Să se determine rădăcinile independente de m. 

2) Să se discute numărul rădăcinilor reale după valorile 
parametrului m. 

3) Să se determine m, astfel ca ecuaţia dată'să aibă 
toate rădăcinile reale situate pe (—1, 1). 

4) Să se determine m pentru carerădăcinile reale sînt in- 
verse între ele; aceeași întrebare pentru rădăcinile complexe. Fig. 116. 


r ` .. 5 RET, „d x sara 1 
Solmţie. 1) Printre factorii raționali ai lui — se găseşte rădăcina z; =—-+ 
Qo 2 


2) Eliminînd factorul 2r—1, rămîne factorul f(z)=x54+x+m. Deoarece 
f'(2)=3x24+1>0, Vz, mE R, rezultă “că f este strict crescătoare pe R (inde- 
pendent'de m) și deci are o singură rădăcină reală. Se satisface: t€ (— ĉo, 0) 
pentru m>0, z2=0 pentru m=0, ze(0, co) pentru m<0. 


3) Se observă că z=>e(—1,1). Apoi satisfacerea condiției, f(1) + 


- f(—1)<0 conduce la inecuaţia m2—4<0 cu soluţia me(—2, 2) și implică 
zE(—1, 1). 

4) Condiţia zzp=—1 se satisface pentru ta=2, de unde rezultă f(2)=0, 
sau m= — 10. 

În cazul rădăcinilor complexe se pune condiția Z3z4=l pentru ecuația 
f(2)=0. Din relațiile lui Viete £a+ts ta =0, (Ts Hla) lat Tsta=l, atata = — mM 
rezultă z=—m, t;}ry=m şi m:'(—m)+1=1; Ultima egalitate, m=0, 
dă condița ca rădăcinile complexe să fie inverse între ele. 


12, Fie 
PE EA AAR talia 

A= unde z; sint rădăcinile ecuaţiei z*+pr-+g9=0, 
pi Ai e PE R 0 
zi d-di pidan; p: QAY: 


Să se determine: 
1) Valoarea lui A? în funcție de p și q. 
” > A ; Das Dita Ala, X 
2) Ecuația cu rădăcinile yı = SRA Va T’ Va i să se arate că pen- 
1 Li 3 
tru p>0 ecuaţia în y nu are rădăcini întregi. 
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Q 


3) Ecuația cu rădăcinile zf=r}-+r3 
că pentru p-20 ecuația în z are o singură rădăcină reală negativă ñ. 


„ Zamti-kai, zaegi-Heh să se arate 


Soluţie. 1) Prin calcul rezultă A2= (7, — za)’ (21— T3) (21—23). Se notează 
P(x) a94-pr+qg şi observăm că E), a a, (a Ta) (T — Ta); la 
$ 1» à cam ie i 
limită, cind tot rezultă că P'(x,) = (21 —Zo)(2a —X3). Procedind analog pentru 
To a Se obtine A? == —P'(a,) > Pla) P(t); deci —A?= (311+ p) (321+ p)(Bx$-+p) 
map tSpi tzara) + Iprit Hrt ttit) - -H27rizix a4 p427". 

2) R ecuaţia în y este y? — Sy? + Say — Ss=0; 

S 1 

Sity h Ya tys = PAPI (sirat tits + TiTa) ma ap! (ita Pia Cata) -F 

D 


Ti T2 T: 
+ apar -HTa + Ts) 3° = (p +34), (se pot utiliza egalitățile ri —pzy—9, 
jJ=1, 2, 9) 


Sa = ya Vas Hy = (zi -bza- aa) = — (808 Sy=l, 


Rezultă owr- (E oa cioaca Ecuația Q(y)=0 poate avea rădă- 
cini întregi numai y=+4+1; pe de altă parte 0= E #0, Q(—1)=—8— 
a d: 

3) Ecuația în z este 239—0,22+ oaz — 0a=0; 

o1=z -H2242 =2(11 + 2134-13) = —A4p; 

or=z ze Hza Hza = (riri priate) 4-a ab e =5p?. 
(se pot utiliza şi T= — pri —qr, SRTA 

oa —2a2029 = — (2P H2 2p +1) 2p Hr) = 2p". 


Rezultă T(z) =z +4pz+5p°z+2p°+4°=0. A 
Folosim şirul lui Rolle pentru determinarea intervalelor în care sint 
cuprinse rădăcinile; 7'(2)= 3224 8pz+-5p* se anulează pentru 2" a —p, 20 ji 


deoarece p>0 rezultă că z” <z’; 


NEL 
TA, Ta) PAT. 


z — %0 ek —p (0) + 00 


TO] xn Ta) 0 -p 
Se observă că oricare ar fi semnul lui T(z”) ecuația 7(2)==0 are o singură 
rădăcină reală; dacă T(z”) >0, atunci rădăcina zge (— e, == 2), dåcă Thr’) < 


<0, atunci rădăcina za (— E, =p) 
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13. 1) Fie P(x) un polinom cu coeficienți reali și mulţimea rădăcinilor 
sale (e, /P(2,)=0, zy=aytib, jel, n} 

Să se arate că rezultanta vectorilor de poziţie ai punctelor (a, b,) din 
R=C(R? suprapus cu C) este situată pe axa reală, 

2) Să se verifice proprietatea de la 1), determinindu-se și rezultanta vec- 
torilor de poziție, pentru ec uația cu coeficienți raționali a — Dat — 2x -axr H br+ 


-+c=0, dacă se cunosc rădăcinile %t=1, Za =] ERT 


Soluţie. 1) Polinomul P, are coeficienți reali și deci dacă admite o rădăcină 
complexă to=a-țib, admite și conjugata zo=a—ib; vectorii de poziţie, cores- 
— 


=% 
punzători fiecărei perechi de rădăcini complexe conjugate, vọ=ai+bj, W= 
Eg Sh .. . Yy ri >í v 
=ai—bj sînt simetriċi față de axa reală, suma lor fiind situată pe axa reală, 
-> — —> ME . w A 
vot Wo=2aiì. Pentru rădăcinile reale vectorii de poziție se situează pe axa 
reală; în concluzie, rezultanta vectorilor de poziţie corespunzători rădăcini- 
lor polinomului P, este situată pe axa reală. 
2) Avind coeficienţi raţionali, ecuaţia admite și rădăcina zą=1— V3; 
polinomul dat este deci divizibil prin x?—2xr—2 şi se impune ca restul împăr- 
țirii să fie identic nul: (2a-+b)x4+2a+c20. Se obține (x5 4+a)(z?—2x—2)=0; 


deoarece zy=1 este rădăcină, rezultă a= —1 şi deci b=2, c=2. Soluțiile sînt 
Li maalt y3 nee ENE vii a (0/5) Va a Eh 
zı=l, Tas=l-t > a5 = a I-ai: Vi=i, Vas= (l£ Di, Vas= pă 


<> 


TES SA 
£ LEA j sînt vectorii de poziţie corespunzători. Rezultanta este r=2i. 


`i 


14. Se dau polinoamele 
P(x) =15 —3rt—3r +91? —4t pa, Qlr)=1t p2 5r rtd. 


1) Să se determine a, b astfel ca polinoamele să aibă trei rădăcini comune 
(Ti, £a, £a} şi să se determine aceste rădăcini. 

2) Se consideră triunghiul (M,, Ma, Ms), avînd ca vîrfuri imaginile rădă- 
oinilor £1, a, 3 în planul CE R% să se exprime vectorii medianelor triunghiu- 
lui și unghiul determinat de o latură şi mediană. 


Soluţie. 1) Una din variantele de rezolvare este metoda împărţirilor sue 
cesive (algoritmul lui Euclid); r 


P(x) : Q(x) dă restul Ri(x) =67°—121°— betha t4d; 
6Q(x) : R(x) dă restul Ra(x) == (b 46) (0 — b — a)r — 3a ed 


Deoarece rădăcinile comune sint determinate de divizorul comun al 
polinoamelor P, Q, care trebuie să tie de gradul trei, se impune condiţia ca 
R2) 30, de unde rezultă ba —6, a112. Divizorul comun este R) =3°— 
— 274z —2, avind rădăcinile zi=2, aa bl: 


\ 
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2) Exprimate analitic, în funcţie de versorii ortogonali i, j, laturile sint 


— < — dim a ” — — — — 3% =# 
MsM2=2)j, M3M,=2i+j, iar mediana MAD = > MM +M) =i — j (fig 
f) 2 D 


117). Analog, celelalte mediane. Deoarece 


| 
— (+ 3 = 
M2 SASN — 2j” | t CF j) a 
cos % (M3Mz, M3D) = —— = — 
9 13 
s = GAE SA v 
Y prop Pi 3 
3 rezultă + (MsMz, MsD)=are cos 3 analog se calculează 
Fig. 117. celelalte. 
15. Fie z6—a5--2azî-r-ar3-+2a2—r41—0, aeR; se cere: 
w Ala se determine valorile lui a pentru care ecuaţia admite o rădăcină 
pe (1, 2). 


2) Să se arate că pentru a— —3 ecuaţia nu admite soluţii reale. 
Soluţie. 1) Ecuația dată este simetrică şi cu substituţia t=% A rezultă 
= z 


f(D =P P—t+2+a=0; deoarece funcția z—f=z-+ de este strict crescătoare 
z 


pe (1, 2), rezultă că realizează o bijecţie: vze(1, 2)— Jte (2 =), unic (şi 
reciproc). 
Observăm că f(D=3fP—2t—1 se anulează pentru pe C şi 


f'(0>0 pe e =) deoarece f este strict crescătoare pe (2 =) condiţia ca ecu- 


aţia f(2)=0 să aibă o rădăcină pe acest interval este f(2) - a <0 sau (a+t)(a-+ 


+7)<0 cu soluția ae (= A —1 


2) Deoarece ecuația care rezultă, f()=6—ł—t—1=0 are o singură 
rădăcină reală fe(1, 2), ecuaţia în x satisface zi 2 e(l, 2). Inecuațiile 


Tı 
z2+1 zâ—2r+1 zi—z+i 
z 


1< = <2 devin: <0 cu soluția ze(— œ, 0) şi >0 c 


z T 
soluția ze(0, co); intersecția celor două mulțimi fiind mulţimea vidă, re- 
zultă că nu există valori ale lui z care să satisfacă inecuațţiile. 


16. Știind că au, az, äs, a4 sînt termenii unei progresii aritmetice, să se 
rezolve ecuația 
. O4 ~ Aag — as Qı 30. 
zi— ar zi — axt zi — ati surtt 
exprimindu-se rădăcinile în funcție de a şi ag 
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Pa 


-1, 2, 3, 4. Apoi se observă că z=0 


j ær t 


Soluţie, Se impune z*’—a;zt-+1 #0, j= 
ie. I înmulți ia cuzșinotind r4 — =f, găsim 
nu este o soluție. De aceea înmulțind ecuaţia cuzși notinda T- , găsim 


z 
1 ce d ; 1 1 
ttu | -—- + —) ~ dadu a 3 z 
t— a t— ü, t— a, t— Ca 


Dar aka = act ag implică scrierea 


e Ca Cada =l 
24 —(a,+a, olt) 3 
( (e 1 } d BA — (as + a)l + due A — (a + da)l + aads 


mta A] doilea 
= 


- 


Primul factor din membrul sting se anulează pentru t= 


. 1 
ă i ăsi zi ARE 
factor se anulează pentru ł¿=0 sau l=aa-kag. Revenind la z găsim z4 : = 


mt, k=1, 2, 3, şi deci z= EV 4, k=1, 2,3. 
2 


a 


17. Fie numerele reale distincte zi, Za... Tn Să se arate că funcţia 
reală 


1 1 1 
ea: 
D—Ti IT—Ta IT— T, 
1 1 1 
.58 
z— R(x)= T—Ia T—Tz t— T 
1 1 1 
... 
= T— Ty T— Tı L— Trl 


T are cel puțin n—l1 zerouri reale distincte. 


Soluție. Evident se impune TÉT, i=l, 2,..., n. Apoi, adunînd toate 
> liniile la prima linie, găsim 


a 1 
= 1 1 = TE OW 
R(x) = F... t E a L— Ta 2—T; 1—z ata) A(z}, 
1 1 1 
ree 
Aa E Doza ei T— Tra 


unde Q(x) este polinomul real cu rădăcinile distincte za, Za, . - - Za. Deoarece 
teorema lui Rolle afirmă că polinomul Q'(x) are n—1 rădăcini reale distincte, 
rezultă că R(x)=0 are cel puţin n—1 rădăcini reale distincte. 


19, 1) Să se arate că 
(7-20)? pat» 22] (a? 2a bi), 


ji 
unde ae R—(0) şi bj>a°, j=1, 2,... o n. 
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Soluţie. Considerăm ecuaţia (r-+2p)?"-ţ-a?*=0 pe care o transcriem în 


ANC Ade ez da ~ Ix 2 4 f x 2ayn ra 
forma echivalentă e =—1. Se poale consideră ( 3 =+i şi deci 
g gz 
+a ra 4 2hre > s r[a+akr 
pini e Ma CON, scotea ale ALI iei, k=0, 1,2,.,.n—1. Rezultă că rădă- 
x n n 


cinile ecuaţiei sînt de forma 


A 2a = 2a 
Pa = . 
—i+cos pi sin e —1+cos p—l sin e 
A a 5 2 S 2q? 
De aceea qyp =—2a şi tt = : =b>q2 cc.t.d. 
i — CoS p 
2) Se consideră P(x)=x”" lpr”... Hr+1. Să se calculeze: 
n—l 1 n—l 1 
TN O Sa OOE em aaa 
kal Dad k ge (T a)(T;— a) ' 
23) 


unde as R, at atr,, P(x:)=0, P(z,)=0, k#j; 
(2) lim (a*Sa-a(0)-+aSa-a(0))- 


a>% 


(3) S= D——, unde produsele se fac după toate combinările 
TiTa » -> Tm 


de m rădăcini din cele n— 1. 
J 


3 n-l 1 P’ 1 
Soluție. (1) Sa -1(8) = — >D e mame AT E ; Sn-a(a) a 3) (az(a—z) 


k=l Ts 7. 
z? ni SE 2_ s—1 
a) . Deoarece P(2)= 2 1, rezultă P'(2)= (acd) pe SEE pri) = 
P(a) : x—1 (z—1)° 
g (n—1)(n—2)z*+2n(n—2)z™ + +n(n—1)s™? i 
ai (7—15 
$ _ (n—1ja”— nà" i C (n—1(n—2)a"—2n(n-2)a" + (n-a? 
Deci AV (a) 7 a aa > Sn-2(0) (a—1)(a"—1) 


A 2 IZA 253 P’ 

(2) lim (a@Sp-2(a)-+4Sa-1(4))=lim ai = 
a> o a> D 

-im De a i e a aa e- 

a> a ARO 

Ea | 


(3) Se ia suma după toate combinările posibile de m factori din n—i: 


ERUN i 1 Eri SE m RNa), 
Sa-a-(0)= (41) De N EEA CSD Pia)’ 


1 „PWD(0) 
= ——— —_ SI | m —— | 
Saien) D Dita Za ( ) P(O) 
Deoarece P”(2)=(n—1)(n—2)... (n 1m tapan, P* (O)=m! şi 
Sari- m(0)=(—1)”ml. > 
i 
19, Fie P(a=atih bata un polinom cu coeficienți întregi. 
Să presupunem că există patru întregi distincti zu Va Va Va Astfel încit P(x) 
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ai 


PI nare ee e 


270.090 Capete re T 


Ci 
ez 


X +] rila 2 F [9 p 
> i={, 2, 3, 4. Să se demonstreze că P(x) nu ia valorile 1, 3, 5, 7, 9 pentru 


-3 


nici o valoare întreagă a lui v. 


(Olimpiadă, R. P. Chineză, 1963) 
| 

Soluţie Fie Q(x)=P(x)—2. Deoarece Q(z)=0, i=l, 2, 5:4, avem Ql) = 
(©) (8 — t) (2—2) — x4) R(2), unde R(x) este un polinom cu coeficienți 
întregi. Astfel dacă reZ, atunci Q(x) este un întreg care se descompune in 
cinci factori întregi dintre care cel puțin patru sint diferiți. Dacă ar exista 
ze R încît P(&)=1, 3, 5, 7, 9, ar implica Q(t)=—1, 1, 3, 5, 7. Ţinind însă 
seama că nici unul dintre aceste numeră nu se poate scrie ca produsul a cinci 
întregi, dintre care cel puţin patru să fie diferiţi, rămîne că P(<) £1, 3, 5, 7,9, 

: vzez, 


20. Fie p>l un număr întreg cu proprietatea că polinomul z2—z+p ia 
valori numere prime pentru toţi întregii x care satisfac 0 <z<p. (De exemplu: 
`. p=5 sau p=41.) Să se arate că sistemul 
i b2—4ac=1—4p 
k 0<a se 
PE —a<b<a 
à a b CEZ 


= 


are o soluţie unică (a, b, c). 
(Competiţia William Bowell Putnam, S.U.A.: 1973) 


Soluţie. Evident, o soluţie a sistemului dat este a=1, 5=—1, c=p. Să 
> arătăm că aceasta este singura soluție. + 
Deoarece: b2=—1+4(ac—p), adică b2=1(mod 4), rezultă că b trebuie să 
fie impar. Punem | b| =2x—1. 
Din b?<a?, '—4ac < —4a?, b2—4ac=l—4p rezultă 1—4ps—3a?, adică 


E yE Asttel0 <z= Hel < Hi eye) 

nlocuind pe b?=(2x—1)? în 52=1-4+4(ac—p) găsim z?—z+p=ac. De 
aceea produsul ac trebuie să fie un număr prim. Deoarece 0<asc rezultă 
a—1, iar din —1 <b<1 şi din imparitatea lui b găsim b—=— 1. Acestea implică 
Cp. 


21, Fie a, b şi c trei întregi distincţi şi P un polinom avînd toţi coetici., 
enţii întregi. Să se arate că este imposibil ca P(a)=b, P(b)=e şi P(c)=ee 
i (Olimpiadă, SUA, 1970 


Soluție, Fie P(r)=poz" pat" +. FPa-at-tPa» Unde pZ. Presupu- 
nem că 


P(a) = poat puan lb + + + F Paat tpa =b 
P(b) == pob" pb + + + PPa-ab-t Pa me 
P(c) = pac” pie"? <h s tpa- Pama 


19) 


Scăzind aceste egalităţi, două cîte două, și factorizind deducem 


(*) a(a—b)=b—c, B(b—c)=c—a, y(c—a)=a—b, 


unde expresiile lui œ, B, y sînt evidente. Acestea implică aßy=1 (în numere 
întregi), adică 3 


(1) gal, Bel, yæl 
RI Na ca 
3) = —l, B=1, v=—l 


pc B=- E 


Ţinind seama de expresiile lui «, B și y din (*), rezultă că (1) este imposibilă. 
Analog (+) şi (2), (x) şi (3), (x) şi (4) sînt respectiv contradictorii. 


22. Fie P(x), Q(x), R(x) şi S(x) patru polinoame pentru care avem 
` P(25) 4225) Hr Rè) = (at prar) Sha). 
Să se arate că x—1 este un factor al lui P(x). 


(Olimpiadă, S.U.A., 1976) 


Soluţie. Este suficient să verilicăm că P(1)=0. Pentru aceasta fie 1, 
E Ep € E, rădăcinile ecuaţiei z5=—1. Evident eâtietei-be,+1=—0, îm 
=l, 2, 3, 4, De aceea P(1)-+e,0Q(1)4+aR(1)=0,i=—1,2,3,4. ` 


__ Deoarece 
A 1 cki ea i 
1 Ez g2 #0 (determinant Vandermonde) 
1 Eg sł 


sistemul precedent (liniar și omogen, 4 ecuații cu 3 necunoscute) admite numai 
soluţia banală P(1)=Q(1)=R(1)=0. - 

Observaţie. O variantă a acestei probleme a fost prezentată de Sorin Ru- 
binstein în G.M.B. (nr. 12 (1977), 493—495) în felul următor: să se arate că 
dacă P}, -.., P} sînt R polinoame astfel încît P (s) +tPa1®™)t ... + 
+r Piata. n HPE), atunci Pi(1)= . . . =P,0)=0. 

O altă variantă a problemei este următoarea: să se arate că dacă Pir- css 
P41 sînt k+1 polinoame astfel încît 


P (2) HaPha tAE.. FE Paaa e HPne, 
atunci PD) =... =P, u) =0. 


i 


23, Să se rezolve inecuaţia 
(z—1 JERAN o 1, 


Soluţie, Existenţa membrului sting impune: Qaz<l şi logu(r+2)— 
— log, r=neZ, sau =l şi loga(®-H2)—loga z>0, sau v> i. 
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aa 


(1) Fie 0<r<1 și loga(24+2) —loga x=neZ, Deoarece ecuaţia logy(z+2)— 
— loga 2==n este echivalentă cu Dtngt__x—9=0, ne interesează acele valori 


: EEEE TE DOES 7 š 
k ale lui n pentru care Tja= KEV EERI A sint cuprinse în (0, 1). Rezultă 


a +y1+8:20* nai; 92, „AEO, 1) 


DULES Ia 

(2) Se observă că z=1 este o soluție. 
(3) Pentru ze(1, 2) rezultă log;(24+2)—loga 1>0, sau zi >1, care 
A are soluția ze(—1, DAN, 2)=(1, 2). 
4 {4) Evident, v=2 nu convine. x 
a (5) Pentru ze(2, œ) rezultă loga(x-+2)—loga 1<0, sau o< <l 
j cu soluţia re((—2; —1)U(2, oX N; c0)=(2, co). 

În concluzie, soluția problemei puse este 


DEn n=l, 2, 3, -e lua, 2)U(2, 0). 


Danti 

>N Precizare (vezi [1]). Pentru stabilirea domeniului de definiție al functiei 
definită de expresia din membrul stîng se ține seama de faptul că în mulţimea 
numerelor reale puterile naturale se definesc pentru orice bază; puterile întregi 
>, m=0, —1, —2,... se definesc numai pentru 2320; puterile raţionale 
X, r>0, se definesc pentru 230, iar puterile raţionale a”, r<0, se definese 
numai pentru z5>0; puterile reale x”, y>0 se definesc pentru 2>0, iar-puterile 

reale x”, y <0 se definesc numai pentru z>0. 
Pe de altă parte, dacă n, meN şi n=impar sau moms atunci Vz" 
există pentru orice z real; dacă n =iìmpar EN şi m=0, —1, —2,.:., atunci 

VI există numai pentru x #0; etc. 


24. Să se rezolve sistemul 


(cos nz) rtie > (1 tg? rr) , 
z sin? y+cos? y» arctgrssaretgz, presupunind că 0<cosrr<l. 

Soluție. Mulțimea posibilă este determinată de condiţiile O< cos e«t; 
z>0 şi rezultă A,= =(2nn—2, 2nn)U (en, 2nn+ F) vnan, iar d= Uda 

; 2 2 neN 

Deoarece (cos mg) nton > (cos mr) Y, iar sin? y(n —arctg x) <0, prima 
inecuație devine log, T-bloga @S-—2cos y; deoarece m—arctg r>0, a 
doua inecuație admite soluția y=km, Înlocuind, rezultă 
log, z+ log, as2:(—1), 


€ : A i ; 2 
Pentru y=2mz, inecuația devine succesiv loga 1+log, a< —2, erro, <0; 


lög, £ 
dacă ae (0, 1) se obtineze{(, UL a i 


în d 


ţa IS =(1, 00)(A, iar dacă a<(i, 00) 


rezultă zel, DUNNA -=o DA. 


j $ l0ogaz— 1)? 
Pentru Yy=(2m+1)z, se transcrie succesiv loga 1+l0g, as2, Pogara; 


pentru ae (0, 9 rezultă ze ((1, œ)U{a} AQA, iar cînd ae(1 
ze{(0, )Ufa}NA. 


Mulțimea soluțiilor sistemului este de forma ((z, PE 


<0; 
logg £ 


, 00), se obține 


25. Fie sistemul 
z2ztu —ya i 
ye rty yb 
x, ye(0, DUA, o)=E, 
unde « şi B sînt parametri reali nenuli. 


1) Să se arate că dacă a şi B sînt de semne contrare, atunci sistemul nu 
admite nici o soluţie. 


2) Să se arate că dacă « şi 6 sînt pozitive, atunci sistemul poate să admită 
soluţie unică. 


3) Cite soluţii admite sistemul dacă «œ și B sînt negative? 
Soluţie. 1) Sistemul dat este echivalent cu 
í) (2%+y)ln z=a ln y 

(2x+y)ln y=ß nr, zyeE. 


Deoarece nici unul dintre membrii ecuațiilor acestui sistem nu se poate anula, 
sistemul (1) este echivalent cu 


(2) Mala z=e« ln y 
Qz-+-y)ln din y=af ln tln y, zyeE 
sau cu 
(3) mA z=« ln y 
(2+9) =b, T, YSE. 


Dacă af <0, atunci sistemul (3) este o imposibilitate. Dacă «6>0, atunci 
sistemul (3) este echivalent cu 


24y =V 
9 Iny= VE Int= lei yn w DySE. 
CA 3 a & 
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2) Fie a>0 şi deci p>0. Punem Va =p şi y£ =q. Sistemul (4) se scrie 


| y == %1 
24y =p 
z, JEE; 


Funcția f: (0, DUGO, %)-=(0, 1)U(1, œ) definită prin y=2%, q>0, este 
strict crescătoare (fig. 118). d 


q=1 


Fig. 118. 


Se observă că dacă pe (0, 3)UJ(3, co), atunci G(f) taie segmentul de dreaptă 
T 2r+y=p, x, YEE într-un singur punct şi deci sistemul admite o soluție unică 
(z, y). Dacă p=3, atunci sistemul este o imposibilitate. 
3) Fie a<0 şi deci 6<0. Sistemul (4) se scrie 
y=rt 
27+y=p 
'z, geE. 


Funcţia f: (0, I)U(, 00)—(0, 1)U(, co) definită prin y=z* este strict 
descrescătoare deoarece y'=—gqzr 1-1. . Segmentul 2r+y=p, (z, V)eE, este 
tangent la graficul G(f) în punctul a cărui abscisă satisface qr t=—2, zl, 

1 


ase d 
adică z= ja) 1+4 pentru q#2. Ordonata acestui punct este =$) LAN 


Aa dă Etc A 
Astfel pentru q#2 avem: pentru p=po=2(2) ste +(2) 1Ye , soluţie dublă; 


pentru p>po două soluţii; pentru p<po; nici o soluție. Dacă q=2 sistemul 
nu poate avea soluție dublă. 


. 26, Inegalităţi pătratice 
Fie P(x, y) un polinom real de gradul doi în variabilele reale x şi y, adică 
P(x, y) == ass? + das + agy 2dr h 20a0 + ao, cu ajutorul căruia construim 
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mulțimea I= f(x, y) | (x, yje R’, P(x, y)=0}. Utilizind rotații şi (sáu) trans- 
lații se poate arăta că I este echivalentă cu una dintre următoarele mul- 
timi: 


SE | 


Cerc: X2+ y2= r2 eupsă:X2, .Y2_1=0 hiperbol: -YZ _1-0 
a22 a? b2 
ae ta 
= DE drepte concurente drepte paralele. 
parabolă: y =2px A. R 


sa D 
drepte confundate multime cu un singur mulțimea vidå:x2+a2=0 


2A element x2 y2 - x2 „ya 
o 0) sau 3 1=0 


Mulțimea T a punctelor M(x, y) din plan ale căror coordonate satisfac 
ecuaţia P(x, y)=0 se numeşte curbă algebrică de ordinul al doilea sau conică. 
Dacă I este o conică care nu se reduce la cel mult drepte confundate, atunci 
ea: împarte planul xOy în două submulțimi. 

I={(x, y| (z, VeR, P(x, y)<0}, II={(æ, 9)l(z yR, Pæ, p>}, 
adică: P(x, y) păstrează semnul pentru toate punctele situate în aceeaşi sub- 
mulțime şi ia valori de semne diferite pentru puncte situate în submulţimi 
diferite. Ìn locul demonstrației pe cazul general prefe- 
răm dovedirea afirmației pe unele cazuri particul- 
are, 


Fie P(x, ja ei a>b, Se observă că în acest 

caz avem situaţia din fig, 119. 
Să considerăm cazul hiperbolei P(x, pa 
Fig. 119, —1=0, a >b (fig, 120). Fie D :x=lt, y=mt o dreaptă 
care trece prin 'origine. Ea taie hiperbola în punctele Mile, Y) Malts Ya) 


2 2 
corespunzătoare soluțiilor reale ti, fa ale ecuației î Eer =l =0, Se obser- 
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E Diac, i P me pa 
vă că această ecuaţie are rădăcini reale numai pentru Mer >>0, adică 
a 
dreapta D trebuie să se alle în mulțimea II determinată de asimptotele 
hiperbolei, Pe de altă parte dreapta D se împarte în două submulțimi: una 
corespunzătoare lui te (— co, (1) U (la 00), alta corespunzătoare lui fe(4, t). 
a b 
Se observă că P(x, y)=} o — F) —1 este strict pozitiv pentru 4€ (ti, t2) 
a ) 

şi strict negativ pentru le(—o0, 4)U(la 00), adică dacă dreapta D are 
direcţia variabilă, atunci regiunea „măturată“ de 
reuniunea  semidreptelor te(— oo, î.)U(lz, 00) este 
U, iar regiunea „măturată“ de segmentul MM, 
este I 

Fie P(x, y) un polinom real de gradul doi. O ine- 
galitate de forma P(x, y)>0 se numește inegalitate 
pătratică, Avind în vedere consideraţiile precedente 
rezultă că pentru a rezolva o inegalitate pătratică 
este suficient să trasăm curba P(x, y)=0 şi apoi să 
stabilim submulţimea din plan pe care P(x, y) are 
semnul plus sau submulțimea pe care are semnul mi- Fig. 120. 
nus. Deoarece P(x, y) păstrează semn constant pe o 
asemenea submulțime, pentru stabilirea acestui semn este suficient să alegem 


un punct particular (£o, yo) şi să vedem ce semn are numărul P(xo, yo). 


Problemă. Utilizînd teorema lui Rolle să se discute natura rădăcinilor 
ecuației în z, 


P(x; a, b) = 29 —3(a+ b)z2+-6abz4+0252=—0, 
E unde a și b sînt parametri reali. ; 
Soluție. Derivata P'(x)=62x2—6(a+-5)z+6ab are rădăcinile =a; £t=b. 


“Formăm şirul lui Rolle 


P(—%)]| P(a; a, b)=f(a, b) |P(b; a, î)=g(a, b) | P(o) 


— 00 a’(—a+3b4b?) |b?(—b+43a+a?) Ho 


Dacă a și b sînt privite ca fiind coordonatele unui 
punct din planul Oab, atunci Ti! a=b°4+3b, Ta b= 
==4a*4+-3a sînt parabole în acest plan (fig. 121). Aces- 
te parabole impart planul în regiuni; fie zona 1 — in- 
terioară parabolei Tı, zona II — exterioară parabolei 
l, zona JJI — interioară parabolei Ta zona IV — exterioară parabolei Pa. 
Dacă a=0, b=0, atunci ecuaţia are rădăcina triplă a=0; dacă a=0, b#0 


Fig, La. 
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(Sau a#0, 8=0), ecuația are rădăcinile tje=0, £a z (sau ti 0, a 
A 4 %1,2 , an 


za Sa) Pentru a0, b#0 (fie a< b) rezultă tabelul 


z | = 00 a b +0 
Pi TITI i ae E a —————. . — să 
ES, a(d 43b a) b(a 43a — b) 
(a, d) 
Ds ee ORIRE AES Iir. AAN 
AAM | - XP E(b, 00), Las EG 
PN —-—— — — -{—— ÎI aan 
IV i ai a xı Ela, b), Tg EC 
UNIV | — + + + zı E(— 0, a), £as €C 
—_ EERTE- COINS ma 
UNII — + — a Ta E(— 0, a), ze(a, d), 
Xa E(b, 00) 
i S A DE iai 
VOIT) — 0 + + D=Ta=a, 1s €e(—oo, b) 
MOE i ea Pet e ast 
LUT) — 0 — + DN=Ta=a, Xs Elb, 00) 
S SSE E E e 
NA {Ta} — + 0 + Tı E(— 0, A), Ta=Ty=b 
(O E e A DO e e i | Ai 
INT) — — 0 + xı E(a, 00), Ta=t; =b 


p. Sa 


Analog, pentru a>b. 


a 


27. Inegalitatea geometrică 
Fie a>0, i=1, 2,...,n. Să arătăm că între media aritmetică 


E EET T i n y è 
Be Res ci media geometrică asaz. . - aa există relația 


n 
(1) autaat » «+ ta > Vae. CPAN 
n 


egalitatea avînd loc dacă şi numai dacă a=a2=... = Pentru aceasta 
notăm cu Sp membrul sting şi evident, fără a scădea generalitatea, putem 
presupune că Mass... San şi a4<a. Rezultă a <Sr <an şi deci 
(2) Spd + an —Sn) — 41an = (01 —Sn)(Sn — an) >O. $ 

Relaţia (1) este adevărată pentru n =2. Presupunem că ea este adevă- 
rată pentru n—l; deoarece media aritmetică a numerelor aa 3, a-i 
Şi Qy-kap—Sn este Sn avem 52-1 > aaas + = > An- A(t an —Sa). Înmulțtind cu Se 
şi ținînd seama de (2) găsim 


SP > Cada + + > Gu-alSn(Qu tan — Sa) > aaa: > aa 
Astfel (1) este adevărată, Vne N. 
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a 


(sau a#0, b=0), ecuaţia are rădăcinile t1.2=0, ii a (sau Ti2=0, da= 
Li J) sů 3 


| 
| 


3a i 
= =) Pentru a#0, b#0 (fie a<b) rezultă tabelul | 
z | 00 a b =- o| 
P 
T a2(524+3b—a) b'(a +-3a— b) | 
(a, b) | 
III = — ca e lie ta za e(b, 00), Za EC 
IV -= ke ap + Esi e(a, b), T2.3 eC 
uN IV — + + + T1 E(— ©, a), Za EC 
uQ HI — ap = + Ta E(— ©, a), za e(a, b), 
23 E(b, 00) 
IVOTL) — 0 Ei: F Tı =T=, T3 E(— 00, b) 
INI) — 0 — + T= Tta =d, T3 e(b, 00) 
II) S> IA 0 + Tı E(— 00, a), Tz=t3=b 


IQ{T2} — — 0 + zı E(a, 00), Ta=T3 =b 


Analog, pentru a>b. 


27. Inegalitatea geometrică 
Fie a>0, i=1, 2, ...,n. Să arătăm că între media aritmetică 
atat .-. tan 


. . SUI EP SIZ EA . ES . 
şi media geometricăy/. Q03...„ există relația 
n / 


, 


Ge Cart RE i ES A ea Pe Dea E 
n 


egalitatea avînd loc dacă şi numai dacă a4=a2=... =a„. Pentru aceasta 
notăm cu $, membrul stîng și evident, fără a scădea generalitatea, putem 
presupune că das... Sa, și aa. Rezultă Q<SaSQa şi deci 
(2) Sa(01 +05 —S5) — 41an =(01 —Sn)(Sn — an) >0. 

Relaţia (1) este adevărată pentru n=2. Presupunem că ea este adevă- 
rată pentru n—1; deoarece media aritmetică a numerelor da Q3; -s Qa- 
Și azt an—Ssy este Sn, avem s}! > dgds. + e an-1(Q1 Faa —Sa). Înmulțind cu Sa 
şi ţinînd seama de (2) găsim 


SP > Cada + + + Cn-ulSn (uta —Su)l > ada + - + Ga: 
Astfel (1) este adevărată, Yne N. 
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Inegalitatea (1) se generalizează astfel 


e | a ETI. 
(3 Sitit Baa + e e Hondy Za 104. . aË” 
= a; >0, 84>0, ôi + a t. +8, =l, 
egalitatea avind loc dacă și numai dacă aj=đ;= . .. ==ap. Făcînd schimbarea 


de variabile u;= 5,0, găsim forma echivalentă 


u): /u\ë ü, 5 
U- Ug o ee iln > a , F ari a i 
LI Sa Òn 


. Y . . y u u u 
cu egalitate dacă şi numai dacă = = 7 Be Rim A 
1 2 n 
În cărțile ce conțin probleme de optimizări inegalitatea (3) éste numită 
inegalitate geometrică. 


O consecință directă a relației (1) este inegalitatea dintre media geo- 
1.2 $ . . RL ere TEREN n 
metrică şi media armonicăy/ aiaa.. 4, > 


; mai general, 


1 
=+ +... + 
i a az n 
n 
pentru a;>0, 5,>0, SD 3;=1, relaţia (3) implică 
ic pe Va 
5. 88 


n =i 
=1 
atat... at > (3 aa) , 
at 


egalitatea avînd loc dacă și numai dacă toate a;-urile sînt egale, 


Aplicaţie. Se dă ecuaţia ? 
m T ză „LE 
pe ap AL pa mm, 
Ta Ta i Ta i Tı 


1) Să se arate că pentru m întreg şi m<n ecuaţia nu admite soluții în 
aumere întregi şi pozitive. 


2) Pentru m=n să se găsească toate soluţiile întregi şi pozitive. 
1 
Rezolvare. Avem calzi Sica +2) E aaa, Se = 
Za T3 


4 N Ata Ta Tı Ta s` Tn T 
egalitatea avînd loc numai pentru 


? AS Ta EN bots a i 


Ta T3 Ta Ti 


Rezultă că pentru m<n, ecuația nu are soluții, iar pentru m=n avem 
CI Ta > ,.. Sat, cu x arbitrar din N. 


28, Știind că T, i=1,2,..,,n, variază în intervalul [0, 7/2) şi utili- 
zînd inegalitatea dintre media aritmetică şi media armonică, să se găsească 
valoarea maximă a sumei inverselor celor Ci sume formate luînd cite j numere 
odată dintre numerele sec Ty, SEC Vg». , Sec. 


N 


$ 
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Soluţie. Mai întti observăm că 


1 1 


ep k 


= COS T1 cos Za .. . FCOSZ SN. 
BOC — BEC Ta Sec Ta 


Apoi, din inegalitatea dintre media aritmetică și media armonică, 


dedu cem 
1 1 xl 
TR E Ea II 
BEC T1 HSeC za... +secz, FAA 
cu egalitate dacă și numai dacă cos z/=0051p=.., =C0sS Tj, adică dacă 
şi numai dacă ==... =T}. 


Inegalităţi analoge au loc pentru oricare j dintre numerele date. Sumind 
cele C} inegalităţi deducem 


1 3 bi z n = 
D Cl 
SEC Tig ESEC Tiot -. . Fsec ze, Ja et j 


cu egalitate dacă şi numai dacă t=.. . =T, =0. 


29. Asupra zerourilor unor funcții 

I. Zerourile funcțiilor reale. Fie f: A—R o funcție reală de variabilă 
reală. Un punct zoeA cu proprietatea f(10)==0 se numeşte zero sau rădăcină 
pentru funcţia f. Mulțimea zerourilor lui. f va fi notată prin N(f)=(z|r=4, 
TOO i 

Se observă că expresia „funcţie identic nulă pe o mulțime; se suprapune 
cu noţiunea de funcţie definită pe X(f). | : 

(1) Dacă A este o mulțime închisă în R și f: A—R este o funcţie con- 

"tinuă, atunci mulțimea N(f) este închisă în R. 

Demonstraţie. Fie z, un şir de-elemenie din N(f) convergent către Te- 
Deoarece A este închisă, t= A. Să arătăm că zyeN(f). Pentru aceasta ne 
folosim de faptul că z, sînt zerouri şi de faptul că f este continuă în za; deci 
f(za)=0 și 0=lim f(za) =f(im za) =f(2o), adică ze N(f). 

Variantă: mulțimea N(f) este închisă în R deoarece mulțimea {0} este 
închisă în R şi N(f) =f" {0}. 

(2). Fie A un interval, f: A—R o funcţie continuă şi Xa Sta două puncte 
din A. Dacă f(za)f(z2) <0, atunci funcţia are cel puţin un zero cuprins între 
zı şi z (consecinţă a proprietăţii Darboux). 

(3) Fie A un interval și f: A—Ro funcție derivabilă. Teorema lui Rolle 
arată că între două zerouri ale funcţiei există cel puţin un zero al derivatei. 
O proprietate duală este următoarea: între două zerouri consecutive ale deri- 
vatei se află cel mult un zero al funcției (consecinţă a teoremei lui Rolle). 
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(4) Fie A un interval şi f: A—R o funcţie strict crescătoare şi deriva- 
bilă pe A. Se poate arăta ușor că zerourile lui f’ nu pot forma un subinterval 
din A. 

(5). Formula lui Taylor. Dacă f este o funcţie continuă împreună cu 
primele sale n derivate pe un interval deschis A ce conţine pe [a, b], iar pe 
(a, d) există şi derivata lui f de ordinul n-+1, atunci există cel puțin un punct 
cea, d) astfel încît 


7 d—a m (b—a) (b=a)"t! angi 
bd)=f(a)+ E an pr frt (e), 
O Or Pta) «n e PSR A e r (6) 
Observaţii. (a) Dacă înlocuim pe a cu zọ şi pe b cu z formula lui Taylor 
ia forma f 
be A EN Gi J s+ m 
=e E e «+ e pe EEL ao) p EEE Na OE — T0), 
sl n (n+1) 


0=(0, 1). 


(b) Formula lui Lagrange corespunde cazului n=0. 

(c) Dacă f este un polinom de gradul n, atunci f("*b(2)=0 şi formula 
lui Taylor ne dă o reordonare a termenilor polinomului după puterile lui 
T—To. , 

Fie f: A—R o funcție care admite derivate pînă la ordinul n>1 pe A. 
Un punct T&A se numește zero de ordinul n sau rădăcină multiplă de ordinul 
n pentru f dacă 


x Aro) =F t) = ~.. =a) =0 şi f(z) +0. 

(6) Fie f: A—R o funcție care admite derivate pînă la ordinul n >t 
pe A. Punctul toSA este un zero de ordinul n al lui f dacă şi numai dacă 
există o funcție fn: A—R astfel încît f(2)=(2—z0)"f„(7), fa(®0) #0. Această 
afirmaţie poate fi demonstrată uşor folosind formula lui Taylor; evident 


fu(2)= — (r+ 0—20), 20, 1). 


(7) Fie f: A—R o funcție care admite derivate continue cel puțin pînă 
la ordinul n>1. Dacă f posedă zerouri cel mult de ordinul n, atunci aceste 
zerouri sînt puncte izolate. 

Demonstraţie. Presupunem că z este un zero de ordinul n al lui Å 
Atunci f(2)=(2—30)"f(2); unde fa(20) 40. Deoarece prin ipoteză fẹ este 
continuă există o vecinătate V,, a lui o aşa ca fu(2) 40, vre Va. De aceea 
f nu se mai anulează în nici un punct din Vz, cu excepţia lui mọ, ceea ce în- 
seamnă că zeroul r=xy este izolat. a 

(8) Există funcţii, neidentic nule, f: A—R Ž astfel încît 0=f(zo)=f'(20)= 
==... =f"(xo)=... Un exemplu este dat în problema 76. 

(9) Fie f o funcţie derivabilă de 132 ori pe (a, b), iar t= (a, ò) un zero 
de ordinul n al lui f. ` 

a) Dacă n este par, atunci zo este un punct de extrem al lui f şi anume: 
dacă f(x) <0, atunci Xa este un punct de maxim, dacă [('(20)2>0, atunci 
zo este un punct de minim, : ; 

b) Dacă n este impar, atunci x nu este punct de extrem; pentru n impar 
23, Ze este punct de inflexiune,. 
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Exemplu. Se consideră funcţia z—f(2)=In(1 -b 2) —a2, 


1) Să a PETCU jol AT, : > : 
) Să se calculeze um So 5i din rezultat să se deducă ordinul de multi- 
w0 t 


plicitate al rădăcinii 2=0 a lui f. 
2) Să se studieze variaţia lui f într-o vecinătate a lui z=0, 
Soluţie. 1) Utilizind regula lui Hospital, rezultă lim L} = — 4 


E) 

x, A: » . LI LY w a z 2 
paiete limita este finită, nenulă, rezultă că f are în z=0 rădăcină mul- 
iplă de ia nu ordin ca și g(2)=af, În plus, pe o vecinătate a lui z=0 se 
k ę a 
poate scrie arene a talx), unde « este o funcţie continuă, și nulă în z=0. 


2) Din 1) rezultă f(x) =o- = tala), Deoarece « este continuă Şi nulă 


în v=0, există o vecinătate a lui x=0, astfel încît f(z) —f(0)=f(2) <0, adică 
x=0 este un punct de maxim local al funcţiei f. 

Zerourile unei funcții compuse. Fie A şi B două submulțimi de numere 
reale şi funcţiile g: A>B, h: B&R şi f=hog: A—R. Deoarece N(f)= 
=fr] z= A, f(n)=0l=(a] ze, h(g(x))=0}=N (ho g); existenţa ca şi deter- 
minarea zerourilor lui f se reduce la următoarele: 

a) se precizează N(h)=(y/yeB, h(y)=0), 

b) se găseşte N(h)f(g(A), 

c) se rezolvă ecuaţiile g(z)=y*, ze, y*e N(h)(Ag(A4). Cu alte cuvinte 
N(f)=tz/zA, g(0)=y*, y*=N(h)Ng(A)} 

Exemplu. Să se. determine valorile lui m astfel ca ecuaţia f(t, m) = 


SR m? EREA or 
=m cos 27 + cos z cos 3z + i =0 să aibă. soluţii. 


Rezolvare. Ecuația dată se transcrie în forma. f(x, m) =2 cos? 274 
(2m--1) cos 2x-+m?—1=0 sau h(y, m) =2y92+(90m-+1)y-t+m2—1, unde g= 
=g(z)=cos 2x. Evident g : R—R, g(R)=[—1, 1]. De aceea, pentru ca ecuația 
“dată să aibă soluții, trebuie ca trinomul h: R—R să aibă cel puţin o soluţie 
pe [—1, 1], adică se impune restricţia pentru parametru me M, UMa» unde 


Mı={m]A(m)>0, R(—1, m) :A(1, m)<0}, Ma=(mlA(m) >0, —1 < -22H <1, 


a 1— V10 
h(—1, m)>0, h(1, m)>0}. Rezultă M,=(0, 2), M= rN 


IL. Zerourile aplicațiilor de la R”-la R” 

Fie S o submulțime din R”.şi .o funcţie f: S—R?. Un punct WES ca 
proprietatea f(19)=0e R” se numește zero pentru funcţia f. De asemenea, 
mulțimea zerourilor lui f se notează cu N(f)=talze S, f@)=0}. 

Fie 1=(2, Za... Xn) reprezentarea punctului x prin coordonatele 
sale și [=(fu fa ++» fm) reprezentarea funcției f prin funcțiile coordonate, 
Se observă că ecuaţia f(2)=0 este echivalentă cu sistemul 


filtr, Lose., AAE 0) 
falti, Borsea Vn) ==0; (2 Oas ose JAN 


seers ...veeeoonenast 


[ml Ears r 2) =0 
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de m ecuaţii cu n necunoscute. Soluţiile acestui sistem sînt zerourile funcţiei f: 
, Unele proprietăți ale acestor soluții se pot stabili utilizînd noțiuni din teoria 
i funcțiilor de mai multe variabile reale, 
În particular, fie f-o funcţie reală definită pe o mulțime § din R2. Zerourile 
sale sint soluțiile (x, J)e S ale ecuaţiei 


(1) f(x, y)=0. 


Dacă privim pe z ca parametru (arbitrar dar fixat), atunci ecuația (1) 
apare ca o ecuaţie în y. Discuţia în raport cu z a existenței soluţiilor reale 
ale ecuaţiei în y se poate face uneori grafic, uneori cu şirul lui Rolle sau alteori 
prin criterii particulare (vezi problemele 11, 12, 15 etc.). 

Fie Sı proiecția lui S pe axa Ox şi E o submulțime a lui S}. O aplicaţie 
9: E—R se numeşte soluţie (în raport cu.y) a ecuaţiei (1) pe mulţimea E 
dacă f(x, g(2))=0, YreE. O ecuaţie de tipul (1) poate să aibă (în raport , 
cu y) una sau mai multe soluţii pe Ẹ sau poate să nu aibă nici o soluţie. Dacă-— 
pentru fiecare ze E există o soluție unică z— g(x) care să verifice ecuația (1) 
şi eventual alte condiţii suplimentare, spunem că g este o funcție definită 
de ecuaţia (1). Se spune de asemenea că rezolvînd ecuaţia (1) în raport cu y 
se obţine funcţia T=U=9(2), zeE. 

Funcţiile definite cu ajutorul ecuaţiilor se numesc funcţii definite implicit 
sau funcții implicite. 

Condiţii suficiente pentru existența funcţiilor implicite sînt date prin 
teorema funcțiilor implicite (vezi [1], [2]). Din punct de vedere geometric 
aceste condiţii ne asigură că mulţimea {(x, y)l(z, yes, f(t, y)=0) este 
reuniunea graficelor unor funcţii de tipul g: I—R, ICR, adică este o curbă 
din plan. 

III. Zerourile funcțiilor eomplexe 


Fie D'un domeniu plan identificat cu o submulțime de numere complexe 
şi f: D>C o funcţie complexă de variabilă complexă. Valoarea ei într-un 
punct z=z-țiy din D este un punct u+iv=f(x+iy) din C. Astfel se pune în 
evidenţă că o funcţie complexă de o variabilă complexă este echivalentă 
cu două funcţii reale u şi v de două variabile reale x şi y sau cu o funcție 
(u, v): D>R2. 

Unele noțiuni din analiza reală se extind firesc în analiza complexă. 
Funcţia f se zice monogenă sau derivabilă într-un punct ze D, dacă în acel 
punct u şi v sint funcţii diferenţiabile şi îndeplinesc condiţiile lui Cauchy- 
Riemann 


| ax ôy dy ax 


Formal, regulile de derivare ale funcţiilor complexe sînt aceleaşi cu regulile 
din analiza reală. Dacă f este monogenă în toate punctele lui D (pentru aceasta 
fiind suficientă îndeplinirea condiţiilor Cauchy-Riemann pe D), „atunci f 
se numește olomorfă în D. O funcție olomortă are derivate de orice ordin. 

Un punct ze D cu proprietatea f(20)==0 se numeşte zero pentru functh f 
Mulțimea zerourilor lui f se notează cu N([)=tzle D, fe) =0} şi după cum se 
vede găsirea sa este echivalentă cu studiul soluțiilor ecuației f(2)=0 pe DCC 
sau cu studiul soluțiilor sistemului u(x, y)=0, v(z, y)=0 pe DCR. 
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„Fie f: D—G o functie olomoriă. Un punct z= I) se, numește zero ce 
ordinul ñ pentru f dacă 


Rao) feo) = «+ + eo) și Neo) 40. 

(1) Fie f: D—=G o funcţie olomortă (neidentie nulă), Punctul zeD 
este un zero de ordinul n al lui f dacă și numai dacă există o funcție olomorfă 
fa: D=C astfel incit f(2)=(2—20)"f„(2), fa(z0) #0. 

(2) Fie f: D>C o funcție olomorfă. Dacă există un punct ze D astfel 
încit O=f(z0) =f (z) =... =)=... , atunci f este identic nulă, 

(3) Zerourile unei funcții olomorfe, neidentic nulă, sînt izolate. 

(4) Două funcții olomorfe f, g: DC sînt identice dacă valorile lor 
coincid pe o mulţime AC D, care are cel puţin un punct de acumulare în D., 

Precizări. 1) Funcţiile. complexe elementare cunoscute la nivelul materiei 
"de liceu sînt polinomul, funcţia rațională și „radicalul“. 

2) Analogul real al funcţiilor olomorte sînt funcţiile analitice. 

Exemplul 1. Se dă polinomul Pg(2)=—a25—224pa29—x242az—b, a, be R, 

1) Să se determine a, b încît ecuaţia în C, Ps(2)=—0, să admită o rădăcină 
triplă şi în acest caz să se rezolve. 

2) Dacă Tti, x, T3 sînt rădăcinile distincte determinate la punctul 1), 


> . . . Sa Sheila T Ne T s 
să se scrie polinomul care admite rădăcinile z,=z, (cos FE +i sin =) | ba 
3) Să se scrie ecuaţia care admite rădăcinile z; și zp j=l, 2, 3. 


Soluţie. 1) P'(£)=5rt—8r?+3r?—2r+2a, P''(0) =2029—242*+6z —24 
rădăcinile triple se determină dintre rădăcinile ecuaţiei P”({)=0; deoarece 
a, be R şi gradul lui P;(x) este 5, rădăcina triplă poate fi numai o rădăcină 

1+3t 


reală. P''(2)=—0 are rădăcina reală 2=—1 şi rădăcinile complexe t= 


Deoarece PD #0, xı=1 poate fi rădăcina triplă; din condiţiile P (1)=0, 
P'(1)=0 rezultă sistemul 2a—b—1=0, 2a—2=0 cu soluția a=1, b=l. 


Ecuația P(2)=0 are deci soluțiile zi=l — rădăcină triplă şi Tas= 
ANE 

APER E ; x 
2) Rădăcinile distincte timi aia A t rădăcinile cubice 


ale unității; deoarece ecuația care are rădăcinile v; este 25—1=0, prin multi- 
` . . T s.s s. . ; 
plicarea cu factorul cos s +i sin coeficienții nuli îşi păstrează valoarea. 


, [2 3 
Termenul liber al ecuaţiei care are rădăcinile z; este (—D(eos stii sin?) ze 


4 


3) Deoarece schimbind factorii unui produs cu conjugatele, produsul 
trece în conjugatul său şi analog pentru schimbarea termenilor unei sume 


3 5 
= (1) (cos zi +i sin 2) şi rezultă ecuația 2 X> (1—i)=0. 
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X 4 S f ta 2 ; 
în conjugaţii lor, rezultă că ecuaţia care are rădăcinile Z, este 294 Vi -Hi) =0. 


În concluzie, ecuația care are rădăcinile 2 Ip j=l, 2, 3, este 20-p293/2-+1 0, 
Exemplul 2. Să se rezolve în R? sistemul 


f t- 2ry—y? ml 
l matey Hyen. 


Soluţie, Funcţiile u, v: RR, definite respectiv prin u(x, y)= 
=004+-2ay—9? şi v y) —x 2x) -y*, îndeplinesc peste tot condiţiile lui 
Cauchy-Riemanu. Deci ele sînt partea reală și partea imaginară ale unei 
funcţii complexe olomorte. Înmulțim a doua ecuaţie cu i și apoi adunăm cu 
prima, membru cu membru. Găsim T -b2ay —yki(—22252ay-k+y2)=1+i sau 


Ü=] Hi, unde z=r+iy. Rezultă z2=i şi deci nayi- Y cos Z-tisin z = 


natak F 2kr7 ; 3 Z 
=c T i sin E, k=0, 1. Apoi z = Vaze uta Ta= = 
js Da : i > 2 
ZAD ju Va şi deci soluţiile în R? sînt (+ va pl) 


30. Se dă numărul complex z(0) =e} 2it, te R.: 


1) Să se determine în planul complex mulţimea imaginilor lui z(4. 
2) Să se rezolve ecuaţia 


€%% —(LArze-e2)ett- (er e2-ete2i — 690. 
3) Să se discute numărul rădăcinilor reale ale ecuaţiei tg (arg z(0)=tg e, 
unde «s(- Etajere 
2 2 


4) Să se calculeze limita şirului cu termen general 
) 
as 
An j tg (arg z(9)d! 
0 


(Bacalaureat Maroc, 1976. Text modificat) 


t= est 


Soluţie. 1) Imaginea (z(/|te R} este curba cu parametrizarea Sni 


te R. Prin eliminarea parametrului se obține y=ln m, v>0. ` 
2) Cu substituţia e2*:=v rezultă ecuaţia algebrică DA heheNuih 
Hetet e?)jv—e?=0 cu soluțiile vi™l, vame, Damme sau 40, ta S k=l. 


3) argz([)=arctg 2 = arctg 246; ecuația devine 2t e™=m, unde 
Re z(t) 
meR, ctnd aef- £, 2) Se reprezintă graficul tuneției t= A(N =2 e 
? P poeta | 


[110 =20 —2De-%; fr) = —8(1—De 
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; Taia 0 ~- ] +o 

ro + W atat Ea O E 

AQ) — A d 
A oE A 07 7 N 0 

RO A 7 ae ET 


Concluzii (fig. 122): pentru ca 22, 0) =he(— 0,0); 


pentru «<[0, arctg e) "=, ne'(o, =) be = co); 
$ | 3 


OP aa Ser 


tă 
pentru a=arctg el => == 2; pentru 


Fig. 122. «e = (arctg Cal: =) „ecuaţia: nu admite rădăcini reale. 


4) Aa =— (2e a2 [| Lie — A | = A, 
) n j S ( 2 e T E n4 2 [ra 23 


lim An: 


n=. 


31. Identități 


Fiè E(t, Tos... TA) şi G(z, Tas e 
şi o problemă de tipul „să se verifice identitatea F(z, za. 


=G(Ti Læ- . -s n)". Se observă că 
(tb Ta» ---, Da) Fu Ta.. -> Ta) este 0 funcție F:A—R, ACR”, iar 
(e m. 1) Glata.: -s Tp) estelo, functie G: BR BERS, egali- 
tatea F(z, 2a.. -> Ln) =G(£1 To.. -> Ta) avind loc, Vtr Tas.. -> Za) 
AB. De aceea problemele de stabilire a unor „identități sînt în fond 


probleme de egalitate a două funcții. 


. -s Za) două. expresii elementare 
pa) 


Exemple. 1) Să se verifice identitatea 


epe, (@— y Neu) (00000) L gyz 
202 u%(u2— 02) AS 002 —u2 el tă i 


Se observă că domeniul maxim de definiție al funcției 
zip | (zuy ueu) „(a —0(pt—00)(z0—00) 
(T, Ys Ze i p) put ut(u1—v?) ar (v? — u’) 
este A =R? x(R?—{(u, v)lu?v2(u2—v?)=0)). Pe de altă parte, pentru funcția 
(£, Y, zu, v) =r -Hy -Hz — ut — o? avem B= RS, De aceea identitatea propusă 
are sens pe A(B=A. Verificarea ei se tace prin calcule directe, 


206 


Pr O EDP ae aaa NR ape green. 


PEP an e 


DP E ca AE poe 


2) Să se determine toate polinoamele P(x, y) cu coeficienţi reali pentru 
care există reR astfel încit P(x, y): P(z--r, y+r), Va, yeR. 
n 
A pi ga i À “ga 
Soluție, Evident, polinoamele de forma P(x, y= a(x — y)! ae, 
au izi 
salistac problemei puse. 

Reciproc, să presupunem că P(x, y) satisface condiția din problemă, 
Făcind schimbarea de variabile v=u-v, y=u—v, polinomul P(x, y) trece 
a $ 1 1 i , 
in polinomul Q(u, v), unde u=- (tty), (07), iar relaţia P(x, y)= 
= P(e+-r, y+r), este echivalentă cu Q(u, v)=Q(u-kr, v). De aici deducem 


Qlu+nr, v)=Q(u, v), VneZ. Aceasta înseamnă că Vv, polinomul f(u)= 
=Q(u, v)—Q(0, v) are o infinitate de zerouri, adică Q(u, v)=0(0, v), Vu, v. 


Astiel P(x, y)=P(0, zE), Vx, y şi deci P(x, y)= SS azi. 


i=l 


32, Să se determine z, Y, z astfel încît 


1) egalitatea (a° +4—1)z+(a°—a+1)y+(—@ a+ 12 =2a-P4 să aibă 
loc oricare ar fi ae; 


2) egalitatea (atbte)e+(a—b+c)j tab- e)z=4a+2b+c să fie 
verificată pentru orice numere reale a, b, c. 


$ - 7 (Admitere, I. P. București, 1978) 
Soluție. 1) Ordonăm după puterile lui a: N 
(zty —z)halr—y 4z) (ay +z)=2a44. 
Identificînd coeficienții aceloraşi puteri ale lui a obfinem sistemul 
z+y—z=0, x—y+z=2, —x4+y-+z=4 care are soluția unică z=1, J=2, z=3. 
2) Ordonăm după a, d, c: 
a(—z+y52)b(2—y2)-kc(r--y—2) =4a-2b-+c. 
Identiticînd coeficienţii, găsim sistemul —z-hypz=4, 1—y+z=2, r+y—z=1 


À 2s 3 5 7 
cu soluția unică TE eter VA SY 


33. 1) Să se arate că dacă polinoamele reale Po, Pu .-., Pa satisiae 
i Pala)e” tH e ke Pula)e?-k Po(2) =0, 


pentru orice x din [a, co), atunci ele sînt identic nule, 
Indicaţie. Se divide cu e" şi se trece la limită pentru 2 œ, 
2) Fie polinoamele reale Po, Pin...» Pa astfel încît 


v P (@)(ln x)”. H Pilt) In zh Po(0)=0, Vezo, 


Să se arate că Po, Pır...» Pa Sînt identic nule, 
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Indicaţie. Punind z=e, identitatea ia forma ARN EN; Yy, unde 
Lă Í 
Qu Sint numere reale. Ea se retranscrie TIAE Vy, adică prob- 
J 


lema pusă se reduce la problema precedentă. 


34. Fracții simple 
Expresiile 
A? Bz+C 
(z—a)}  (z°+pr+g)" 


unde A, B, C, a, p, q€ R; s, mE N, iar trinomul z?-+-pr+q are rădăcini com- 
plexe, se numesc fracții simple. 

Fie = o expresie raţională reală definită pe R—N(Q). Presupunem 

5 p 
grad P<grad Q. 

I. Dacă Q(x)=0 admite pe z=a drept rădăcină multiplă de ordinul s, 
adică Q(x) = (x—a)* Q(x); Qu(0) +0, atunci are loc descompunerea (identitate 
după x) \ 

PA, | i 
` Qa) (za  (s—a) Q(z) 

Într-adevăr, există numărul real A şi polinomul P(x), unic determinate, 
astfel încît se satisface identitatea P(x)—AQ(x)=(x—a)P;(x), prelungită 
Ra 
Q(a) 
(valoare finită nenulă pentru gradul maxim s). Existenţa şi unicitatea poli- 
nomului P,(z) decurg din definiţia împărţirii pe mulțimea polinoamelor, 
po E uo . 

II. Dacă Q(z) =0, Q(20)=0, Zo, Zo — rădăcini complexe conjugate m — 
multiple, corespunzătoare factorului real (24 prt) =, adică Q(1)= 
- = (2p pr t9)7 Q2), Q2(20) #0, Qə(Z0) #0, atunci are loc identitatea 


< Pæ) —  Bz4+C Pa(z) : 


Qe) Fp)”  (aatpzt0)” 10) 
Observaţii. (1) Itèrînd descompunerile procedente rezultă 


prin continuitate pe toată axa reală. Rezultă P(a) —AQ,(a)=—0 şi deci A = 


Pa) 2 A P,(7) / 
ALI A e: TALASNA R R 
de) AE ta. 

vespectiv à 
P(z) _ a BiætC: Pio) 

noi 2 rpp T 


(2) Deoarece descompunerea în factori reali a polinomului real Q(x) este 


Li 
Ti t 


4 i at 
i A n f.) 7 2, Sih 2 m =grad Q, 
ca f ean ea Aat Amt o 
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rezultă descompunerea lui (2 în fracţii simple 
Q(x) 


mayti tsi beti, 
Q(z) 293 (&— a)’ ai fa (+p +q)" 
(3) Dacă Q(æ)=(x—a)’ -Q,(2), Q(a) #0, atunci rădăcinii z=aeR îi 
corespunde descompunerea în fracţii simple 
PO A pA 
Qa) z-a (z—a? F 


A + Pila) . 
(z—a) Qu(2) 


Pentru determinarea coeficienţilor A44,..., A, putem folosi următoarea 
identitate pe R 


| 


o= DE E- ZA Aaa) pe HA-A) Ep ne Alea) 


P(x) x 
+ —— (z—a). 
Q(x) À ) 


Funcţia r— (7) admite derivate de orice ordin într-o vecinătate a lui z=a, 
deoarece Q; are zerouri izolate, diferite de z=a. Se obțin 


. 


= E Liek) o, 
A, e(a), A,u=9p (a), Ti TEL) A-r k! P (a), EENAA Ar (s—1)! 
adică t 


i P(a) 0 
a ie dia oala BE (O sa 
Exemplu. Să se descompună în fracții simple 
PO AUE. 
N O) (41) (2—1) Š 
Soluţie. (i) Coeficienții descompunerii se determină din identitatea 


o) EDS Aa da A a 
Qa) o zi (21 (=i s+ (erai 
P(z) 


De (ar =A (1—1) ek) 
' FB (a1) (e1) Ba(z—1)5, 


sau 


Prin identificare rezultă sistemul liniar A4,+Bi=l, AtB, —2B;=—1, 
2AF Arh Aso Bim A Ana dna Baa Bail AI Maat Ba — 
— B, =5 care admite soluţia As=1, Asa —2, As3, B =0, Bal; s-a obținut 


P(g) 1 2 3 1 
| DP 


—— + e 
Q(z) a-l G e (+1) 


(îi) Altă soluție. Folosind descompunerea (x), rezultă 


xi—a9—4a24-11z+5 


pa) = =E Al) Az(c—1)-+ Ask (e 


(x+1)? z+1)? 

Se obține Aş=ọ(1)=3; utilizînd pe ọ'(x)= S se găseşte 
g 
EE i 
Ap = we (1)=—2. Apoi se calculează ọ”'(x) şi A1= ọ”(1)=1. Din (+) se 
scrie ; 

gzi— r3 —4r?+iir+5 _— P(x) 

DĂ a = —— 

W(x) EET Bi(x+1)+B2+ (21) 


şi rezultă B= Ņġ(—1)=1, B= = V'(—1)=—0. Astfel se regăseşte descompune- 
rea anterioară. 

(iii) Altă soluţie. Se amplifică identitatea (x) cu (r—1) şi în identitatea 
obţinută, prelungită pe R, se face z=—l; rezultă As (aa) = 


z=1 


=3; analog, (x) se amplifică, cu (741), apoi se face rt=—1 și se obţine 
B,= (ge +1) —1. Se determină 
Qa) z=-1 ; 
R(x — IE e a EI a e E pet aa e 
Qa), (1 (+1? (=—1P@+1) 
Aı ` Az 


Pentru identitatea R;(x)= Bise procedează analog. Se găsesc 
x-1  (x—1} aril 


Aa—(Ri(o)( 19 poi = —2, B,=(R(@)(@+1))z=-1=0. Rezultă Ra(2) = Ri(2) 
= o i Ala 
TEN ca şi deci Aa 
(4) Printre altele, descompunerea în fracţii simple este utilizată pentru 
a dovedi că funcţiile raţionale reale admit primitive în mulţimea funcțiilor 


elementare. 


35. Independenţa unor expresii elementare în raport cu unele variabile 

Fie F(£1, Z2- - -> Za) O expresie reală elementară. O problemă de tipul (1) 
„să se arate că F(£1, 12...» Tn) este independentă de prr = -> Ta se poate 
reduce la găsirea unei alte expresii elementare G(Ti, Ta: Tp) încit 
Fa, Zo eo» In) EG(t To -a> %p). În fond noţiunea de bază este egali- 
tatea a două funcţii. Anume F: A>R, ACR", dată prin (Ti Ta: Ta) —> 
F(X e -s Tr):5iG: B—R, BCR”, dată prin (tu Ta.. -> Vp Tobi 

o , Za) >G(T1, To... zp) sînt egale pe AQB, adică F(a Vass- ta)= 
=G(au Doo. Tp); V( Tore.» Tr) E AQB. 

Se observă că B=C XR", unde CCR”. De aceea ne va interesa să 
identificăm funcţia G cu restricţia ei la AN(CX {(@pn -n w) unde 
e prenan ao za) este un punct fix din R"? aşa ca (a + „sa Up EA d o TaS 
e A(NB, sau cu funcţia parțială definită pe proiecția lui ANCEX {Chn so 


E Lay) pe R?, 
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Procizăm însă că rezolvarea problemei (2) „să se arate că funcţiile F 
şi @ sint egale“ nu este totuna cu rezolvarea problemei (1). În general, 
în problema (1) domeniul de definiție al lui F nu se dă (trebuie aflat!), iar 
explicitarea funcţiei G nu este necesară. Dacă este nevoie, funcţia G trebuie 
aleasă de rezolvitor din mulțimea funcţiilor egale cu F astfel încît expresia 
(i Ta... Ta) Să fio cea mai simplă posibilă, 


Rezolvarea efectivă a problemei (1) poate fi făcută astfel: 


A (1) se determină domeniul de definiție al lui F, adică mulţimea: punctelor 
; (Vis Tas... Va) pentru care are sens Elt tue a T) 
(2) se fac calcule elementare pină se găseşte G(z,, zp,..., Tp) sau, 

în unele situații particulare, se aplică raționamente care ne asigură că 

Flu Ta. Tp dpr es a) este independentă de z,,,..., Za, fără a fi 

obligatorie explicitarea lui GAE Tz- Ip). 
: Precizare. "Discuţia precedentă arată că formwarea „să se arate că 
Fila se Too Doo Za) este independentă de z,,..., £y trebuie 
luată în sensul că defapt F(z}... , To Tpl» o = -s Ta) depinde de zau, ---, Za 
numai prin restricțiile care deternină domeniul de definiţie al funcției 
(CAD casă E D EDO oo e Ea Ca a To LEST): 

Exemplul 1. Să se arate că expresia rațională 


ar" IR x k 
A f(2)= pr 1-4 ar Eh Hantta, 
y boz” bis" It ... bratt ba 


: = . . v q; a, 
nu depinde de z dacă și numai dacă 1—4... 2. 
AER o da 


Soluţie. Existența lui f(x), fie pe mulțimea numerelor reale, fie pe mulțimea 
numerelor complexe, impune ca numitorul să fie diferit de zero pe mulțimea 
respectivă. Să presupunem că f(x) există pe E. 


Fie f(7)=k, VzeE, 'adică (ay—kbo)z”+ (a —kb)z” 14 ... -+(a,—kb,) 20 

Rezultă do=kbo; a=kb,-.. > an=kbp, sau cai ERS == =k; cu con- 
° a 

venția că dacă un numitor este nul, atunci numărătorul respectiv este nul. 


Reciproc, dacă coeficienții sînt proporționali pentru zeE, atunci ao=kbe 
Ma kbi -. -s da= kba Si (0) -kK NISE: ; 

Exemplul 2. Fie I un interval deschis din R şif:I>Ro funcție derivabilă 
(+diferențiabilă). Funcția f èste o constantă dacă şi numai dacă derivata 
sa este nulă pe I. Într-adevăr, dacă f(z) = const. pe T, atunci f'(2)=0, vzel. 
Reciproc, din ipoteza f'(x)=0, Vzel şi din formula lui Lagrange OREO 
=(z—zo)f'(0), YT, To€ l, ao fixat, rezultă f(x)=f(xo), VzeI, adică f= const. 

Dacă I este o reuniune de intervale deschise şi f'=0, atunci este posibil 
ca f să nu fie constantă pe I, dar restricţiile lui f la subintervalele din T sìnt 
(respectiv) sigur constante (aceste constante se determină ca valori ale lui f 
în puncte particulare z din intervalele respective, adică se calculează Irod) 

Generalizare, Fie D un domeniu (mulţime deschisă şi conexă din R) 
iar f: D—R o funcție diferențiabilă. Funcția f este o constantă dacă şi numai 
dacă diferenţiala sa df este nulă pe D, 
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Exemplul 3. Să se arate că 
Ela, y)= sin?(z-4+y)—sin2(2—y) 
: sin 2y 
nu depinde de y. 

Soluţie. Se impune sin 2y #0, adică y+ > keZ. Apoi se observă că 
sin? (249) —sin?(x—y)=[sin (x+y)+sin (x — y)]. [sin (z + y) — sin (z —y)] = 
=2 sin % cos y '2 sin y cos z=:sin 2x sin 2y. Astfel E(x, y)=sin 2x, dar numai 

i kr 
pentru y+% zu kez. 


36. Se consideră ecuația matriceală 
2 S ABEL [e Ey 
A? +4 =al, aER, 1 [o A [e s], 


Să se rezolve ecuația în cazul cînd toate soluțiile sînt reale, 
Soluție. Ecuația devine 


DEI 22 d: fi 
Zi —yî 2xy za z yj ja | sau fe y“+r—a=0 
—2ry = r= y? -ý x 0-a y(2z4+-1)=—0. 


1 
AED. 
si j 1 
(i) Sistemul admite soluţii reale dacă ae (2 O, — = 
De i ` 
y 4 
REST y=0 k ZA SEER 1 
(ii) Sistemul admite soluții reale dacă a€ ļ|—=—, |: 
i 12-00; 4 
Observăm că ambele sisteme admit soluţii reale numai pentru a=——; 
i 1 = $ 
în acest caz însă ambele sisteme se reduc la (z=— g=0} şi- deci 
s 0 i f 
5 ( 
A= sad k 
De 
2 cei! 


37. Fie va. 


determinanţii 
TOEN uta pa A Anda, 
vi : DiVa i D304 
321 da(5a—1) SA Sa Si 
A= Va. va UaV „i=l,2, „N 
dd. 8 Òa > S(8.—1) 


i 


212 


> Un >0; d aaa dn >0 Bta a și 


yag 


ra naan anain 


Să se arate că 
AU Ag, Agp- Ap 30) 0 A 


38. Inversa unei matrice |. 


Două matrice pătrate, de același ordin, A și B se numesc inverse una 
alteia dacă AB=BA=1. În acest caz notăm B=A1 sau A=B- şi spunem 
că B este inversa lui A sau reciproc. Prin reducere la absurd se arată că dacă A 
posedă o inversă B, atunci inversa este unică. 

Fie A=[a,] o matrice pătrată, iar *A transpusa sa, Matricea pătrată 
formată cu cofactorii lui *A se numește matricea adjunclă şi se notează cu 
A*=[Aul. În baza proprietăţilor determinanţilor avem 


(13012... din 4 Aiz. : Azi D050 
A*A ZAA a21đl22 - . > Can A» A skeie Ana Ee 0 D. 3e) =D-J, 
Ann 


(roma =. Ain A2n ... Ann i Or ELOA D) 


unde D=det A, iar I este matricea unitate. De aici se observă că o matrice 
pătrată posedă o inversă dacă şi numai dacă det A #0. Această inversă se 
poate explicita astfel: 
1) se calculează det A; dacă det A #0, atunci A se numește nesingulară 
şi are o inversă; dacă det A =0, atunci A se numește singulară și nu are inversă; 
2) se face tA și Až; , 
3) A A Ea) 
det A . 
| Aplicaţii. 1) Fie č, a=1, 2, 3; trei- matrice de tipul 3x1 (vectori 
coloană) cu ajutorul cărora formăm matricea pătrată de ordinul trei 
E Ta s f 
(E E» Es]. Fie na |inversa acestei matrice, unde Na 4=1, 2, 3, sînt vectori 
N3 a - 
linie. Dacă 0,=—Eenv—Esne unde fa, b, c} este o permutare ciclică a lui 
11, 2,3) şi = YD mama» atunci să se arate că: D2=— — IF Eana Data =0, NaDa =0, 


tha =gEa "Dag —=9— Mane a=1, 2, 3 şi DaDa —Eano= -Oaa + Eana = Dos 
Déo = — Orbs Sta Na Do = — No Pa = he: È 
Indicafie. Calcule directe, ținînd seama că abo =I şi > Ea ma=], unde T 
i y a 


este matricea unitate de ordinul trei. | A 
2) Să se găsească toate matricele [a,,] așa ca [di] și [bi] =la] să aibă 
simultan toate elementele nenegative, 
$ (The Amer. Math, Monthly, 1973) 
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4 
y 


Soluție. Sistemul 


n EERE 
| Dawl o Zi 
) k= OZTA] 
| au >0, by >0, Vry 


arată că fiecare linie şi fiecare coloană a lui [a] are numai cite un element 


pozitiv, restul fiind nule. 


Invers, dacă presupunem că [a;;] are numai un element pozitiv pe fiecare 


linie şi pe fiecare coloană, iar restul sînt zerouri, atunci definim 


0 a; =0 
X ba = ; 
9 = au #0. 
Aji 


Se verifică uşor că [04] este inversa lui [d;;] și evident b;; >0. 


În concluzie, [a;;] şi [a,]”1 au toate elementele nenegative dacă şi numai 
dacă fiecare linie şi fiecare coloană a lui [44] au exact un element pozitiv, 
restul elementelor fiind nule. 


39. Fie matricea [a], i, il Doi n unde 
a+b, Be] 
Biz). 
Fie I matricea unitate de ordinul n şi E matricea pătrată de ordinul n 
care are toate elementele egale cu 1. 
1) Să se exprime [as], la; ] respectiv în raport cu matricele I şi E. 
2) În cazurile în care există, să se găsească [a,;] al şi [aş] a 
3) Presupunem «#0: Matricele la] și [a;;!]”! există simultan sau nu? 
. ` x fi & a 
Soluţie. 1) Observăm că [as] alpi la, = — TEZA 8 E 
2) În ipoteza că există, căutăm pe [au] de forma [as] =rI+tyE. 


Avem I=faylla;] *=(«1+BE)(TItyYE) =x] -+ («y +-Br-+Byn)Ee Qr=l şi 
Br+(a4+Pn)y=0. 


De aici se vede că dacă az0, atunci [a] este nesingulară dacă şi numai 
dacă a+fnz0 şi în aceste ipoteze 


îti AN pup 
[a] A CI a(a+-Bn) 


Un raţionament analog ne dă 


oan: 


a G a Ea 
raa a EEEN 


dacă şi numai dacă «70 şi (a-kB)n—a #0. 
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3) Presupunem % #0. Deoarece sistemul 
(+ B)n —a=0 
EAO) 
&-+Bn=0 


admite numai soluți 


; ' a n=2, rezultă că pentru n>3 cele două inverse pot să 
nu existe simultan. 


40. O matrice P=[py], i ES A 


> pu=l se numeşte matrice sivchadtică 
Li 


«> N,care are proprietăţile pa >0, 
Să se arate că dacă [p] esteo a stochastică, atunci 
1) det Pareu =0, unde S ij este simbolul lui Kronecker. 
o iz) 
n $ 1 4 > 
2) 2 II Pus i a i $ 
‘=l j=1 n 


Soluţie. 1) Din X5 Pu=! rezultă Xo (Pu — òu) =0, xi 
J= =l AREH 


De aceea avem 


Pal Piz.. - Pin-1 Pin Piu = piz... Pin-1 2 (Piy — 923) 


Pa Pz2—l. : : Pon-1 Pon | Par pz2—l.. “Poni d (pay — 923) Eg: 


E A rA a O T ONA O ES AOTRE OFO E E OO ATAN N 


Pn1 Pn2 GEO Pnn-1 Dan- al Pni Png 2 3 s Pnn-1 > (Pn3— 9a3) 
JL 
2) Aplicînd inegalitatea geometrică găsim 


Put + Pin)” 1 
Pu Piz- - Pin e (Put e iA a 


n? nf. 
De aceea 


n. ? n Sa | 
3) Papa: + = Din S i EIS 


d 


41, O matrice P=[pul] i j=1 2. n» N, care are proprietățile pis >0, 
T py=1, 2 pı=1 se numește aiee Tubin stochastică.] 


1) Să se arate că produsul a două matrice dublu stochastice este o matrice 
dublu stochastică, 
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2) Să se probeze că orice matrice dublu stochastică, care nu are toate 
elementele egale, conține o submatrice 


ae bd 
c d 
astfel încit min (a, d)>maz (b, c) sau max (a, d)<min (d, c). 
3) Să se găsească forma unei matrice dublu stochastice care comută 


cu toate matricele dublu stochastice. 
4) Să se arate că produsul tuturor elementelor dintr-o matrice dublu 
stochastică de tipul n Xn este cel mult £ . Cînd este-atinsă această valoare? 
n* 


Soluţie. 1) Fie matricele dublu stochastice P=[p;;] şi Q=—[q,,]; de tipul 


„n 
nxn. Produsul lor este PO=I5opu qi]. Observăm. că 
ZI > 


> (Sp (Sr an Sano 


s=1 \ J j=1 ) 
z =] 
n n n n À n 
De d) => pu (52 qix ) = 9 purl, 
RSI ENI: j=l k=1 j=l 7 


E AEEY 
adică PQ este o matrice dublu stochastică. : 
2) Fie [p] o matrice dublu ‘stochastică care nu are toate elementele 
egale. Fie ps, =mMAa£ pe. ; 
2E) i 
i ken 
Deoarece matricea nu are toate elementele egale avem p, >—. Fiex 
n 


minimul elementelor din „linia s sau,din coloana t. Presupunem r=psm (analog 
} RAT! i ET a i i i 
pentru t=p;). Deoarece psp > — rezultă psm < —, adică Ps > Psm Această 
n n 


observație împreună cu faptul că suma elementelor de pe coloanele t, respectiv 
m este unu, ne permite să afirmăm că pentru un anumit i avem Pr <pin 
Rezultă Pst > Pim > Pi Z Psm Submatricea formată cu elementele precedente 
are proprietatea dorită. ; 

3) Să arătăm că o matrice A=[a;] de tipul nXn, dublu stochastică 
sau nu, comută cu toate matricele; dublu stochastice de tipul nxn dacă şi 
numai dacă (1) an=% i=l, 2,..., n, (2) au=B, ij. Dacă lui A îi punem 
condiţia să fie dublu stochastică, atunci (3) «, 830 şi a-+(n—1)8=1. Con- 
diţiile (1), (2), (3) sînt'echivalente cu A =(1 —y)I-kyJ, unde ye [0, 1], Z este 
matricea identitate și J are toate elementele egale cu T 

Fie A=[a,,] o matrice care are proprietățile (1) şi (2). Prin înmulțire 
directă se poate verifica că, A comută cu toate matricele dublu stochastice. 
Invers, dacă A comultă cu toate matricele dublu stochastice de tipul n Xn. 
atunci ea comută și cu toate matricele permutări (Matricea P=|p«] se numeşte 
matrice permutare dacă există o permutare m a lui (1, 2... n) aşa ca pu=l 
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dacă j=iz şi zero în celelalte cazuri). Fie P o matrice permutare. Avem 
(AP)u=a(i, jr) şi (PA)y=alin, j), unde a(i, j)=a,. Dacă AP=PA, Yr 
atunci a(i, j)=a(ir, jr), Vi, j, m. Observăm însă că Vi, k există o permu- 
tare x aşa ca ir =k și astfel a= app, adică are loc proprietatea (1). Asemănător, 
dacă izj și rs, atunci există o permutare m așa ca in=r şi jn=s. Astfel 
Ay =, Şi deci (2) este adevărată. 
4) Aplicind inegalitătea geometrică găsim 
(Pat. Pen) 1 


Pa: + Pin S 


Sa LSD Srl, 
n” n’ 
; ANR ; E 1 
cu egalitate dacă şi numai dacă Dim.. Pin == 
n 


În mulţind inegalitățile precedente găsim 


n”? : 


; 1 nOr 
cu egalitate < p; =—, Vi, j. 


4 n 


42. Valori şi vectori proprii 


Fie A o matrice pătrată de ordinul n cu elemente complexe și X o matrice 
nenulă de tipul nx1 (vector coloană) cu elemente complexe. Dacă există 
re C astfel încît AX=rX, atunci X se numeşte vector propriu pentru matricea 


A, iar r se numeşte valoare proprie a lui A. 


Se observă că ecuaţia matriceală (A —r1)X=—0 este echivalentă cu un 
sistem liniar și omogen de n ecuaţii cu n necunoscute, care ar€ și soluţii ne- 
banale dacă și numai dacă determinantul atașat este nul. De aceea vectorii 
proprii există dacă și numai dacă def (A —rI)=—0. Această ecuaţie (în complex) 
poartă numele de ecuația caracteristică a matricei A. Evident, valorile proprii 
ale lui A sînt soluţiile ecuaţiei caracteristice. e 


Problemă. 1) Să se, determine valorile: proprii și vectorii proprii ai ma- 


tricei ; 
a eA EA 
= 1 —2 — 
1 1 2 
| 3 
2) Să se rezolve ecuaţia matriceală AX =— ; 
Soluţie. 1) Ecuația caracteristică arasati lui A este 
y o E u =— (r? —2r2—5r4-6)=0. Ea. are soluțiile reale 
1 i 2er 4 
T4= —2, AE Tg=3, 
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z 
Fie X=| y 


s %, Y, ZER. Pentrur,=—2 ecuația matriceală AX = —2X 
z 
este echivalentă cu sistemul 
4x-+y+z=0 
z—z=0 
xr+y+4z=0. 


Deoarece 


41 da 
i o|*0: găsim vectorul propriu X1=((z, —5z, z), zeR. Analog, 


ENE v e . z z . 
pentru r2=l găsim vectorul propriu X= (2 TI z), ze R, iar pentru 


Ts=3 găsim Xs=t(z, 0, z), zE R. 
â 2) Deoarece det A #0, există A. Soluţia lui AX=B se determină 
prin înmulţirea la stînga cu A ~ și ținînd seama că A TA =I, avem A-1(AX)— 
=A B; (A7A)X=A ^ B şi deci X=A B. 
Pe de altă parte det A=—6 şi 


2 PREDI ; —3 =l il 1/2 1/6 —1/6 
SA | 22 IS AR |=3 3 3|, A1= 1/2 —1/2 —1/2ļ> 
Ep) 3 —1 —5 ; —1/2 1/6 5/6 
Rezultă 
—1 
X= if: 
=2 


43. Fie A o matrice pătratică de ordinul m, & o matrice de tipul m Xł 
(vector coloană) şi ņ o matrice de tipul 1 Xm (vector linie). Presupunem veri- 


ficate relațiile 
: A?—=— I+ En: NEN; 


(I este matricea unitate de ordinul m). N 

1)-Să se arate că A č=0, pA=—0 şi că matricea A -+ &p este nesingulară, 
avînd ca inversă matricea —A -+ E". 

2) Să se demonstreze că rangul lui A este egal cu m—1. 

3) Să se afle valorile proprii ale matricei reale A şi să se arate că m este 


impar. sa a A 
Soluţie. 1) Înmulţim pe A2=—I1+ Em, la dreapta, cu E şi: apoi cu AŠ. 
Găsim 
A2E=— E+ E(mE)=0; A(A2E)=A2A E)=—A Et Ema 8) 
aa 
şi deci AREEN i 
A = EmA 8). 


De aici deducem 0=42E=A(4 E) =(A E) (nA E) = EmA g); A E= Elna). 
Aceste relații implică A §=0. 
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Din AAs AA? rezultă (IP En)A A+ En) sau E(pA)=(4 Ey. 
Astfel avem și yA =0. 

Prin calcul direct putem verifica relația (A+ En) —A+ éEn)=I. Astfel 
matricea A -b Ey este nesingulară și are inversa —A - Ey, 

2) Deoarece A č=0, rezultă rang A <m. Fie Ẹ un alt vector pentru care 
A 40, Din 4 —I1+ En, găsim E= E(n E) şi deci É şi E sînt coliniari, adică 
rang Am=m—l, 

= 3) Veetorul E este un vector propriu al lui A în raport cu valoarea pro- 
prie zero, Fie v un vector propriu al lui A în raport cu valoarea proprie pọ #0, 
adică Av=pv, Din VA =0 rezultă py=0. Apoi avem A? =pAv=p?% şi ţinind 
seama că A=— I-H ën, deducem 


vt Él) = p%0, 
adică pî=—1 sau p= +i. Deoarece A este o matrice cu elemente reale, fie- 


care dintre rădăcinile caracteristice —i, +i este multiplă de ordinul n. Deci 
m=2n4+1. à 


44, Fie S o mulțime şi ® o operație binară pe S pentru care zQr=z, 
Vze S. Să se arate că ® este asociativă şi comutativă dacă și numai dacă 
(70y)Qz=(y020x, Va, Y, ZES. 

Soluţie. Presupunem că rQr=r, ves şi (z0y)oz=(y82)Qz, 
Va, y, z€ S. Rezultă i 


Ay =(1 8y) S(18y)=[(189y)91]9y =[(Y81)891]89y =[(1t81)89y]9y = 

| =(29J)2y=(y8y)ox=y8z 
(79y)8z=(y82)07=7x8(y02). 

Raționamentul reciproc este evident. 


: che shz 
45. Fie M mulţimea matricelor de forma | i 


SCE (vezi pro- 
Shit oh 


blema 96). 
Să se arate că M împreună cu înmulțirea matricelor este un grup abelian, 
izomorf cu grupul aditiv al numerelor reale. 
Soluţie. 1) Fie 


x= che sh 2] yi chy shy 
shig che shy chy 


două elemente oarecare din M. Avem 
x chz shx] [chy shy chg ch y+shyshy chgshy-tsh rj- 
z r-i % ch a | y chy sh a ch y-ohashy shsh ych v chy 


îi ch(z+y) K adică legea este peste tot definită, 
sh 24+y) ch(z-+y) A 
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'9 ina e ME 
(2) Inmulţirăa în M este comutativă. Într-adevăr 


VX VeM. avem NY [reg sh(x--y)]. ch(y-+x) sh(y+z) yx. 
sh(z-1-y) ch(x--y) sh(y +e)  ch(y-+z) / 


: (3) Se ştie că înmulţirea matricelor beneficiază de proprietatea de aso- 
ciativitate, În particular, această proprietate este valabilă şi pe M. 


(4) Matricea 
Ra ch0  shO ta 1 0 cM 
shO chỌ (0S 


este elementul unitate. 


(5) Orice element din M admite un invers deoarece del X =ch? z—sh?z= 
==, VAeM Se observă că inversa matricei X este matricea 


xi sh(—z) i 
sh(— x) P 


Toate cele de mai sus arată că înmulțirea matricelor determină pe M o 
structură de grup comutativ (abelian). - 


; h 
Definim f: R>M. prin rve R>XeM, pentru care căi ch a er 
sh z 'cha 
Se observă că feste bijectivă şi că f(z--y)=f(2)f(y), adică f este un izomorlism. 


th 
46. Să se arate că mulţimea F a funcţiilor fa) Eee nai a=R, 


` ziha+i 
împreună cu operația de compunere a funcțiilor este un grup comutativ, 
izomorf cu grupul aditiv al numerelor reale. 

Soluţie. Se impune x th a+-1%#0, VaeR. Ținind seama că cth ae 
e(—o0,—1)U(U, co) rezultă că domeniul de definiție comun tuturor func- 
țiilor fa este [—1, 1]. De asemenea se constată că fali =i, t, 
ya€R.În cele ce urmează subînțelegem aceste lucruri. 


(1) Fie fa şi fẹ două elemente oarecare din F. Găsim 
zhthd A EA 
= +th 
forta E Apa __ a(t-tth a th b)rthatth d _ 
falfo) = hahai  z+thb a(th ath b) Fl+tha thb 


th a+-1 
z th b+ 


th a-+th b 
z 1+thathb _ z+ih(a4-2) Si O 
Oa a+biit/> i 
th a-+-th b x th(a- b) +1 \ 
2 +i 
l+thathb i 


Í = =F si astfel compunerea este peste tot definită, 
pu lee ago Visit gala fa şi deci compunerea este comuta- 
tivă pe F. 
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(3) În general, compunerea funcţiilor este asociativă şi felul în care a 
fost dată F nu impune restricţii în acest sens, 

(4) Funcţia fo definită prin fo(x)=x este elementul unitate. 

(5) Orice element f, din F admite o inversă fī =f-a din F. 

Astfel F împreună cu operația de compunere a funcțiilor este un grup 
comutativ. De asemenea raționamentele precedente ne sugerează să definim 
o funcție 9: F—>R prin P(fa)=a. Se verifică uşor că p este o bijecție. În plus, 
p(fao fo) = Que) =a + b= p(fa)+ e(f,), adică ọ este un izomorfism. 


47. Relaţii binare 
"Fie E o mulțime oarecare. O parte R a produsului cartezian EXE se 
numește relație binară pe E. Cele mai importante relaţii binare sînt: relația 
de echivalență și relaţia de ordine. 


I. Relaţia de echivalență 

O relaţie binară 3 pe E care are proprietăţile 

a) este reflexivă: (z,x)es, vreE, 

b) este simetrică: (x, y)=&, =(y, ves, Yz, YEE 

c) este tranzitivă: (x, yjes, (y, zE R=(q, Z)ER, ; 
se numeşte relafie de echivalență. Uneori în loc de (7, Y)E& se scrie z~y sau 
T=y (mod &) şi se citeşte „x este echivalent cu y modulo &* sau mai pe scurt, 
Toy, ZEU. 

Exemple. 1) Fie Z mulţimea numerelor întregi. Din Z XZ alegem sub- 
mulțimea elementelor (m, n) cu proprietatea n +0. Două asemenea perechi 
(m, n) şi (m, n) se numesc echivalente, şi scriem (m, n) =(m', n’), dacă mn'— 

—m'n=0, 
f 2) Considerăm mulțimea dreptelor din plan. Dreptele D şi D’ se numesc 
| echivalente, şi scriem D~ D’, dacă sînt paralele sau confundate. 

3) Considerăm mulţimea autoturismelor Dacia 1300 din România. 
Spunem că două asemenea mașini sînt echivalente dacă au aceeași culoare. 

Fie E o mulţime oarecare şi & o relaţie de echivalență pe E. O parte 
a lui E formată cu toate elementele echivalente cu unul fixat To se numeşte 
clasă de echivalență. Deoarece To ~ To, rezultă că xo face parte din clasa de echi- 
valență determinată de el. 

Să presupunem acum că clasa de echivalență determinată de To este o 
submulțime proprie a lui E (o submulțime diferită de mulțimea vidă g şi 
mulțimea totală E; Ø şi E se numesc submulţimi improprii ale lui E). Fie 
Yo E care .nu satisface yọ ~zo Formăm clasa de echivalență a elementelor 
y=E pentru care y ~yo. Relaţia de tranzitivitate ne asigură că a doua clasă 
de echivalență nu are elemente comune cu prima clasă. Continuînd în acest 
fel, împărţim pe E în submulțimi disjuncte, astfel încît vs E face parte 
dintr-o asemenea submulțime și numai dintr-una. n ea 

` Invers, dacă avem o mulțime E care este acoperită de submulţimi dìs- 
juncte, atunci putem defini pe E o relație de echivalență și anume: 
t~ysr şi y aparțin aceleiași submulțimi. ; 

Mulțimea formată cu, clasele de echivalență (luate ca elemente) se numeşte 
mulțimea ctt a lui E prin & și se notează E/&. 
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II. Relaţia de ordine 

O relaţie binară & pe E care are proprietăţile 

a) este retlexivă, 

b) este antisimetrică: (x, yes și (y, 1)E R=}, 

c) este tranzitivă, 
se numeşte relaţie de ordine parțială pe mulțimea E. 

În loc de (z, y)e R- se scrie,x $y sau y >x şi se citește „x inferior lui y“ 
sau „y superior lui x“. 

Relaţia x <y, adică „x strict inferior lui y“, înseamnă x gy şi zzy. 

Exemple. 1) Pe mulţimea numerelor reale avem ordinea obișnuită 
TSY. ; 
2) Pe mulțimea cuvintelor din limba română se poate defini ordinea 
alfabetică. 

3) Fie F o mulțime oarecare şi P(F) mulțimea părților lui F. Pentru X, 
YeP(F) spunem X Y dacă XCY. 

O relație de “ordine pe E se numește totală (iar mulțimea E se numește 
toial ordonată) dacă pentru orice două elemente z, ySE avem z<y sau 
I=y sau t> y. 

i 


48. Fie F={f| f: R=R). Pentru f, geF definim f~g dacă există o 
bijecţie pF astfel încît f=o10 go 9. 

|) Să se arate că ~ este o relaţie de echivalență pe F, 

2) Funcţiile date prin f(x)=cos x și g(x)=sin x pot fi échivalente? 

3) Să se determine'a și b astfel încît f(z)=z?—1 să fie echivalentă cu 
g(x) =x°+}azr+b. ; 

Soluţie. 1) Să verificăm proprietățile relației date: 

reflexivitate: f ~f deoarece p=id este o bijecție; , 

simetrie: dacă f ~g, atunci g~f. Într-adevăr inversa unei bijecții este o 
bijecție şi se observă ușor că f=p"o go p implică g=ọo fo p =l”) to 
o fo : 

A dinar. dacă f~g şi g~h, atunci f ~h. 

Pentru a verifica acest lucru ne bazăm pe faptul că compusa a două 
bijecții p şi | este tot o bijecție. De aceea relațiile f=g o go p, g= Yo ho } 
implică f=e2(y 10 ho Vo p=(e"1o y1)o ho (Vo 9) =(wWo p) %0 ho (Yo p). 

Asttel f ~g este o relaţie de echivalență. : 

2) Presupunem cos r=ọ™(sin e(2)), VIER. Restricția funcției sin la 


intervalul [a 2] este injectivă. De aceea, sin o ọ: [ea =] —R este 


injectivă. Fie qS S g — {0}. Rezultă e 1(sin e(21))=cos 21 =cos(—21) = 


=o} (sin p(—21)) şi deci sin (za) =sin (~T), adică a=— C-C. este 
absurd. ` 

Astfel funcţiile sin şi cos nu sînt echivalente. : sd 
3) Presupunem Că există o bijecţie pọ astfel încît f=e" ago P a ie 
pa PR altfel seris. (*) ol —1)=(p(2)) hagla) tb, Va. Deoarece 
Pol (aliaa a) nÀ prin scădere gisim Cata) aCe 
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+ p(—2)4+a0)=0. Ținind seama” că p este injectivă deducem p(2)-+op(—2)+ 
+a=0, Vx, adică partea pară a lui p este a Astfel putem scrie 9= 
= = ++, unde y este partea impară a lui ọ (vezi probl. 85), iar condiţia 
3 
(x) se transcrie în forma (x) VEU VA pe Înlocuind 
pe rind t=0, respectiv t= — şi ținînd seama că 4(0)=0 rezultă V(—1)= 
=b— +2, —4(—1)=b— 242, Aceste relații împreună cu faptul că 
4 2 4 2 p p 


W este bijectivă dau Ņ(—1)=—1. De aceea (xx) conduce la următoarea 


4" . wW s, a 
condiție necesară pentru echivalența celor două funcții, bS pa. 
4 2 


r 


„Și suficientă deoarece Y(x)=x este o soluție a ecuației * 
i 3 E i i 
funcționale V(22—1)—y2(0)=—1, iar pentru e(2)=x— = avem  gof = 


goe. 


Această condiţie” este 


49. 1) Să se arate că dacă a și b sînt doi întregi aşa ca a=b (mod 2%), 
Vke N, atunci a=b. 

2) Fie întregii mu, Ma... » Manja CU proprietatea că dînd la o parte 
pe unul oarecare dintre ei, cei care rămîn pot ti împărţiţi în două grupuri 
de cîte n întregi cu sume egale. Să se arate că mi=mp=... = Man ae 

Soluţie. 1) Pentru simplificarea raționamentului ne restringem la nume- 
rele naturale. i 


Scriem pe a şi b în raport cu baza 2: 
a=002" F a2 nn Hanan- 12an 
b= b2" b2 n e e e baia 23- bn-12F bn 


Evident a, și b; sînt O sau 1. De aceea avem următoarele implicaţii a= 
= b(mod 2)= a, =bn; a=b(mod 2°) l-12 F an= bn -12 F ba => ln-1= bn- Etc, 
adică a=b. 

2) Dînd la o parte un întreg dintre My, Ma... » Mons, Cei 2n rămaşi 
au suma pară și acest lucru se întîmplă oricare ar fi întregul scos. De aceea 
toate numerele m, au aceeași paritate, adică mm, (mod 2), Vi, J. 


i ; s ` y au 

() Deoarece numerele m, au aceeași paritate rezultă că şi numerele i a 
= : ; na mi SE ml 

sau numerele = au proprietatea din enunț. Deci şi S sau S au 
2 


aceeași paritate, adică m, =my (mod 2%), Vi, jJ. Din aproape în aproape găsim 
m,=m; (mod 2%), Vi, jJ, k, şi deci m=my Vi, j. 


50. Fie A=[aų] o matrico pătratică de ordinul n care satisface condi- 


tiile 
(1) Ai #0, Vi; 


(2) dacă izj şi a,0, atunci a,,=0; 

(3) dacă a, #0 și a 0, atunci ay 70. 

Să se arate că „i ja, 0" este o relaţie de ordine parţială pe mulți- 
mea (1,2,...,n). Apoi să se probeze că A este nesingulară. : 

„Soluţie. În baza proprietăţilor (1), (2) şi (3) rezultă isi; i <j, j <i=i=j; 
Se Se adică relaţia este reflexivă, antisimetrică.. şi tranzitivă, 
cce-tra. j 

„Evident putem găsi o permutare c: (1,2,...,nț—(1,2,...,r11) aşa 
ca i £j să implice c(i) < o(j). Matricea As =[do (o 4)] este superior triunghiu- 
lară şi are elementele de pe diagonală nenule, adică este nesingulară. Pe de 
altă parte As este obținută din A numai prin schimbarea ordinii liniilor și 
coloanelor. De aceea şi A este nesingulară; evident det A=del As =au: 
* oa i = - (ame : 


"51. Margini pentru submulţimi de numere reale 

Fie R mulţimea numerelor reale. O parte a mulțimii R se numește majo- 
rată dacă există un element din R, numit majorani, care este mai mare decit 
toate elementele din partea considerată. Analog se definește partea mino- 
rată. O parte majorată și minorată se numește mărginită. Evident, majoran- 
‘tul sau minorantul nu sînt unice, 

Considerăm o parte majorată A a lui R. Dacă există un majorant al lui- 
A care aparţine lui A, atunci acesta se numește mazimumul (mazimul) lui 


şi se notează prin max x sau max A. | i 
zeA 
Dacă există, maximul este unic. Într-adevăr, acest lucru decurge uşor 


din implicaţia a < b b<a=>a=b. 
= Analog se definește noţiunea de minimum (minim) pentru care utili- 


zăm notaţiile min z sau min A. 
4 
Fie A o parte majorată a lui R. Dacă mulțimea majoranţilor lui A 


admite un minimum, atunci acest minimum se numeşte marginea superioară 
a lui A și se notează sup z sau sup A, 
ze 


om yomen 3 O o a unde sup se citeşte „supremum (supe- 
Fig, 123 rior)“. Evident, un număr real M este 
mon màrgine superioară sa lui A dacă şi 

numai dacă (fig. 123) 


1) VzeA, z <M, 

2) Ve>0, Jxr= A, astfel ca M—esro. 

Analog se defineşte marginea „inferioară pentru care utilizăm notaţiile 
inf z sau inf A, unde inf se citeşte „infimum (inferior)*. Un număr real m 


ai margine inferioară a lui A dacă și numai dacă (fig. 123) 


1) VzeA, r2m, 


2) Ve>0, Js= A aşa ca To sm E. : ; 
Marginile unei mulțimi sînt unice. Existența marginilor o vom admite 


axiomatic, 
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i 
E 


mopem -~ 


ae 


| 
i 


/ 


Axioma marginii. 


admite o margine superioară (sau orice mulţime nevidă şi minorată, de nu- 
mere reale, admite o margine interioară). 

Marginile lui A pot să aparțină sau nu mulţimii A. De exemplu, mulți- 
mea A=(z/zs1) admite pe 1€ A drept margine superioară, iar mulțimea 
A =(a] 2>2) admite pe 2ẹA drept margine inferioară. Dacă A este o mul- 


time închisă (mărginită), atunci marginile lui A aparțin lui A, fiind respectiv 
minimul şi maximul lui A. 


Orice mulțime nevidă şi majorată, de numere reale, 


Exemplu. Fie A={r,=1— À| neN). Să se atle inf A şi sup A, 
? n 


Soluție. Se observă că şirul cu termenul general mel este crescă- 
` in 
tor şi convergent la 1. 

À Marginea inferioară a lui A este 0 deoarece Vne N, 1,>0 şi Ve>0 
există termenul z,=0 astfel încît 24, <04 e. Deci inf A=min A=au. 

Marginea superioară a lui A este 1 deoarece vneN, z„<l şi Ye>0, 
există cel puţin un n pentru care Ta>l—e şi anume] n +. Deci sup A= 
€ 

=l EA. 


X 


52. Valori extreme ale funcțiilor reale 2 
Fie E o submulțime de numere reale. Spunem că funcția f: E—R este 


` majorată, minorată sau mărginită dacă mulțimea f(E) are-aceste proprietăți. 


Dacă există, minimul sau maximul lui f(E) se numesc minimul sau mazimul 

global al lui f, iar punctele din E în care sînt atinse aceste valori se numesc 

puncte de minim sau maxim global. Analog, dacă există, infimumul sau supre- 

mumul lui f(E) se numesc infimumul sau supremumul-lui f. De asemenea în loc 

de notațiile min f(E), inf f(E) etc. se folosesc nug f(x), io f(x) te sau mai 
zE gE 


pe scurt min f(x), inf f(x) etc. 


Un punct! xo€=E se numeşte punct de minim (mazim) local pentru f dacă 
există o vecinătate Va astfel încît f(x) >(<)f(£o), VzeE(Va,. Valoarea 
f(zo) se numește minim (respectiv mazim) local. CNS ; 

Punctele de minim sau maxim se mai sumesc şi puncte de extrem, iar 
minimul sau maximul se mai numesc extreme. Evident, extremele globale sînt 
şi locale, reciproca nefiind numaidecit adevărată. ă ZA í 

Dacă funcția f este definită pe o mulțime E formată numai din punc e 
izolate, atunci prezintă interes numai problema. extremelor globale. I acă 
f(E) este o mulţime închisă, atunci infimumul şi supremumul lui f coinci 


* respectiv cu extremele globale ale lui f. 


Exemple. 1) Să se determine maximul funcţiei f, definită pe mulţimea 


z i t sub 
£={i, 2,..., 10%, unde f(z)= EAT (Enunţul poate fi reformulat su 


cazi RA 
forma: să se determine cel mai mare element al mulţimii fan |as T 
ne, 2,..., 107}) 
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x e Comportarea aean f, extinsă la mulțimea ze [1, 10°] rezultă din 

abe servăm că su = >, ; 

a a RRI = TF Deoarece EC [1, 10°] rezultă că sup f(z) < 
R I ar deoarece punctul în care f își atinge supremumul este ele ment din 


Sora E(N[1,.105], sup f(2) =sup [(2)=/(402= A — 
< [acn cell, 10%) 200 


S 1 10° 10" 
fia) + 0 Ea 
f(z) 


1 f 1 
101 A 200 z 10+ 10 


2) Să se determine extremele funcției z—f(2)=arc sin 2 y 1—a2, 
Soluţie. Constatăm că mulțimea de definiție este discretă, finită 
ze ((— 0, —1]UIL, œ) Q1, 1]=4—1; 1}. Deci f: E—F, unde pef; 1}, 

T . 
a a şi sup (0)— inf feo) — a Funcţia | are puncte de 
maxim, respectiv minim, global. 
3) Fie [:(0, œ)>R dată prin jf(t)=4r4} A. Să se găsească min f(x). 
z ; 

: N 1 1 

Soluție.: Utilizînd inegalitatea {geometrică găsim f(x) > (8x) SR =4. 
T 

Deci inf f(x)=—4. Pe de altă parte observăm că 7(3)=4: De'aceea inf f(2)= 


min f(@)=4 şi => este punctul de minim global, 


4) Se consideră funcţia reală definită prin f(2)=—3x2-ka2-p2z%. În ipo- 
teza 2a+b+}+c=0, să se arate că inf f(e) > V6- 4/32. 


Soluţie. a f este definită pe '(0, œ). Utilizînd inegalitatea geometrică 
A f(z)= 602 2 A 472 „Bar > (62%)? 2(4z)h(8ze)ii= V6 V32 şi deci inf f(z) > 


> 64/33. În pis a acest infimum nu mai este un minim. 


53. 1) Se dau mulțimile de numere reale pozitive (a, aa» --> ad şi, 
bis bo.. Dn, Să se determine permutarea (ja, + »» Ja) a întregilor (1, 2, . - 2) 


astfel încât suma 


i 2 Pta 
m=l 


i inimă. 
să fie omin E (Phe Amer, Math. Monthly, 1972) 
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. 
f 
l 


Soluţie. Notăm cu S suma pentru (Jn Ja... s Ja) =(1; 2,..., n) şicu 
S' suma pentru (ju J.. ., V E oe R—1, AL, k, AO n). 


Atunci S'= S + brary — brar = S + bibru e) și deci S< S< 


b 
k+l k 
<>r bry <arl br ; 


Punînd r= = » Ì=1, 2,..., n, rezultă că suma propusă este minimă ` 
7 ; 
cind (ju J2- -s Ja) este astfel, încît Ti ST Se sr: 
2) Fie numerele reale ta i=l, 2,..., n şi S30 dat de 
C QEN D (&—a)?. 


N 1s$i<7sn 
Să se arate că | i 


n minfa} < Xa, — S< Ea tS <n marfa} 
$ Li 


t 


Cind are loc egalitatea? 
; ; (The Amer. Math. Monthly, 1973) 


Soluție. Fără a scădea generalitatea putem presupune că a sas... < 
aa. În această ipoteză avem 


EENE RNE 2 A 
(ai pai) En (i—D(as—a. < DD (a; — 41)” < 


i=2 


n $ i 1 n—il i 
Extrăgînd rădăcina pătrată găsim nars as— S. Analog S$2.s zi Sa(n = 
n—]l 4 
= 


$=1 
n 2 ` n ? À 
zI) (GE) <S Do (a — a) » din care rezultă Soa+Ssn dn. Inegalitatea 
= 3=1 


nas 2a— sS ste o egalitate dacă şi numai dacă di=az= sis e poa. Analog 
Xa;+ Ssna, este o egalitate dacă şi numai dacă a=a3=... = m: Astfel am- 
bele egalități au loc <>n =2 sau toate numerele a, sînt egale. Evident 2a s=. 
= dak S< S=0, adică, Sd =; : 

3) Să se arate că dacă a, b și c sînt numere reale pozitive, atunci 


a+b-+e 
aabbee > (abc) 3 
(Olimpiadă, SUA., 1973) 


Soluţie, Observăm că inegalitatea ldin enunţ este echivalentă cu 


l 
4 ; 
2a—b—0 2b—a—0 20—a0—b 


ai, 8 b 3 cd >l 


Fără a scădea generalitatea putem presupune a> 


b>c. Cu aceasta avem 


2a—b—e  2b—a—c 2c—a—b 2a—b—c+2b—a—c+2c—a—b 
a 3 b 3 c 3 >c : y 


=c=] c.c.tr.d. 


54. 1) Fie a un număr real. Să se arate că există un singur polinom P, 
de gradul n, cu coeficienți reali, astfel încît 
maz| P„(î)—at| =0, 
Li 


unde i=0.10, n. 


2) Fie a>3 şi Q, un polinom oarecare de gradul n cu coeficienţi reali. 


Să se arate că 
mar | Q„(î)—at| >1 
undei = 0 312 ni 


Soluţie. 1) Condiţia pusă este echivalentă cu Pa(i)=at,i=0, 1,2,...,n, 


sau explicit 
La 


2902-07-15 ... 0-10 -pa,=a* 
aol? tal? 14... Vas alt-va,=—al 


an” an” tp eos annt + ap =a”, 


„ unde ao, Qi, .- -> Qa_1 An Sînt coeficienții polinomului P,. Observăm însă că 
avem de-a face cu un sistem liniar de npl ecuații cu nyi necunoscute al 
cărui determinant este 


ne 0 T oea 1 | 
A=]12 Ra A 11 1| #0 (vezi determinant 
DEN) PR a n 9 1| Vandermonde). 
E a alea pi reia i 


De aceea sistern] precedent are o soluţie 'unică. Fxplicitanea acestei soluții 
este evidentă (regula lui Cramer). 

2) Procedăm prin- inducţie după gradul n al lui Qa. Dacă n=0, atunci 
0„(2)=c (constantă). Deoarece sistemul 

le—1|<1, le—al] <1, a>3 

este incompatibil, rezultă mazţ| c—1l, |c—a] }>1. 

Presupunem că afirmaţia este adevărată pentru. toți R<n—1 şi ñe Q,(2) 
polinomul de gradul n. Definim 


Rp- 1(%)= bose TTE zlet- Quo). 
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SU 


Pentru t=0, 1,..., n avem 


|Rs-(i)—a' |= | Qat +1) Fa 40i) —a' | < ÎQatri)-at| TRDO aj 


a—i a—1 a—1 ` 
2 E X 
< pr: maz{| Q„(î)—a%|:î=0,1,..., n+1}<maz{|Q,(i)— a'|: i= 


\ =0, Le. „nl, 


şi ipoteza maz{ | Ra-a()—at|$>1, î=0,1,...,n, implică é- 


azi Q„(î)—at]7>1, î=0,1,..-,nl. 


Rezultă că afirmaţia 2) este adevărată VneN. 


55. Fie ao, a,,...;0a,... un şir de numere ai cărui termeni sînt ele- 
mente (cifre) ale mulțimii (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9). Construim şirul cu ter- 
menul general 


Za =0,10°”+a, 10°14... +1,10 10°. 


1) Cărei mulțimi fi aparțin numerele dm dacă toţi termenii şirului (z,) 
sînt divizibili cu 3? 

2) Să se arate că dacă aọ=4;= ... =ap=... =4 #0, atunci nici un 
termen din şirul {z} nu este pătratul unui întreg. - S i 

Soluţie. 1) Pentru n fixat numărul z, este divizibil cu 3 dacă şi numai 
dacă suma asaza... +a}a este divizibilă cu 3. Într-adevăr, din 
10=m3+1, 102=—m3+1,...,10*%—m3+1 rezultă Ta =M3 + (aa tüh.. 
>.» +aı+ao): s 3 

Prin inducţie rezultă că ao, di, .-., dm... trebuie să aparţină mulți- 
mii (0, 3,6,9)..: 

2) Dacă do=a= ... =la = ... =a 40, atunci 

A : tigaia > 

Z, =4(10*+103 34... 4104+41) =a —— =aa...a 


La e a REID Tag 


Un număr de forma 11... 1 nu poate fi pătratul unui număr par, deoarece 


3 n cifre | ` 

f el este impar. Pe de altă parte, pătratul unui număr impar este de forma 

| 8k+1, keN. Într-adevăr, (2p+1) =4p°+4p+1=4p(p+1)+1=88+1 (de 
oarece p(p+1) este divizibil cu 2). De aceea avem 11... 1=8k plell. i 
s,- 10—8k55...5=—A4h, ceea ce este absurd. Pentru afl, 4, 9) numărul 
aa... a nu poate fi pătrat perfect, deoarece 11... 1 nu este pătrat perfect; 
pentru ae (2, 3, 7, 8} numărul aa... a nu poate fi pătrat perfect, deoarece 
pătratul oricărui număr întreg se termină cu una din cifrele 1,4,5,6,9; 
pentru a=5 ar trebui ca 55...5=8k+pl și deci 55... 54 =8k, absurd; 
pentru a=6 ar trebui ca 66... &=4Rk, absurd. În concluzie, nici un termen 


al șirului dat nu poate fi pătrat perfect, 


} 
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56. Fie z, termenul general al unui şir definit prin 


Ta — Tal — 2702 =, t= 1, 


Să se arate că "hota AA „este un pătrat perfect. 
(The Amer. Math. Monthly, 1972) 


Soluție. I. Prin inducție asupra lui n demonstrăm că 
271 —7z2_ = (0 ka? 


e 
Evident această relaţie are loc pentru n=2; Presupunem că ea este adevăa 
rată pentru n, n>2. Atunci avem 


(Giza a ba)! (2 — Apa)? — 20 Buta ap 161 = (4r 4auza a FA) D 
i f +l4zr2_ j 7a2=2(25+1— 72) -bl4a2,—7p2=2t2 —7z2 


şi i deci relaţia are loc YneN. 
“II. Din relaţia de recurenţă avem 19=0. şi 


Ta Tayl 0.—2 — | Pasa Lry aşa că Ln Tai Li iz = 0 2 cu 
Taci n ji as Tn eer i N N ee ; 


Trecînd la determinanți' obţinem. T2 — a ta 1 =27 4 înmulțim embii ter- 
meni cu 4, înlocuim a ea a şi scădem 7z2_, din ambii membri, 
rezultă E 
2 1 
(22a F ra 0)2 22% — 702 e. 


1 


E E SESS i 
57. Se dă cossr= Fa ă se arate că 


cos(21sm) = =, al 2,- 
ga: 


unde a,- este un întreg care nu este. divizibil cu 3 şi să se; deducă de aci că s 
este irațional. j 
Soluţie, Notăm 0 —sz. . Țintnd seama. də cos20=2 cos? 0—i găsim 


TES 
cos (257) = — A cos(2 sT) = Iri 


Presupunem acum că cos(2”sr) = Ss unde a„ este un întreg ce nu este 
ga” 
aa2— sin?! 
divizibil cu 3. Găsim cos(29+1s70) =:cos(2 : 2”sr)=2 cos? (2"sm)—1 LANT 


as1. unde evident, duș nu se divide cu 3. 


A e 3 
3” ti e) i 
De aceea relaţia dată are loc, oricare ar fi numărul natural n. 


) 
i f 
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Observăm că cos(2"s7) st cos(2"*"s), Yn, m. Pe de altă parte, dacă s 
ar fì un număr rațional, adică s=- unde peZ, qeZ-—(0), atunci cos(msz), 


MEX, ar lua cel mult 2g valori distincte. Contradicția conduce la faptul că 
s este irațional. 


58. Teoreme referitoare- la convergența şirnrilor reale 

Fie {xa} un şir! de numere reale. 

(1) Criteriul fundamental al lui Cauchy este o condiţie necesară și sufi- 
cientă de convergenţă: {sp} este convergent Ve >0, IANS) astfel încit 
Vm, n > A(s) să avem |ru—z|<e. 

Pentru unele cazuri particulare dispunem. însă și de criterii suficiente 
de convergență. Dintre acestea am selectat teoremele care urmează. 


(11) Şirul {ra} se numește crescător dacă Ta ST,» VN, şi strict crescă- 
tor dacă La Cta VYN. Dacă {xn} este un șir crescător şi mărginit la dreapta, 
atunci a=sup {Ta} este limita șirului. 
` n 


Analog se definesc şirurile descrescătoare. De asemenea, orice şir des- 
crescător şi mărginit la stînga, converge către inf {£n}. 
n ` 


Şirurile crescătoare sau descrescătoare se mai numesc și monotone. 
De aceea afirmaţiile precedente pot îi reunite: orice şir monoton şi mărginit 
este convergent, 
En" 
(n 


a Avem 4550 şi (Zaza = 

RA t 3 ia 

= (n + =) etil Dat n>2, Astfel şirul (z,) este descrescător 
n ni ni 

à și mărginit la stînga de zero; deci {Tu} este un şir convergent. Notăm b=lim z,. 

wN #Wino 


A dia 1 ` ASNS R l E Sa 
Din T, a=z(1 a aR prin trecere la limită în ambii membri, găsim 
n ny 


b =b : e: 0=0. i `z 
2) Fie şirul cu termenul general 'r,=1 4} pip. aa +Z. Se ob- 
$ n 


- Exemple, Fie! şirul cu termenul [general z, = 


Servă ușor Că Ta L Tay adică şirul este strict crescător. Pe de altă parte avem 
1 


ISSS | 
za Sa (ata d Sie a) e as. De aceea şirul (x) este con- 


2 
vergent. De asemenea se poate dovedi că lim Ta SUP (Zale. 


n0 n E A 
(III) Criteriul majorării: fie șirul (2) şi ze Ri} dacă există un şir {an} 
convergent către zero astfel încît |z,—z|s< | aal vn>No, atunci lim za 


no 
iteri i i si l încit as 
(IV) Criteriul cleştelui: fie (a); za), {Da} trei şiruri astfe It uda 
SEa Sba, abstracție tăcînd cel mult de un număr finit dei termeni; ud 
{as} și {bn} sint conv; gente și au aceeași limită, atunci și (za) este convergen 
și are aceeași limită c şi celelalte două șiruri, 
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No AN K 
Exeniplu, Fie şirul cu termenul general 


1 1 1 
Lr = he == s... p — 
V ni Vn242 b v V nèn z 
Se observă că 
1 1 1 1 
ba Cp r] aeng" 
V nina Vni+n S Vipi t t? Vmpi 


şi lim —= =lim 


n 
n0 Vern d Vrei 


=]. De aceea limz,=l. 
i A) ` n> 


(V) Dacă {zx} este un şir convergent către x, atunci șirul cu termenul 


Phra... Fln 


general s,= este convergent către x; S, se numesc sumele 


Ş n 
lui Gesaro. Drept consecințe imediate ale acestei teoreme cităm: (a) dacă 
{xn} este un şir cu termeni strict pozitivi, convergent către z, atunci 


lim Vita. .. &p =T; (b), dacă {x} este un șir cu termeni strict pozitivi şi 


` * Li ASR LL Apă . 
dacă lim =} =y, atunci lim Van =t. ; 
n0 Ty 5 n—oo 


Exemple. 1) Fie şirul cu termenul general x, = E (eS penp.. Fers). 
d n 


1 i 7 
Se observă că lim e` n =1. De aceea lim t„,=1. 
n>% 


2) Fie şirul cu termenul general %a=YVn. Deoarece = a Ta 
\ n— 


` 
N S . 
pentru n>2, şi lim _2_—1, rezultă limz,=l. 
n=% N— n>g 


3) Considerăm şirul cu termenul general t, = V (+1)... (22). Notăm 
n 


p= CD-D si găsim lim =<. Rezultă lim alim Vi +: 
n” à nyo ls e 220 nao e 


1 
pi a A 1 
59. 1) Fie f(n)=(n))”, ne. Să se arate că sirul (Aiesta descres- 
n, 
'cător şi mărginit. Să se găsească limita sa. 
Soluţie. Scriind efectiv termenii corespunzători lui n=l, 2, 3 se con- 
stătă că ei.descresc. Să arătăm 'că acest lucru are loc în general, adică 
ați fin+t) <i 
finti) fin) 


Pentru aceasta definim 


i | 


f(n+2) fn) seta 


Patt) 
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şi presupunem R(n)<1 ca ipoteză pentru inducție. Rezultă 
n+l 2) 
KAO Et) E a ; 
n24+4n4+4 


şi deci şirul este descrescător, 
Se poate verifica că 


1< [2+1) RGE 
fn) n 7; 
Rezultă 4 
lim [+Y 
n>% f(n) 


„2) Fie {a„} un şir nemărginit de numere reale pozitive astfel încît lim = 


n-o n 
a— sa—l 
a Fee tan 


0 sl ; a> leste un şir mărginit. Să se găsească 


a a 
ia ait +a A 


n>% na 
Soluţie . Alegem un subșir {an} al lui {a„} utilizînd regulile: fie n, cel mai 


mic întreg pentru care a, >ar, ..., fie n, cel mai mic întreg superior lui 
Ra-ı pentru care a, œ>, ete. Pentru n, sn<nsya avem 


i e—1 a-l 
- alt.. at ag H.. Fag anp 
0< e N 


na A na—i ny 


Rezultă 


60. Se dă z—f(z)= ms, Se ceren an ; F 
A i Sarii o T), ata 
1) Studiul ngia f pe (5 =) SE 
n k = A 
2) Să se arate că şirul n>zT,= 2 a N) este convergent; 
j i k= 


5> sin F, 


3) Să se stabilească natura șirului na, = 3, 


i ON i z cos sysin s EEOSE A Tra 
, Soluție, 1) Deoarece [//(7)= T == tee )<0 z 


m š y NRA 
(o 2) rezultă că f este descrescătoare pe (o. =) şi admite marginile 
2 72 4 | ; 


CN i / À 


care 


9 > Ă 3 y tjs y 
2) Pentru a demonstra convergența şirului (2)sex să utilizăm, spre 


exemplu, criteriul Cauchy şi criteriul majorării. 
Se arată că pentru e>0, arbitrar, există un rang W(e), începînd de la 
rangul N(e) 


[On ip—Q„| <e. Se face evaluarea, din care se determină 
sin(n+p) | 


sin (n+4+1) sin(n4+2) 
a | Rorri a fra feed perii ci A er L-a [+ | 
[ün4p— anl | ni F Dara pa DL gny 
i i 1 1 
a a apa) Leii le 
anti 2 gri Dati 1 25 
1=— 
2 


; 


Rezultă că “dacă n<Nt)=|ie(%)]: atunci Jan; — a| <e, (Ye>0). 
€ 
3) Pentru determinarea soluției vom utiliza, spre exemplificare, crite- 
kr == 7 
— | kel, nic (0.2); 
a 2 


riul cleştelui. Se consideră f pe submulțimea diseretă | 


n 


deoarece f — descrescătoare, rezultă 


NT T 
2R i po 
nè sin z nè 
RNT T T 
na m 
T NT . 
\ pentru ze |—, —| ; cu relaţia 
RER 
RIC Ea i 
Su a sin nê 
- z<sin TA "T, 
T T 
n n 


utilizată pentru mulţimea discretă menţionată, rezultă prin însumare 


z} 
RT i E ~ 
RS mn n n(n+}) n m n(n+i) 
A Sas —— a: 
nz ni 22 T R 2 
7 mă nè 
= , rezultă că 


Deoarece şirurile minorant şi majorant au aceeaşi limită 


T 
ap > —: 


2 


z 1 
61. Fie z—f(z)=ln ( + =). Se cere: 
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y 1 
1) Reprezentarea grafică a funcției f; să se urate că punctul Ea 0) 


[i 


f(z)dz. 


este centru de simetrie al graficului funcției, G(f); să se calculeze 


N dm cu 


2) Să se calculeze limitele șirurilor 


n 


n=a,= ÎI (VRF) și nb = tari) 
k=l 2n k=l 


2ń 


Soluție. 1) Funcţia f ia valori reale pentru ze 


e(— œ; —1)U0, %); ro- Za» iO- 
= — 0, lia f(æ)= œ, lim f(x)= OANA tabe- 
lul de Vasiație şi Sae (ie. 124). 

TES — 00 -1 0 -+ 00 


Fig. 124. 


Făcînd schimbarea de variabilă za (translaţia după Ox) rezultă 


f(z = 2) ọ(z)=ln — Ad U (T o): Punctul o=(—2+0) 


B 2 
2 . 
din planul z0y este centru de simetrie al graficului, dacă e este funcţie im- 
= 1 1 1 
; S a E e 
pară; se verifică PI =]n ID tza e(z'), unde 
= + r- = 
> 2 sa 2 2 
1 1 | 
Z'E |—00, —— —, co]. 
( 2 x (3: 


Se inte prez prin părţi şi rezultă 
8 


| [(0adz=a in (i Stei ), ala m-i 


i 
n 1 ` 
2) Se transcrie’ a= y> ln ( +: a =)» M ( + 1) deoarece 
* 


EA LA 1 1 ` 
< II 1- < (1+ ) „ iar şirurile: majorant 
( + a) kæl ( 4 Vnê*+k ) Vni+i i 
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Die 


$ 
4 


ȘI minorant converg către aceeaşi limită egală cu e 


„ rezultă că lim apel 
T A irului i M i picta 
ermenul șirului (bsJaay este o sumă Riemann (pentru o diviziune unifor- 


mă) a funcției f considerată, spre exemplu, pe |- La 1] (se observă că 
2 


f: CEGA —1) U (0, œ) şi deci se consideră o restricţie pe [a, b] N (0, co) 


FEA 
k 2 SN 1 VUTA 1 1 
dee 22 Ea 5), b=], Sai sia E nur) tezultă că b, < 


n n 


8 
= v dr=l ——. 3 
[(2)dx = ln V 


tol H Ee) 


+ 


62. Se consideră funcția f: [0, r)—R definită prin f(7)=z=sin z. 

1) Să se cerceteze variaţia lui f. 

2) Să se arate că șirul (x) definit prin relaţia de recurenţă za =sinza, 
ne N, este monoton și să i se cerceteze convergența. ? 

3) Să se determine limita șirului (0 Ta? peN, x,fhr, ke N. Dis- 
cuție după p. 

4) Utilizînd un șir de sume Gesaro să se determine limita şirului (nz2, f; 
ştiind că mfkr, keZ. : 

Soluţie. 1) Se observă că f'(2)=1—cosz. Deci: f'(x)=0 pentru z=0 şi 
f'(7)>0 în rest. De aceea f este strict crescătoare de la f(0)=0 la f(n)=z- 

2) Dacă 0<u re, atunci £t, >0, vneN. În plus, £a —Tp 1 fa —Sin Tp = 
— f(x.) >0, adică şirul (7,) este strict descrescător şi mărginit de zero. Notind 
—lim z, şi ţinînd seama de Tẹ,ı —sin x, rezultă l=sin l, ecuaţie ce are numai 


n> a S 
soluția 1=—0. Acelaşi lucru se poate spune despre orice 7, care este congruent 
modulo 2x cu un număr de pe (0, m: t1 >T2> . - . >>... >0 şi lim za, =0. 
9 n> 
Analog, dacă x, este congruent modulo 2m cu un număr din intervalul . 
(—nr, 0), atunci t1 >T2> . . . >Ta>..- >0 şi lim t, =0. 


n> 
Dacă z=kr, keZ, atunci T,=0, VneN. 


3) Pentru tı=kr avem a„=0 şi deci nr? =0, Yn. 


Fie zı Æ kr, ke N. Pentru p=l avem lim (772, T =li (sin 12 —ri = 
n0 n=% 


=0; pentru p=2 găsim lim (x72 — rp) = lim (sinir mer) 
n> n= 


yaana aplicînd de exemplu regula lui Hospital. Pentru 


e0 2sin?z 3 TA 3 ` 
4 è X a RAR Eas 
p>3, pē=N, formula lui Taylor sin tarm e Ari e(2) dă sin? r= 
XP — sinPr 


i - sa lim (229. — 17.) =lim (sin Pr, — t7 r= lim > A 
E AE e jtd acea limeni Ta je AR : s e aò p'siu’r 
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| 


slim ——————— =, deoarece p-k+2<2p. Pentru obținerea acestui 
8 =0 muie NR 


rezultat se poate aplica şi regula lui PHospital. 
4) Fie tikr, keN. Din cele precedente știm că lim (232, ta > 
100 


i 1 jan 1 A ; 1 
x —s Rezultă — =lim — x,a —x-2) = lim —(2,32— 272) lim —; 1 
3 3 n>% N d AA n n+% N iAy A aso Ninat 
WAN TNK 
Deci lim (nz3,,)=3, 
n> 


] 4 

63. Ecuaţii liniare cu diferențe finite 

Ecuația f(z+-n)+a(o)f(z+n-1)+ ... +a(t)f(£)=Q0(x) este ecuație 
liniară cu diferențe finite, neomogenă. Deoarece este ecuaţie liniară, dacă se 
cunoaște o soluţie particulară a ecuaţiei neomogene, atunci găsirea soluției 
se reduce la rezolvarea ecuaţiei omogene corespunzătoare. 

Menţionăm cîteva proprietăţi ale soluţiilor ecuaţiilor limare omogene. 

I. Dacă fi(7), fa(7),. . . » fp(£) sînt soluţii ale ecuaţiei, atunci și o combi- 
nație liniară, ga)= XS Cifi(2), este soluție’ a ecuaţiei; C, sîht constante 

k=1 

arbitrare. 

II. Fie sistemul de soluții fı(£), fa(2),..., fa(2); se definește 


fu fail ete fin 


D(fst0), fa0); -> O | fa fe iii Poa |, fcf G=). 
x 


fni faz Sies; fan 
Dacă D(f.(0), f2(0),... fa(0)) #0, atunci sistemul de funcții se numeşte 
n 


sistem fundamental, iar f(x) = >e C.fu(2) este soluția generală a ecuației (solu- 
k=1 
ţiile particulare se obţin din. aceasta prin, particularizarea corespunzătoare 
III Dacă (f,(x)), ke î,n, sînt liniar independente, atunci D(f,(2), 
fa(2), . -- fa(2)) nu poate fi identic nul pe 40, 1, 2, ...); dacă pentru o va- 
loare ze!0, 1, 2, .. .} avem D(fi(T), fa(£), . . -> fal®)) £0, „atunci şi D(A(0), 
f2(0), Ata) Î„(0)) +0. A i 
IV. Dacă ecuaţia este cu' coeficienţi constanţi, atunci se poate determina 
un sistem fundamental de soluţii; se caută o soluţie particulară sub forma 
f(z)=17, 1>0. Din condiţia de soluţie rezultă satisfacerea ecuaţiei caracte- 
ristice 
NR ap ART e e has =0 


1“. Să se arate că dacă ecuaţia caractenstica are rădăcini reale distincte, 
atuneit 14), ke Î, n, este sistem fundamental 
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Soluţie. Se constată că pentru (i(2)==A0) avem 


A Aa t. Ar 
n a +] al R i 
Di fo <-s fa) = N AS . Dahl 


peinigen te alea en 1 
l 1 1 
= Aaa NE A, Aa R JE 
Acea Ana BAE et 


deoarece ultimul este un determinant Vandermonde și 4), pentru j#k. 


2°, Să se afle forma termenului general al şirului Fibonacci 0, 1, 1, 2 
3, 5,'8, 13, 21,..., care satisface ap, =a- 1 Fana t 


Li 


Soluție. Ecuația cu diferențe finite rezultă din relaţia de recurenţă, 
f(z+2)=f(24+1)4+f(z) şi cunoaștem condiţiile iniţiale f(0)=0, f(1)=1 (primii 
doi termeni ai şirului). Ecuația caracteristică N —A- 1l«=0 are rădăcinile 
A, .= v -cărora le corespund, soluțiile fu) =(295) ;"fa(r) -(5£) : 


z7 i] T [i 
Soluţia generală este o-a Ea E]; cu condițiile inițiale 
date se obține sistemul algebric liniar pentru determinarea constantelor, 


Cı+C:z=0,C: LEVE 64 REA E tare are soluţia (ie i Ci a 
2 2 : y5 


S-a obținut că termenul general al şirului are forma 


cae a) a) 
pis (Ata si a 
3°. Termenii unui șir (4)seyCR satisfac relația de recurenţă au = 
= —2(0, +20); do=l, a=2. i 
1) Să se afle termenul general al şirului în funcţie numai de n; 


2) Să se afle mulțimea valorilor (termenilor) șirului - b, == T 


Soluţie, 1) Ecuaţiei cu diferențe finite, fin +2)+2fin+ D)+4fin)=0, 
ne NUJ(0), îi corespunde ecuaţia caracteristică A424 =0_ cu rădăcinile 
Ma l tiy3=2 cos Thi sin 22 . Soluţiile particulare sînt complexe, 


Ari in 20% = 2"[cos 20 —i sin m): deoarece o com- 
qı(n)—=2" (cos Rl sın =) | Qa(n) 2 (cos $ E 


binaţie liniară a lor este de asemenea soluție, se consideră fi(n)= (en) A 
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e í 2n i 2 
+ 92(n))=2" cos- =, hni)= = = (p(n) — pa(7)) = =2% sin == şi soluția gene- 
3 3 


a 


rală se exprimă sub formă reală 
: 2nm 
fin)=2* | C, cos 20%. tC sin = e 
3 3 


Condiţiile-iniţiale devin /(0)=1, f(1)=2 şi se determină Cı=1, Cz=4/3; rezultă 
în final 


a,=2? (os 
ant 


2) Se obţine b,=sin le ne NU!0!. Din expresia lui b, rezultă 


2nr ... (2N% 
: ) sau a,=2" sin (ZE + z). 


că (ba)aex are cel mult trei valori distincte, corespunzătoare submulțimilór 
Ms, Msi, Ms+2 din NU{0}: pentru 


1 
n=3k, -baz=sin (hr =) = 


n=3k Fi, Dora Sin (2xz+ 2r ia) 
3 6 2 
n=3k+2, Dora Sin [+5 z Z). 


Deci b, € E 1; Z, ne NUI. 


a 64. Progresii 

Fie K un corp comutativ oarecare şi A —={d;, q2,-.-, Qa} O submulțime 
finită din K. Elementele lui A sînt în progresie (A este o progresie), dacă se 
satisface relația dp =4:*T, k=1,2,...„,n—l, unde x este adunarea sau 
înmulţirea din K, iar r este un element fixat din K diferit de elementul nentru 
e în raport cu x. 7 

Dacă * este adunarea din K, atunci A se numeşte progresie aritmetică, 
iar dacă * este înmulţirea din K, atunci A se numeşte progresie geometrică. 


Proprietăţi 
(1) ara * ax- -1 = de * lp, k=2, 3,...,n—1. Într-adevăr, axata = 
(ap r)* (apă r) =a;* (rxr*)* na =dp* €k aaa unde r? este sime- 
tricul lui r în raport cu *. 
(2) as=akrx .. XE, k=2, 3 .- ~> N, Se demonstrează prin recurenţă. 


k-11 
(3) dri% tn- =; * a, k=0, 1,2. Sonel Într-adevăr ara Fa = 
= (q# rk <o. XX (akr o o krak (rk o kk Àk Erka = 
ramea e i 
% 
03% lg 
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s 


` 


z SE e j : ZI 
Precizare. Proprietăţile (1), (2) sau (3) sînt echivalente definiției progresiei, 


(4) Adunarea definită pe K permite să definim suma termenilor anei 
ie 5 3 PR SA iaa (a +a, pn 
progresii: pentru progresia aritmetică s, =... Wi bezea, pentru 

i e — PF 
progresia geometrică sp=4; -Hū ... +a =a; Ior s 
1—r 


Fie acum un Şir B={b;, ba... bn ...} de elemente din K, Şirul B 
se numeşte progresie dacă există re K—{e} astfel înctt bu=b,xr, YneN: 

z : . t. w .. +1 ci ES zi 
pentru adunare — progresie aritmetică, e fiind zero; pentru înmulțire — pro- 
gresie geometrică, e fiind unitatea. 

Fie a, b, c trei elemente din K. Se observă că: 

(1) a, b, c sînt trei termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice dacă 
şi numai dacă a+c=2b. 

(2) a, b, c sînt trei termeni consecutivi.ai unei progresii geometrice dacă 
şi numai dacă dc=b2. 


Problemă. Se consideră funcţiile reale 


22—7z 1 
30 


T> 


s T> 
) „Hi z2+1 


(i) Să se determine valorile lui x pentru care valorile corespunzătoare 
ale celor trei funcţii sint termenii consecutivi ai unei progresii. 
(ii) Să se determine punctele comune ale graficelor celor trei funcții. 


Š . 22— 7: 1 : = 
Soluţie. (i) Numerele Deea fa ai 0 z „ t#—l1, sînt termenii 
; 30 z+1 zâ+1 
Si se 3 x e: 5 5 y 22— 7z z 2 
consecutivi ai unei progresii aritmetice dacă = —: Re- 
30 z?+1 z+i 


zultă ecuația 7x4 —15r°+15r?—45r+38=0, care are soluțiile reale z=1. 
T= 2. 3 % 
Analog, pentru progresia geometrică se impune 
da e -a rži. 
30 z?+1 z+1 
= 22 a 
Deoarece membrul drept este strict pozitiv, rezultă 0<xr< ia Apoi se ob- 


servă că ecuaţia se transcrie în forma 7z4—81%—7x?—222+4+-30=—0. Rezultă 
zı=l, ze(1, 2) etc. 


; (ii) Din 222478) 175 te „ t#—1, găsim z=l. Deci singurul punct 
30 z41 z+1 


LE 1 
omun celor trei grafice este (. FERN 


65, Seria geometrică 


Fie (2), n=0, 1, 2, un şir de numere reale. Şirul cu termenul generat 
» 


s= ttit se Da sa PB se numeşte serie asociată șirului z, şi se notează 
Ai A + 
0 
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i 
| 


00 
prin suma formală totti... Fr... sau pe scurt $> Ty. Numărul z, 


“m0 
se numeşte termenul general al seriei, 


5 
Dacă există lims =s€ R, atunci seria $> % se numeşte convergentă. 
în—00 f n=0 


Această ipoteză ne permite să redefinim seria ca fiind suma termenilor unui 


% 
şir de numere reale, deoarece putem conveni să scriem Ta =$. Din acest 


n=0 
punct de vedere numerele s, se numesc sumele parțiale ale seriei, iar numărul s 
se numeşte suma seriei. 


O serie care nu este convergentă se numește divergentă. 
Considerăm acum șirul de numere reale. a, aq,...,0q%,... numit ade- 


` [e] 
seori progresie geometrică infinită. Lui îi atașăm seria geometrică Ș "aq". 
> 


n=0 
Deoarece 
(n+1)a, q=1 
S„=a4a+aq+ ... +aq”= "+ 
ERL AN SaR q#l1, 
eg G) 
avem : 
era Ue 
lim s„, = 
noo 0, q>l 


nu există q< —1. 


Astiel seria geometrică este convergentă pentru |q|<l şi are suma-“—, 


ă 1—g9 
* iar pentru |q] >1 seria este divergentă. REN 


Problemă. Fie' o progresie geometrică cu o infihitate de termeni, avind 
primul termen a =Va2—z şi rația q=1—VaFl. 


1) Să se afle suma progresiei S(x) şi să se e Adi graficul funcției 
z— S(x). 


2) Să se determine numărul rădăcinilor reale ale ecuaţiei S(a)=1. 

Soluţie. 1) Condiţia de convergenţă pentru 
seria geometrică, |qj<l, implică —l<l-— 
-rfi <l, adică —1 <x<7; pe de altă parte 
a, este real dacă z?—x>0, adică xe(—oo, 


OJU[I, 20). 


î—a 
Se obţine S(z)= AL toat a SES SI =l 
i a a E 
OJU, 7). 

4g’ -H bam 3 


j Deoarece S'(2)= » pentru 


OV aa Yati 
ıı  ze(—1,0)U(1,7)avem următorul tabel de va: 
riație și graficul din fig, 125 


(08 


4/77 


2) Ecuația S(x)=1, ze(—1, OJUII, 7) 
deviney/ 22 — z= Vai. N ct fa —z, 


ENA g(a)=Y1 +4 şi folosim metoda grafică. Con- 
N form fig. 126, ecuaţia S(z)=—1 are două ră- 

Fig. 126. À dăcini reale ne(—1, 0), zze(1, 7). 

66. Se dă E„(2)=loga, TFl0ga TF --. +log,,r, unde a,=a*" 


1) Să se restringă E,„(2). 


2) Să se determine pentru ce valori ale.lui z șirul (En(7))aex este con- 
scăzute în acest caz să se determine funcția limită și apoi să se reprezinte 
grafic 


Soluţie. a) Cu ipotezele T0 azi, a0: azi aan 


1 1 1 | 
E (2) = — + +—— +4... aaa 
loga  xlogsa  xlog„a =r” loga 
pati 1 l f 
< (0) E 
xz”(x—1) Sat 


restrinsă ca sumă a unei progresii geometrice. 


2) Pentru 0< Bep adică ze (1, œ) rezultă că. 
fi) =lim E,(2)= —= loga 2. 
n>% z—1 j 


i ; xin r à ; 
AR a ; Leme. 1 00). 
Se reprezintă grafic f(x) PETER ze( 00) 


Urmează tabelul de variaţie şi graficul (fig. 127): 


z E „0 ; t e % 
42 TT acte («> 10 Mia E Ra O<a< 1) 
lo. ri V To DIRT na N RD 


i f'(2)= (=n zhz—l)i observăm că —ln thr I> pentru zal. % 
(2— ln a | i 
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(spre exemplu, rezolvare grafică). Apoi) lim f(2)= 


S ys 'ezolvare grafică). i) li )— ' 
n-o A 
S 1 l > 
~ = —— * (00), lim f({%)=— lim LAE „lim f'(x) = ! ca 
n a al lna a-ur—l In a | 
PE EP III. 
| x 


#1 
#>l 
i 1 Oj 1 í 
X 1 lira tn zl 1 lim EI La zi li Da sei 
) i ması (x—1)? na a-i 2(r— Ta 2wa ı 0<a<1 
z Rezultă o fainilie de curbe, în funcție de para- 
è metrul a. 


Fig. 127. 


\ 


67. Limita unei funcții compuse 


Fie f: S>T şi g: T>F, unde S, T, F sînt submulțimi de numere reale. 
Dacă a este un punct de acumulare pentru S şi me f(x)=b, iar b este un 


punct de acumulare pentru T şi limo g(y) =c, atunci an g(f(z))=c sau 


T g(f(x))=g(b) sau iiaa  g(f(2) nu exista. 


(P. Sa air şi. M. K. Vamanamurthy,The Amer. Math Monthly, 
vol. 82 (1975), p. 63) 
Într-adevăr, Ve>0, Jy>0 şi 5>0 astfel încît |g(y)—c| <€ ori de cîte 
ori 0< |y— b| <y şi (2) — b| <y ori de cîte ori 0< |r—a| < ò. 
j (1) Presupunem că există o vecinătate V a lui a astfel încît f(1)#b, 
| vre V— {a}. Alegînd pe ò astfel încît (a— 5, a+3) CV, avem 0<| f(£)—b| < 
<y; ori de cîte ori 0< |r—a| <ò. Aceasta arată că dim g9(f(z))=c. 


(2) Dacă ipoteza din (1) este falsă, atunci pentru fiecare vecinătate V 
a lui-a există ze V—(a) astfel încît f(2)=b şi deci gf) = 9(5). De aceea, 
dacă există a g(f(z), atunci această limită trebuie să fie g(b). 


Exemplu: “Fie E: R—R daia prin E(x)=[x] şi g:R—R dată prin 
a) =| DL, a  Luînd a= 2 găsim. um E(2)=0. Apoi avem b=0 şi 
0, yz 


> a 1 
2 


lim g(y)=0. Pe de altă parte 
y>0 


__[1,-E(2)=0 
i g(E(z))= Da pă 
şi deci lim g(E(7))=9(0) 21. | ; 


(3) Cazul trei se dovedește prin exemplul următor. Fie f: R—R dată 
3 =0 
prih. f(2)= | z, TEQ şi g: R—R dată prin g(y)= t y . Luăm a=0 


0, y#0 
0, z ¢Q v ; i fiz)=0 
și observăm că Hm f(z)=0. Apoi b=0 și um 9(y):=0. Dar ao) RAO 
ie | TEQ și deci lim g(f(2)=0, lim g(/(2))=1, adică lim aa nu există. 
O 0, ze 20 sia 


Í 
Li 
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68. Fie f(z)=(|sin «|*++|cos «|?)“, z>0,s«e [e Ze Să se deter- 
i a rE 
mine zo astfel încit ; | 


1. dacă «e E 30 0, Be 
2 4 4 
lim f(æ)= J jcosaļ dacă aa T o)u(o, =) 


w ip 


sin a], dacă a=(—z —2)U(2 =) 


4 4 2 


Soluție. Se observă că funcția f: (0, œ)—>R este continuă. De, aceea 


A 
pentru qųtọ€(0, co) avem lim f(x)=f(xọ). Dacă «e E 0, ZI: atunci orice 
N 22 


punct xy=(0, œ) satisface ecuaţia f(x) =1. Dacă aeft, a atuncij ecua- 
T T 


ţia f(%o)=1 are soluția D932. Dacă as (= = U 2 )atunei ecu aţia 


PO |sin «| este o imposibilitate; analog dacă «e Pr o)U(0, 2 ecuaţia 
f(zo)= |cos a | este o imposibilitate. 


Pentru 10=0 și io 0, z} adică f(x)=1, avem lim f(r)=l; 
| 2 2 æ>0 $ 


r TRAT Fo 2513 = e Š 
—0 si i aaa d. = —— găsim lim f(z)=c0; analo 
pentru zo=0 şi ae T a adică f(x) Va g im f(x) g 


pentru «e e -U 0)U(0.2)U(2+3) se deduce lim f(z) = o0 
20 


pei To= 0 şi as 22 0, J adică a Aa) ale avem aw fekah per- 


T T 
= i aadi ca nNOS găsim un z= Æl; pentru 
tru To=% şi «=f i = a f(x) = e n fi Va 
zo=o0 şi as (a 0) U (o; 2) Bica [cos a| > [sin a], deducem lim fin)= 
4 ace 
i : L tga |? 


1 A — e 
= Jeos a| lim(1 + Itga | = Icos alim(a + ltgal) * ) = leosal: ana 
z> ' Chi) 


$ T T T z ine i )= i ` 
log pentru To=% şi «e E E =) (Ge =) obținem LAER sin a| 
` T T ; . dacă al Ra , 
În concluzie: dacă aef ies 0, 5h atunci tS [0, co]; dacă so 2 =] A 
T T n E Tym 2 
_ abunci Ta=2; dacă se|- a Z) (= T 0) U (o =) U (£ =) avem 


To= GG 
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69. Funcţii unimodale 


Fie I un interval deschis inclus într-o mulţime de numere reale S. O 
funcție f: S—R se numește unimodală pe I dacă f/I are un singur punct de 
extrem (minim sau maxim). Aceasta înseamnă că o asemenea funcţie este 
caracterizată prin faptul că fiind date două valori ale variabilei Zi, <z din 1, 
situate de aceeaşi parte a punctului de extrem z, cea care se găseşte mai 
aproape de x furnizează o valoare mai „bună“ pentru funcție. Această carac- 
teristică permite ca prin evaluări ale funcției să micșorăm succesiv intervalul 
I, numit interval de incertitudine, pînă obţinem o încadrare convenabilă a 
punctului de extrem. . 

Să ne ocupăm acum în mod special de probleme de minim. În acest caz 
„valoarea cea mai bună“ înseamnă valoarea cea mai mică. De aceea avem 
implicațiile 


Tı <Ta<Tnwf(r2)<f(za, 
Tmin ST <t> fia) <f(z2). 


Fie I=(0, 1) şi 2i<<z2 două puncte din acest interval. Presupunem că 
f are un singur minim pe I. Dacă f(xı)<f(z2), atunci punctul de minim nu 
se poate găsi la dreapta lui x} De aceea [z», 1) se poate elimina (fig. 128 a) 
şi astfel găsim un interval de incertitudine mai mic. Dacă f(x.) >f(£2), atunci 
punctul de minim! nu poate fi la stînga lui zı și deci (0, xı] se poate elimina 
(fig 128 b). Dacă f(xı)=f(®2), atunci intervalele (0, xı] şi [2 1) pot fi elimi- 
nate (fig. 128 c). Pentru calcule se preferă alegerea punctelor astfel încît 
intervalul redus să conţină unul din punctele iniţiale. 


Fig. 128. 


Să presupunem că avem o problemă de minim şi că pentru depistarea 
punctului de minim se impune să cercetăm valorile lui f în n puncte din inter 


valul iniţial de incertitudine” 1 = (0, zo). Definim h= = a, unde (a) 
f Q, 


a 
este şirul Fibonacci {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,...), adică şirul detinit prin @a= 
=4; =l, aan Fín- N=2, 3, ..,; apoi punem ti =h, ta=to—h. Pe baza 
ipotezei de unimodalitate se elimină o parte a intervalului (0, 7o), Rămine 
> un interval mai scurt, avînd în interior unul din punctele Ty sau za situat 
la o anumită distanță faţă de una din extremităţile intervalului. Se plasează 
un nou punct la aceeaşi distanţă de celălalt capăt şi iarăşi eliminăm o-parte 
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Fig, 129. 


din interval. Procedeul se repetă pină 
cînd controlăm n puncte stabilite după 
regula de mai sus. Dacă (în final) 
avem suprapunere de puncte, atunci se 
efectuează mici deplasări. 


Procedeul precedent numit me- 
toda Fibonacci conduce la un interval 
final de incertitudine cît mai mic po- 
sibil (minimizează maximul intervalului 
de incertitudine) și nu depinde de fun- 
cția f, 

Exemplu. Utilizînd tehnica Fibo- 
nacci să se restrîngă intervalul în care 
este cuprins punctul de minim al fun- 
cției f : (0, zo)—R definită prin graficul 
din fig. 129. 

Soluţie. Ne propunem să utilizăm 
5 puncte din (0, To). În acest caz h= 


5 5 ` 
= = To Punem -sti =— Te şi 
Q5 8 8 


5 3. TERS 
Tz = To — par do; se elimină [£ Ze) 
şi rămîne (0, xı] care conţine pe za 
7 2 A See 
Luăm zg=0 (11—12) =R eliminăm 


Xo x pe (0, xs] şì rămîne (23, Tı) care conţine 


4 
pe Xa. Punem aa — (La — T) = Zei 


eliminăm pe [£a Za) şi rămîne (Ts, Ta) 

care conţine pe Ta luăm Is=Za— 
3 Sengat ` 

— (£a — zt) = KA Za; de aceea mutăm 


pe Ts la stinga lui Ta, eliminăm pe Ga 
13] Ulzs» Ta) şi rămîne întervalul final 
de incertitudine (To Ta). 


Evident metoda Fibonacci este 
propice pentru o funcţie cu proprietăţi 
neprecizate pe mulţimea de definiţie, 
abordabilă prin metode numerice. 


70. 1) Fie f un polinom real care 
are cel mult gradul n. Să se arate că 
dacă există C>0 şi a>0 asttel încit 
Io) sca vzel—a al atunci 


AUN 


) Tie g, h două polinoame care nu cel mult gradul n, Să se arate că 
ipotezele G >0, lga) hlæ) <C la] "t, vze[—a, aj implică g h, 

Soluţie. 1) Deoarece 0< |œ) <C |l n+l prin trecere lu limită pentru 
e0, găsim lim |K) =0. Cum însă / este o funcție continuă, rezultă 0 
alim Aæ) = AO), adică (0)=0. De aceea există un polinom fı care are cel 
mult gradul n asttel încit /(a)=a/,(2), Cu aceasta inegalitatea din enunț 
se readuce la 0< Awl sG |r|". 

Ropettnd raţionamentul precedent ajungem la concluzia că g==0 este 
o rădăcină multiplă de ordinul nl pentru polinomul f. De aceea /=0, 

2) Afirmația poate Ti privită ca o consecinţă a lui 1), 


71. Prelungirea prin continuitate a unei funcții 

I. Fie E o submulțime a mulţimii numerelor reale R., Fie f: E—R o 
functio reală, Uyw O vecinătate a lui /(0), iar Vp, o vecinătate a lui To. 
Funcţia f se numește continuă în eE dacă VUnazy, 3Va incit Vre V z= 
Df(z)e Una, Dacă f este continuă pentru orice ze E se spune că f este con- 
tinuă pe E. 

Uneori se acceptă! numai definiţia continuității într-un punct de acumu- 


lare din E: f este continuă în ro dacă lim /(2)=/(0). În aceste cazuri se 
. .. TH . . . 

pierde din vedere faptul că funcțiile sînt continue în orice punct izolat al 

domeniului lor de definiție. 

Exemplu. Să se studieze continuitatea funcţiei 

x—[(2) = aresin za, 
Evident, f: (—1, 1)=1— ai a şi f este continuă pe domeniul său de defi- 
niție format din două puncte izolate. 

II. Fie E o submulțime a mulțimii numerelor reale R. Presupunem că 
avem o funcţie f E—R, iar a este un punct de acumulare al lui E care nu 
face parte din E.. Dacă lim f(x)=l, atunci lui f putem să-i ataşăm funcția 

a—a 
XA d 


f*: EUf{a}— R` definită prin 
ra=] I E 
l r=a. 


Din unicitatea limitei rezultă uşor că f* este unică. Funcţia f* este con- 
tinuă în punctul z=a şi de aceea se numește prelungirea prin continuilate a 


lui f. NER. ; : 
Evident mulțimea soluțiilor ecuației f(z)=l este inclusă în mulțimea 
soluțiilor ecuației f*(x) =l. 
y i PATS F: sin æ 
Exemplu. Fie f: (— %9, 0) U (0, œ)—R funcţia definită prin fla) = A 


Deoarece lim f(z)=1, prelungirea prin continuitate a lui feste fi: R—R dată 
a-—+0 


rin 
p sin æ 
matii) 


Mamy" 
j l, y0. 


+ v0 


De asemenea observăm că ecua 
| are soluția t=0. 


ţia f(x)=1 nu are soluţii, pe cînd f*(x)= 


„o ` . m bi . . : 

; m Fie f sì 9 două funcţii reale derivabile pe intervalul deschis I care 
A ac f +9 =M Şi pentru care există un număr 0o astfel încît f(0)=cos 0, 
g(0)=sin ða. Dacă 0 este funcţia definită prin 5 


' 0(0= bo (for f'g), 


atunci să se arate că f=cos 0, g=sin 0. / 


Se Soluţie. Fie, u=f: cos 04+g9: sin 0. Evident această funcție este deriva» 
bilă pe I şi u'=f' cos 0+-f: (cos 0)'+g': sin 0+g: (sin 0)'=f! cos 0—f0'sin O 
+g'sin 04-90 cos 0. Deoarece 0'=f9'—f'g şi derivînd pe f?+g9?=1 găsim 
ff'A99'=—0, rezultă u'=0 pe intervalul I. De aceea u=c (const.). Pentru 
determinarea constantei înlocuim pe.0 cu Oo, Rezultă c=f(0)cos 094+g(0) sin 0s 
=cos? 0o4-sin? 0o=1. Deci fcos0-+g sin 0=1 pe I. Aceasta împreună cu 
f?4-92=1, cos? 0+sin? 0=1 implică (f—cos 0)*+(g—sin 0)2=0 şi deci f= 
=cos 06, g=sin 0 pe I. 


73. O` funcţie f:[a, b]-R se numeşte lipschitziană dacă J60 astfel 
încît : 
Iæ) — fU) <kle—yl, Yz, yela, b]. 
1) Să se arate că dacă f are derivată mărginită pe [a, b], atunci ea este 
o funcție lipschitziană. 
2) Să se arate că f: [0, 1]-R dată prin 
i 1 


i [ăi sin €2,. 40 e ` 
are 
0 3 r=0 » 


este derivabilă pe [0, 1] dar nu este lipschitziană. 
Soluție. 1) Conform teoremei lui Lagrange f(z)—f(y)=(z—y9)f'(0). Dar 
prin ipoteză | f'(2)| <k, vzela, b]. De aceea I(f(a)—f()l <k lz—yl. 
2) Evident f este derivabilă pe (0, 1). Apoi 
y 1 
f(z)=— f(0) GSTM a? sin e? 0 
z 


wo yo i * 


g 
pto 1 1 

f'()= Ox sin e” — e” cose, xe(0, 1), 

1 


- N N 
a am 
fa) = lim NEZ im Ene 0 sin e—e cos e. 
ați ~ ați a—l 


Se observă că f' nu este continuă la dreapta în v=0. 
Pentru a A li că f nu este lipsohitziană pe [0, 1] se poate proceda 


prin reducere la absurd, 
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14. Funcții cu punct fix 
Fie E o mulţime de numere reale şi f: E—E o funcţie. Spunem că t€ E 
este un punct fix al lui f dacă f(zo)=zo. Evident f: E—E are cel puţin un punct 
fix dacă şi numai dacă graficul său G(/)=((z, f(x))| re E} se intersectează 
cu prima bisectoare B=((z, y)| =y} cel puţin într-un punct. 
„Exemple, 1) Considerăm funcţia identitate definită prin f(2)=z, zeR. 
Orice punct din R este un punct fix al acestei funcţii. 

2) Funcţia afină definită prin /(7)=az+b, zeR, 70, are un punct fix 
dacă şi numai dacă azi. Într-adevăr în acest caz ecuaţia g=az-+4- b are s0- 
luţia unică t= ba 

i 1—a 

3) Trinomul f(z)=am?+br+c, zsR are cel puţin un punct fix dacă și 
numai dacă (b—1)2—4ac>0. Acest lucru rezultă din existența soluţiilor reale 
ale ecuaţiei t=ar?+4 brc: 

4) Funcția omografică definită prin f(x)= ATA xeR— {— djc} are 

cr 
cel puțin un punct fix dacă și numai dacă (d—a)2++4cb > 0, adică dacă ṣi numai 
dacă ecuația t= eae 
cx+d 


admite soluții reale. 


5) Funcțiile sin și cos au respectiv cîte un singur punct fix; tg şi ctg au 
respectiv o infinitate de puncte fixe, 


75. Fie f: (0, œ)—=>R definită prin f(2)=z?. 

1) Să se cerceteze Variația și să se determine punctele fixe ale funcției f. 

2) Să se verifice că restricţia lui f la la o] este inversabilă, iar dacă'g 
e 


V(y), unde lim Ņ(y)=1. 
ln ln y RREA 
Solație. 1) Evident f este derivabilă și f'(x)=x"(1-41n 2). Se constată 
că f'(2)=0 implică t= A. Deoarece f'(2)<0 pentru t< Li f'(x) >0 pentru 
f i e 


E a . In 
T este inversa, atunci g(y)= y 


1 
z> i punctul t= n, este un punct de minim. 
e 
Tabelul de variaţie a lui f este 


SENSO 1/e 00 


fim) oi a e aaa OF ta atleta 
pia) SSN E ul Alee 
Ecuația z*=z, ze(0, œ), are soluţia unică z=1e(0, o9). Aufel: deoarece 
1 


P j i = : 4 i 
f este convexă pe (0, co), iar (2) > rezultă că f nu are punct fix pe (o, ali 


cum f'(1)=1, înseamnă că y=z este tangentă la G(/). Din definiţia funcției 
convexepe un interval (vezi probl. 98) rezultă că singurul punct fix este (1, 1). 
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1 


e ~ v w b * $ a E, á 
2) Se observă că restricția lui f la E o) este strict crescătoare şi deeci 
€ 


1 


In ln y 
în x+in n e TA EN In æ(y)+1n 1 A 4 
s a Se observă că M ea a şi deci lim (p) = 
n & In z(y) y=% 


. lùgx+lnln g n f 3 
=lim etme L1, (Se aplică regula lui l'Hospital.) 
B> ln x 


76. Să se arate că funcția f: R—>R dată prin 


f(2)= | 


Osa z<0 
el 2 2 >0 


4 


-> admite pe R derivate continue de orice ordin. 
Soluţie. Vom utiliza metoda: inducției complete. 


„Mai întîi vom privi funcţia f'ca fiind derivata sa de ordinul zero. Apoi 
determinăm derivata de ordinul întii. Deoarece 


1 
ine oSm ca lume OSO Sim 2220, 
ato x—0 ațo T alo  z—0 eo z 
avem : : \ 
0, z <0 
KO 1 i i 
T 


Observînd forma derivatelor de ordinul zero şi unu, presupunem că deri- 
vata de ordinul n este 


ar 


Q Și z <0 


1 


a 23, 


vT 
; E A Vesta N AENA N ARIA dai 
unde P, este un polinom în variabila —. Să arătăm că şi fim (x) există şi 
, r + v A 
are aceeași formă. Prin derivare directă avem 
0 AREEN) 


fOD) = ni 1 N 1 A 
GERAR, P tel 


1 


i Ag IT lei GE RS 
Pentru a găsi pe f®+® (0) utilizăm faptul că ina =0, VkeN. 
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Avem 


lim (D700) ine EP 14 —0, 
#40 1—0 no z 
(n fin 
lim Q50; Aimee 20 
nto r—0 wto % 


Astfel fer (0)=0. 
Rezultă că f admite derivate de orice ordin, “continue pe R. 


77. 1) Fie a, b, c trei numere strict) pozitive și a=min{a, b, c}. Să se stu- 
dieze variaţia funcţiei s= f(x)= (jale) ze(—o%, 0)U(0, a). 

2) Aplicaţie. Să se arate că există un singur punct D în planul triunghiu- 
lui orientat ABC aşa ca BA+=GB=AC,=z, unde (4,)=AD(BC, {Bı} = 
=BDACA şi (C)=CD(AB. 

Soluţie. 1) Fără a scădea generalitatea putem presupune că asPsc şi 
deci aa. Avem 


a) 


Pentru z<0, avem = = E = <0. Rezultă f'/(2)<0 şi deci f descrește (strict) 


i de la lim fc) = —1 la lim fm==—o. 5 


Petru 0O<zr<a, avea 4, ie 2.150, Rezultă. fin <0 şi deci 


- f descrește (strict) de la co Ja lim Fa) D 


2) Fie a, b, c lungimile laturilor triunghiului ABC. Evident putem presu- 
pune că a<b<c- Din teorema lui Ceva găsim i 


EEr E OEA, 
o 
Deoarece restricția f : (0, a)—(0,. co) este bijectivă, ecuaţia f(2)=1 arao singură 
soluție ze(0, a), âdică afirmaţia -din 1 prob emă, este adevărată. 
În final observăm că ipoteza CA =BG —AB=e determină uhìc un 
alt punct E. Punctele D și E coincid numai pentru triunghiul echilateral. 


78, Fie funcţia f *R—R dată prin 


1 X) L) : 1 
t— —} [g= sinn 
(67 pia), 


1 
i aaa 
1 


N 
ze [ae 
n+i n 


f(0)= 


0 » in rest, 
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Să se arate că f este derivabilă. 


1) 
2) Să se cerceteze continuitatea lui ji 
3) Să se găsească f'(0), 


Soluţie. Restricţiile lui f respectiv la (— oo, 0), (0, 1)— ie li E Ba 
r E] "o... ? 


(1, œ) sînt funcții elementare derivabile, Pe de altă parte avem 


( 1 2 1)2 1 
r— t— — a IT 
ni ( a sin 1 


(0) 0 NO) lina ni 20 
=—0 


apo 


deoarece x—0 implică EESO 
n+i 


Analog fi, (=)- fu(=)=0 n pa, Ea : 
Astfel găsim ; 


1 1 
z; n), xta |[— >; >|, neN 
oo a 
0, în rest, 
unde : a 
1 aste 1 2 1 
z; n)=2 |x — —j|j|xr—— j| sin === az 
Pa | ==) 3 REN ( z ( a} 
F n+i 
„Sin — =(=) COS TS (aa) ne 
DA a aaa cea n 
n+l n+i 
| 2) Funcţia f! este discontinuă în fiecare punct de forma + . Într-adevăr 
. Ri 
Siebe Ace Set 1 1) 
lim f'(x)=lim e(z; n)=lim [2( — =)l =) sin + 
z> a z= 1 w EL i ni zi s— hb- 
n ` n n nți i 
a~ aa ai wa> N 
n n n 


ni ni 
A A $ 1 pa 
lim f'(a)=lim p(x; n)=lim 2(z— =) | — =) sin + 
e> — w- z D = A n x 


n n 
1 1 

Fae ap — APT 
n jn , 


i 


12 i E] 
-2[7— >] |t = — 1 
+ ( J ( D in i —[2= 2) cos =- "g SR 
\ p—— g E 
} n n 
= — 1 
lim (+ a) cos Aici —nu există. 
"+> n—=1 1 
n p=— 
ss $ 
3) Avem Z 
r ; i —T'(0 n . (x)—f! . ; t (Ii 
f*(0)=lim LOTO —0, pn(0)= lim EELO lim 427) 20, Deci f1(0)=0. 
2-0  2—0 0 x—0 wro z 
a0 sp0 0 


79. Prelungirea firească a unci funcţii 

Fie f: T—R o funcţie reală elementară, unde T este domeniul maxim 
de definiţie. Fie S o submulțime a lui T și f/S restricţia lui f: P—R la S. 
Funcţia f: T—R se numeşte prelungirea firească a lui f/S. 


ENE Ea —1 Ru 4An=1 
Exemple. 1) Considerăm șirul cu termenul general £, = 2 yn- e 
5n+1 5n 


Aceasta este o funcție definită pe N şi cu valori în R. Extensia firească a acestei 
— 4z—1 
funcțiil'este funcția f: (0, 00)—R dată prin f(£) = < i yr4+ E, 


5n—1 5r 


a a 
- 2):Considerăm funcțiile n—>fa (n) = tD 27 „neN, ce R. Dacă 
na~ 


aeN— {i}, atunci prelungirile fireşti sînt fa : (— 0, 0)U(0, -c0)—R definite 
i GD rt 
prin fa (2) i apte 
z i . 

identic nulă pe R; dacă «=1, atunci prelungirea firească este fı: R—R defi- 
nită prin f,(2)=1; dacă «<0, «€Z, atunci prelungirile firești sînt f : (0, 00)— 


x Li 
=R definite prin fn (a) = EI ezae etc. hi 
A mel i N 


; dacă «x=0, atunci prelungirea firească este funcţia 


80. Fie şirul cu termenul general z,()= ae neN, a fiind un 
7 <n 
parametru real. 
1) Să se găsească lim z„(a). 
n>% 


A * 

2) Să se determine a<b astfel încît şirul (z„(a)) să fie monoton crescă- 
tor pentru ae(— oo, a] şi monoton descrescător pentru «e[d, %). 
3) Ce putem spune despre variaţia lui (z„(a)) pentru «€ (a, b)? 

(F. A. Butter, Amer. Math. Monthly, 83, nr. T. 1976) 


Soluție. 1) Evident lim ga(&)=¢, VER. 
- 2 = 
2)—3) Considerăm acu restricția la 231 a extensiei fireşti a lui n Za). 
Această funcţie fa: [1, ș9)—R este definită prin fa(0)= (i Sh . Un calcul 
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direct arată că (1) (22+-2)f,(2)=/(2)(9(7) —a), unde g(2)=(22-+-0In ( poz 
tin 1 A 
Dar g'(x)=(2x+1)ln ( +2) —2>0 şi deci g: [1, co)—R este strict crescă- 


toare de la g(1)=ln 4—1 la lim ga)=+. Astfel din (1) rezultă: dacă «> +. 
5 z 5 æ> 2 
atunci fu este strict descrescătoare; dacă œ < g(1), atunci fa este strict crescă- 
; ` x 1 A 
toare; dacă g) <a atunci fu. este strict descrescătoare pe [1, zo(c)] şi z 


a A pe [zo(%), œ), unde zo(a) este soluția unică a ecuaţiei g(z)=4« 
n e>l. 
Deoarece z,(2)=fu (n), găsim: șirul (z„(a)) este strict descrescător dacă 


1 A 5 9 d 
a pe şirul (z,(0)Y este strict crescător dacă a<a, unde a este soluția ecuaţiei 


SEE SR : > In 4—In 3 
există un indice k >2.(depinzînd de a) aşa că Tal) <a i(0) pentru 1 <n s k—2, 
i Tx-a(0) > Trla) Şi Za(0) <rasa(c) pentru n >k. De exemplu, dacă «=a, atunci 
k=2 şi avem Li(0)=—xa(a) <ra(0)<. .. a À 


3 \2+a Ea In 9—1n 8 > 
Die = fe AOE ANS =) , adică ass ee e dacă asa<-—, atunci 


31. Formula lui Leibniz 
i Fie Iun interval şi u, v: I—R două funcții derivabile de m ori. În această 
ipoteză produsul uv este o funcție „derivabilă de m ori şi are loc egalitatea: 


m 
(uo) = N C UC oae ufo CLutm-1dp' 3. puw 
1=0 3 E 
i 

numită formula lui Leibniz. = 

Această formulă se poate demonstra prin recurenţă. Într-adevăr pentru 
m=] avem (up)'=u'v+ uv’, adică relaţia este adevărată. Să presupunem acum 

i NEP š N 
că (w) =>> Ci, u@-Y9pV şi “să arătăm că aceasta implică (umn 
1=0 
nt! = ` i - 
= So Capiu wt. Acest faptrezultă din şirul de egalități (u) V= a= 
1=0 $ $ = 

n 2 , Paz : n È in i 
= pa utp l = cute Do o = 5 ue atei (Ca Ca) + 

122025 1=0 ` 4 =0 a 4 

n n ` 
4 CS u SE Ci uC OD Cune SD Gip utto. De 
a 1=0 î=0! 

aceea formula. este adevărată pentru orice ne {1, 2, >. -> m}, E 

Aplicaţie, Fie f o funcţie reală, indefinit derivabilă, care satisface 

(=1)*f >20, k=0, 1, 2, =. 
KS è 

Să se arate că funcția g dată prin 


j EAD 2>0, a20, «20, 
g 
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are proprietăţile (—1)*g':/(2) >0, pentru 20 sau (—1)*g(*/(2) s0, pentru 
»<0 şi f(a)> 2. 
d í 


gaa) Ti (i 
T g 


Prin recurenţă deducem că 


(z2) =(—a)(—a—1)... (—a—k+i)r? at 
=(—1)*a(a4-1) Ac (&+k—1)r7 at, 


Aplicînd formula lui Leibniz, pentru al doilea termen găsim 


Soluţie. Avem 


gta) = ae Data O 


eo A CA) LE D y 


—=1)* LNE k—1 
ee OA e E 
Rezultă 


D.e- @+k—1 3 
DEO e a a O at 


Ppr GE s =1 
e E CAEN Pa) sei p=1) TES 
s i OER I 
O -J 


(=1) g2) = E E [a df()] e. 


Li 


ore) i. n 


-PC2(—1)F-2[tE-2) (a) e ep m z TREG S 


Asttel concluziile dévin evidente. ; 


32. Ramuri infinite. Asimptote. Puncte asimptotice OR 
Notăm intervalul deschis (a, b) cu I, unde a poate fì şi — œ, iar b şi +0- 
Considerăm funcţia f: I—R şi notăm cu GCP) graficul acestei; funcţii, adică 
G([)=(z, fo) ss DER | | ip 
Fie M punctul dë coordonate (x, f(x) şi d(0, M=vV+fi(a) distanța 
de la origine la M, ' A 5 
i Deliniție, Fie zo o extremitate a intervalului I. Dacă lim d(0, M)= -+ o, 


atunci spunem/că G(f) posedă o ramură infinită în extremitatea Xo. 
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$ Deoarece maw{| x| J | f(z)] ys VrH la) < y2 maz{]| x| , | f(2)| }, rezultă 
că G(f) posedă o ramură infinită în extremitatea z dacă și numai dacă cel 
puţin una dintre coordonatele punctului (x, f(2)) tinde către + co cînd z— zy. 

Fie D: ax4-by4+-0=0 o dreaptă din plan, iar zọ o ramură infinită a lui 
G(f). Se ştie că distanţa de la M la D are expresia d(M; D)= Ii, 

a+b 

Definiție. Dreapta D se numește asimptotă la ramura 

infinită a lui G(f) dacă lim d(M; D)=0 (fig. 130). 
Dto 

Evident dreapta D este asimptotă la ramura infinită 

dacă şi numai dacă lim(ax-+bf(<)+t)=0. 
2-20 


Dacă presupunem că G(f) posedă o ramură infinită în 
extremitatea x, sînt adevărate afirmaţiile: (1) Fie zo=finit 
şi lim f(z)=4c0. Dreapta D este asimptotă (verticală) dacă 

za 


Fig. 130. 


şi numai dacă ecuaţia ei se reduce la z=1o. 
(2) Presupunem zo=:t œ şi lim f(2)=yo (finit). 
222 
Dreapta D este asimptotă (orizontală) dacă şi numai dacă ecuaţia ei se reduce 
la y=yo. > 
3) Presupunem To=+%0 şi lim f(z)=-+o0. Dreapta D este asimptotă 
BT 
(oblică) dacă şi numai dacă ecuația ei se reduce la y=mz-+n, unde m=—lim -— 


(finit), n=lim (f(2)—ma) (finit). A 
[A 


4) În toate celelalte \cazuri posibile, ramura infinită nu admite asimptote. 
Definiţie. Fie z o extremitate finită a lui I. Dacă lim f(2)=yo (finită), 
ELES 
atunci punctul (£o Yo) se numeşte punct asimptotic pentru G(f). 

Observaţie. Problema ramurilor infinite a fost prezentată pentru cazul 
cînd f este definită pe un interval, situaţie la care se reduc majoritatea proble- 
melor de nivel mediu. 

Noţiunea de ramură infinită are sens și în alte situaţii, f : A — R; se impune 
însă ca punctul zo în care se face discuția să fie punct de acumulare pentru A. 

Exemplu. Funcţia z—f(z)=arctg z este definită pe R-k 

“ y Ca $ MERTEN . s, 
z=+|l este "deci punct de; acumulare al domeniului de definiţie şi deoarece 
z yi Tj si +) si nete 

f(+1 TO R? ftit) = 47 D “punctele ( — z) si (1, =) sint pu 

asimptotice pentru G(f). ` 

i jz ipuri sibile de puncte 
t exemplu arată și faptul că precizarea tipurilor posibile puncte 
de PENT (de speța I cînd limitele laterale sînt finite, dar diteritei 
de speța II dacă cel puţin una din limitele laterale este infinită) elimină wor 
Re afirmație incorectă: „dacă xo este punct da acumulare al mulțimii de 


i t=T è i verticală pentru GCF) 
definiţie A, dar To FA, atunci v=]To este asimptotă vanticală por (f) 
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yr 


0, Se consideră w— fw) Vata -petan de R, : 

1) Să se dolermine valorile lui a pentru care Gy graficul funcției f, admite 
asimptotă orizontală şi să se determine ecuația asimptotei, 

2) Aceeaşi întrebare pentru asimptotă oblică, 

Soluţie, 1) Ponlru ramura + oo: din condiţia lim (æ) =l, l — finit, rezultă 


N +00 
a=—0; f osto definită pentru ze(—oo0, —1]U[0, œ) şi deci poate avea 
asimptote pentru ambele ramuri (la + 2) 


` —1 A PRP 
Se calculează lim /(@)= lim -= atat m » care ia valoarea finită pentru 
R00 w= Vaz j 1 
a'l, respectiv q==—1; se obține în acest caz lim /(2)=lim eenn B aen p 
; i Ø+ w+ T z+z 2 


1 
iar ecuația asimptolei este Ya 


Pentru ramura —oo: din condiţia l=lim f(z), | — finită, rezultă a>0 


B+ —c0 
Q1—1)22+ A PREGA i 
se calculează lim Waith „ care ia valoare finită pentru a?=1, respectiv 
B+% Vase az 
A E 1 j A 
al. Se obţine lim = Slim — > 22, ian ecuaţia 
w o VoF rse wm—— o0 i 2 
|z] Ta 
zT 
A f 1 
asimptotei este ų l kar reaR 


2) Pentru asimptotă oblică la ramura spre + œ se impune condiția a <0; 


se calculează m=lim È =a+1 Şi n=lim(f(a) — mz)= L, Ecuația asimptotei 
ENUN g 


este y=(a} l)e e 
j 
Pentru ramura — oo: Gy poate avea asupp tota oblică, dacă a <0; rezultă 


m=lim (2 =a—1 şi n=lim (Me) —-mz)=— +, 
m——co t 9 -+—c0 2 


Ecnaţia asimptotei este y=(a—1)z— 5: 


` 


| 


Observaţie. G, nu poate avea simultan asimptote de același tip la- co. 
G; poate avea pentru o ramură asimptotă orizontală, iar pentru cealaltă — 


1 

asimptotă oblică: dacă a=1, (4>0) rezultă că G; are asimptota Tea 
1 i 

pentru ramura (—00) și asimptota y=20-k 3 pentru ramura (fp 00); dacă 


qua —] rezultă ja la (+ 00) y= la (— 00). 


84, Se consideră æ — f(x) m perle şi 
tgi i 
` do ta aat A 
FD ea | (1 —a)[(0)aa, t| T, 5) 
iri 


p 
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1) Să se reprezinte graficul G(f). 


2) Să se v i 

á) Dă se calculeze F (£) pornind de k i 20 în ; ina) 

; e C e la definiția- derivatei și să se deter 

mine sup F(0). i ŞI să se deter- 
te -5 A 


4 


Soluție. 1) Se exprimă pe porțiuni valorile lui f: R {(+1}—= R: 


1 
— et, re(—o, —1), 


1—xr 
fazei, zel) 
G — iz , Li] , 
E z+1 
ei, ze(1, 00). 
r—i 
Derivata este > 
T 5 
E ap a e (catod) 
2—z 
KOR EER ze(—1,1), 
2-21 
—— el, ze (1, co); 
(z—1)} 
deoarece f,(—1)= = HED =5, rezultă că f nu este derivabilă în z= 


—=—— 1. Graficul G(f) admite asimptota verticală z=1. 
Urmează tabelul de variație şi graficul (fig. 131): 


- T — o aea a 1 2 co 
r LE 0 
1 
2) lto N a Z ooN aAa 
2) Pentru te [n =) rezultă că [1, te] C 
zH 
C[—1, 1); deoarece fpe [—1, 1). [@) = = se 
3 tgt 
obţine F(= | ear. Pentru î, tS (e =) 
-l 


arbitrare, se exprimă raportul 
tgt 
i | (1—a)f(e)dr 


FOZ EUo) a tate sta 
(— lo t— lo i—t& 


ži tg t—tg & eeit, 


TU 
unde &e(lo, t) sau (f, lo); deoarece tg! este derivabilă pe(— 2 2), deci și 
continuă, rezultă că există limita 
lim SOEU n, lim ete m 


t> t—lo cos? fo t-t 00%? to 
(80) 


Pentru că to a fost ales arbitrar, se obţine F (sei 


ptatohi s 


iat d. Deoarece F'(7)>0 


pe- z) rezultă că F este strict crescătoare pe acest interval și deci 


n 
eT 
“sup F(= | tara je e7tdr =e2—1, 


te (- 3 ha i 


85. Funcții pare şi funcții impare 

Fie f: E—R o funcţie reală, unde E are Proprietatea că odată cu z con- 
ţine şi pe —z. 

Funcţia fs numeşte pară dacă nW x)=f(x), vze E; funcția f se numeşte 
impară dacă f(—x)=— f(x), VzeE. 

Evident, o funcţie este pară dacă,și numai dacă graficul, său este simetric 
faţă de Oy. Analog o funcție este impară dacă şi numai dacă graficul său este 
simetric față de originea axelor. 

Orice funcţie g definită pe E este suma dintre o funcție pară şi impară. 
Într-adevăr, 


ga) = Za) =D] + o —g(—4)], VzeE, 


iar suma Le g(—2)] definește o funcţie pară şi diferența o- —g(—2)] 


defineşte o e impară. 
Problemă. Fie funcţiile 


4 ie (2412914 (219271 
' ToO) S a ri 
1) Să se arate că funcția fa (n=fixat) este continuă, impară şi bijectivă. 
Să se determine funcţiarinversă fa. 
2) Să se determine tangenta la graficul AGUS fa în punctul (0, 9 
Să se determine a și b astfel încât 


Sum — (ax b))=0. 


Să se traseze graficul lui fa 
3) Să se calculeze lim fa (x). 
n= 
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Soluția 1) Observăm că 


Bal (y ; i Ai 
: NUR "(ppt =0eez-1=z—1 (imposibilitate), Astfel domeniul 
© eliniție al lui fa este R. Funcţia fa este continuă fiind o funcţie rațională. 
Numărătorul este un polinom impar, iar numitorul este un polinom par, 


Astfel f„(2) este o funcţie impară. De aceea în continuare putem utiliza restric- 
ţia lui fp la [0, oo). 


„Deoarece 20, avem z-+-1 740 şi putem scrie 


[„(2)= a cz) MR 


m— d Nanri 
a 
+1 


Astfel fa este compusa a trei funcții 


Deoarece aceste funcţii sînt strict crescătoare rezultă că 
şi restricţia lui fp la [0, co) este tot strict crescătoare, şi 
deci injeetivă. 
Avem fa(0)=0, lim f„(2)= oo. De aceea f([0, %))= 
æ> 


=[0, œ), adică f, este; surjectivă. (Graficul G(fa) este în 


Fig. 132. „fig. 132.) Pe de altă parte Yye[0, co) avem 
cui 2n+l S i T 
E) j i n+l curu) EE 
> el/ea Sa =) Sa e ci y= -= 
; y {Nant zl: y+1 zl y+i 
e) : ; 
onti Io 
1+ sil 
1 i 
= yti ejO, co) 


Rezultă că fa: R>R este o bijecție și că 

3 te ra 2n$ SET 

PE AIR A 
RNE anti fai 

2) Avem f„(0)=0, (0) =2n +1. i 
Deci y=(0n+1)z este tangenta la grafio în punctul (0, 0). 


Apoi i angl 
lim T —(az-b b) =a 


rora VEEE Vaa C a A 
(r41) tilat p ana kD e (atat 100), 
d ESEA anana ie 
PA ad Da ARE E SE e ete (2 T 1)? mA (U 1)° wti 


fre: 


= lim 
T -) 
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Pentru ca această limită să fie zero trebuie ca a= 


z 
2n+1 


1, b=0. Astfel y = 
2n 1 


este asimptotă la -+o (fig. 132). 


3) Observăm că pentru xv>0 avem —1 <u<1. De aceea găsim 


[is <0 
lim falo) =} 0 2=0 
ee | 1 z>0. 


86. Extremele. funcţiilor derivabile 


Rie E o reuniune de intervale și f: E—R o funcţie derivabilă pe E ex- 
teptind o submulțime cel mult numărabilă de puncte din E. Fie E’ submulţi- 
mea lui E pe care f este derivabilă. 

I. Dacă v€ E' este un punct de extrem local al funcţiei f, atunci zg este 
un zero al derivatei, adică f'(20)=0. Cu alte cuvinte punctele de extrem local 
pentru f se află în mod necesar printre rădăcinile ecuației f'(2)=0, zeE-. 

Să dăm acum o condiţie suficientă de extrem local. 

Dacă există o vecinătate V,, astfel încît derivata f’ să aibă semnul + 
la stînga lui xo şi semnul — la dreapta lui za, atunci Tọ este punct de maxim 
al funcției f; dacă pe Va derivata f' are semnul — la stînga lui tọ şi semnul 
« la dreapta lui to, atunci Tọ este un punct de minim pentru f. 

Dacă f! are acelaşi semn într-o vecinătate a lui Tọ, atunci f nu are extrem 
în To: E 

II. Fie [a, b] CE. Funcția f: [a, b]—R se spune derivabilă pe [a, b] dacă 
este derivabilă pe (a, b), iar derivata la dreapta în a şi derivata la stînga în 3 

sint numere -unic determinate. ; \ 
Dacă f este derivabilă pe [a, b], atunci punctele z din [a, 2] în care avem 


 f'(2)=0 sînt eventuale puncte de extrem ale lui i 


Dacă derivata f! este continuă pe [a, b] şi nu se anulează pe (a, b), adică 
păstrează semn constant, atunci singurele puncte de extrem (global) ale lui f 
sînt capetele a şi b: dacă fu(a) <0 (respectiv f(b) >0), atunci f(a) (respectiv 
f(b)) este maximul lui f; dacă f(a) >0 (respectiv f:(3)<0), atunci f(a) (respectiv 
f(b)). este minimul lui f. Sed e tat) 

Dacă f: E—R este continuă pe [a, b] şi derivabilă pe (a, b), atunci extre- 
mele globale ale restricției f:[a, b]—R sînt respectiv minimul și maximul 
mulțimii (f(a), f(b), f(x)...» f(z,)) unde x; sint soluţiile ecuaţiei f= 
ze(a, b). ; , 

Cazurile [a, b) CE și (a, DJ CE se explicitează analog. 

III. Presupunem că fi; E— R este derivabilă de n ori, n>2, într-un punct 
Z€ (a, b) CE astfel încit 


f(T) =.. = [in(20)=0, fao) 20, 


(1) Dacă n este par, atunci mọ este un punct de extrem loca} al lui f şi 
anume: dacă f'"!(z0)<0, atunci za este un punot de maxim; dacă Pai (20) >0, 
atunci z este punct de minim, 
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: (2) Dacă n este impar, atunci o nu este punct de e 
>93, punctul ty este un punct de inflexiune, 


xtrem; pentru n impar 


Exomple, 1) Să se determine extremele locale ale funcţiei 
2—[(2) =sin(x In 2)-+-cos(x In z)—1. 
Soluţie. Observăm că f: (0, o0)-R, fe) =Vă(sin (42)+ z) — 5) unde 
4 2 


t(x) =r In t. 


Punctele de extrem se găsesc printre rădăcinile ecuației f'(£}=0, 


g 


sau POVE coste) 2): n) AË cos(1a)+ 2) —0; rezută Ha) = 


= (2k41) ST keZ sau tp=e" "T, kez. 


Se calculează 


ra= — M cos(a) + 2) E sin(1)+ 2): 


ară ză 


IV Es 
Pula) a Brava sin((2k-1) 2) mid e (DE 
; eat 2 A 
Pentru k=2n, f''(2a1) <0, deci ap:sînt puncte de maxim local și fnaz = V2—1 
pentru k=2n 41, f'(Zan+0)>0; Tonga — sînt puncte de minim local, fmis = 


= AVIEN. S 

2) Să se determine extremele{locale ale funcției 

z—f(z)=—2 cos z+a?. 

Soluţie. Avem f'(2)= —2 sin x-p2x şi ecuaţia f'(x)=0 se reduce la sin r= 
—z, cu soluţia unică r=0. Apoi f''(2)= —2cos 242 și f''(0)=0; f''(2)=—2 sin q 
şi f'(0)=0; fO (2)= 42 cosx şi [%7 (0)=+2>0. Deciz=0 este un punct 
de minim. 

2) Să se determine inf f(x) şi sup f(x), unde f: E—R este definită prin 

„ek as i 


fin =(n na. £ 

Soluție. Pentru existența lui In z în R, se impune x>0. Apoi se observă 
că dacă r>0 şi In xaZ— {0}, atunci expresia (In z)he are sens; de asemenea 
pentru z>0 și In z>0, adică pentru z<l, expresia (ln z)ne are sens (vezi 
precizarea de la problema 23). „Deci domeniul maxim de definiţie al lui f 
este | 


E=(z| ze(0,1), In zeZU(I, œ)={x] ze, n=l, 2,.. JUL e) 


1 | 

ip ATP e = (In 2)" (ln luz-bl), iar f(2)=0 im- 
plică zo=elh, Se constată că Xo este un punct de minim şi f(x) =e". Apoi 
lim f(x)=1 și lim [a= 0. 
ei pi=co 
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Pe de altă parte f(e-")=(—n)» și deci f(e'1)=-—1, limf(e"*)=0. Se 
3 n+ 


observă că f(—n)e|— 1, a) 
4 


În concluzie, inf f(z)=min f(2)= —1 şi sup f(2)= o. 
ask eeb gap 


87. Se consideră funcțiile fa: [1, c0)—(0, co), ne N, definite prin f(z) = 


za 
1) Să se determine a,=sup f,(2). 
i y 3 ze [1, æ) 
2) Să se arate că şirul cu termenul general s,=—(y+dz+ ... +a, este 
convergent. 
i F d (n __1/ r2 
nag Soluție. 1) Deoarece fu) a (NE 23) (VB 2) ecuaţia f,„(2)=0 are 
EE, $ (n2-k 242 
pe [1, co) numai soluția z= E Se observă că f„(2)>0 pentru 1 $T<Tg şi 


Sa A Bey 
ss wr 
1 
În plus, f„(1)= ——— Şi lim fa(2)=0. Comparînd pe f„(1), fa(2o) şi lim f„(2)=0, 
n24-1 Cr z> 
| 


fa(2)>0 pentru z>z. De aceea qo este un punct de maxim și fa(£o)= 


deducem că: a,= 


Ea 43 ma 
2) Problema se reduce la a arăta că şirul cu termenul general s, = -3a + 
1 1 
+- Terie t-a este convergent. Într-adevăr se constată că s,„ este 
Pr- 1 2 
E k Pre lat 1, V2 È ; 
crescător şi mărginit de 1-} T + a De aceea {sp} este un şir conver- 
1- — 
y2 
É gent, 
A 
A 88, Se consideră funcțiile f, : R>[0, co), neN, definite prin fa(@) = 
i ms La $ ; 
1+ n 


1) Să se determine a„==sup f(x). 
paR 


2) Să se arate că şirul cu termenul general qi-ţ-aa-k = «= Faa este diver- 


gent, 3 
Soluție. 1) Evident fa sint derivabile și 
4 <0 so 
v 
KR (kaa) >0 2>0, 


Í 
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De aceea xo=0 este un punct de minim. Comparind numerele lim f„(2)= a și 


1 2=>4%0 n 
fa(0)=0, deducem că 0, =Sup fa(2)=—: 
seR n 
e 2). Se constată uşor că dacă notăm s, =41 -42+ -+ aeiy AAE N, 
2 
1 3 3 kizer af 
+ —, atunci LsL. oen Sp...» iar Szz> — şi deci lim s, = %0. 
R 2 n-+co 
} 
89. Se dă fi: e ai {0}>R definită prin f(2)= Lie ai 
2 sinir i-a? 


1) Să se arate că mar fa) > 2 == 
æ T 


2) Să se determine lim f(x). 
z—0 
3) Pentru ze|0, s să se determine o funcție h, care să satisfacă h” (z£) = 


, =fŒ) şi să se arate că h(z) > > In apele Car Co = Cı, Ca sînt funcții constante. 


Soluţie. 1) Deoarece 0 <sin?2 z <1 rezultă 


—2 >l- 2 Pe de altă parte pentru e) i avem 9(2)= 2 şi 


>1 şi deci f(2)= a — 


următorul tabel de varjație 


T T 

AO) RE oa ke 
SAR i 4 
Se m 


4 
Astfel mar e(2)=1— = şi deci maz f(2)>1— —- 
5 æ să g T? 


2) Avem : 
1 1 Sn 2 sin? xz 
i 1 10 im E (aplică regula l'Hospital de patru ori) 
ir oale e) po aaa 00, p 


. De aceea z=0, y= 2 este un punot asimptotic pentru graficul lui f> 


3) Pentru ze (0, A găsim 


1 baza (2 (a ic 
ga) (rae = (cata 300” Pasa (Z= -etert tC 
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Apoi 
h(x) = | s@)dr= | (—cte z-p 2 Cuaz= —In sin z-bIn z-kCaz+ Ca. 
Eni 


Deoarece 0<sin sl, Vre (o, A rezultă —ln sin x>0 și deci A(x) >1n t+ 
Git- Ca. 


90. Funcții original 

O funcţie f: R>R care satisface condiţiile: 

(1I) f(£)=0 pentru r<0, 

(II) f este derivabilă pe porţiuni, 

(III) există două numere reale a>0 şi s>0 astfel încît | f(2)| sae'?, Vz, 
se nunieşte funcție original. Asemenea funcţii apar în fizică, electrotehnică 
ete. Cel mai simplu exemplu este funcția unitate, definită prin 


(2) z<0 
pm E 220 
gi ji 0: 


Problemă. 1) Să se arate că suma și produsul a două funcţii original sînt 
funcţii original. 

2) Să se arate că funcţiile definite prin 2*n(2), r er7y(z), x” sin or (2), 
e2(P(a)cos oz4+-Q(0)sin wx) n(z) (unde neNUI0); A œ =R; n=funcția 
unitate; P, Q—polinoame) sînt funcţii original. 

Soluţie. 1) Se aplică direct definiţia. 


2) Evident 2-2" m(x) satisface condiţia f(2)=0 pentru z<0. De ase- 
‘menea restricţiile lui f la (— co, 0), (0, co) sînt derivabile şi f+(0)=0, fa(0)=—0, 
adică f este derivabilă pe porţiuni. i 


Să arătăm că există a>0 şis>0 astfel încît (7) = = <1, Vze(0, co). 
paz el, 


z*A(n—sx) 


aet? 


Deoarece o'(2)= , ecuaţia ọ'(x)=0 dă a Z, pentru s#0. Fie 
2 


30; avem e'(2)>0 pentru. T< Ry e'(2)<0 pentru t> ae limọ(x) = 0, 
8 i 0 

(2); i 

lim ọ(z)=0. Deci e. (=) As 

2-00 Ei ae? | i za a, AA 

ma s-a redus la a arăta că există a>0 astfel tncit(2) e adică a>(=) k 


nl 


baraat 
şa 


; f 
este un maxim global al funcţiei e. Proble- 


Deoarece prin inducţie se constată că n! e">n", rezultă a= 


Analog se tratează celelalte cazuri. 

Observaţie, Din definiţie și din exemple rezultă că la orice functie f: R> 
R care satisface condițiile (11) şi (111) poate fi atașată funeția fy care este o 
funcție original. \ ) 
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91. Funcția „signum” 
Aplicația f: R={—1, 0, +1} definită prin 


+1, z2>0 
sign t= 0, z:=0 
=], <0, 


este funcția „signum“ de argument ze R. Evident funcția signum este impară. 
n ON C IGORA x VAR ; à 
Unii autori consideră sign z= dj neatribuindu-i-se deci valoare în z=0. 
` % 

o > . . 

1°. Pentru funcţia z—f(2)=(a224+pr+q)sign x se cere: 1) graficul pentru 
p=1, q=—2; 2) să se determine p, ge R astfel, încit f să fie inversabilă pe 
R şi să se determine inversa în acest caz; în ce condiţii inversa poate fi pre- 
lungită prin continuitate? 

a A $ 2 f 
Soluţie. 1) f se definește pe subintervale prin t> rp 


fa 
z—2, r>0 ji r> —r?—r+2, 2<0; fı şi fa au graficele 
arce de parabolă (fig. 133). 
z), z>0 
fa(2), z=<0. | j 
Pentru inversabilitate ` pe întreg R: 
— se restrînge numărul intervalelor de monotonie la 


două, adică p= =0; 
— se impune condiția să fie disjuncte codomeniile celor două restricții, 


(a(2)lz=(— o, 0) N(fu(2)lz= (0, 2)}=Ø, adică q>0. 


Deci f(x)=(x?+ c°) Sign z. Se determină inversele: 


= + Vy—c2 I— s=, Je(c2, 00); 
z>0 


a r= VE yte, ye(— œ, —c?), sau dacă se redefinese 


Fig. 133. 


z<0 


variabilele i 


re, ze(c2, s5 ; 
f= V ( ) 
EE, ze(—o0, —c2). 
Pentru q=0 rezultă că O fa(0)=0 şi deci atribuind valoarea f(0)=0; 
nversa devine funcție continuă. 


92. Se dă functia 
0, 20 


z—[(2)= sigu (co 7), ze(0, 1]. 
20 
1 
1) Să se expliciteze valorile f(7) pentru ze Ei 1): 
2) Să se rezolve ecuația fa) tfu) = 2. 
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; 1 1 1 
3) Fie to=0 <t] = —— Cp — <... Cop = — Clor > — <T = 
) 1 550 PI 0 Ep Ad T Z 4 


1 a > G 
m <Tzz43 =l. Să se găsească 


242 
aa a Ifs) — f(T). 


Soluție, 1) Observăm că — = <a — implică = y = <2r şi deci cos 
>0.Rezultă f(x)=1 pentru ze (e a) Pentru t= şi z= 1 găsimf(2)=0, 
apoi f()=—1 pentru ze E 1). 

2) Deoarece valorile signumului sînt —1, 0, +1, ecuația admite soluții 
numai pentru f(x)=1 și f(y)=1. Dar sign cos =] impune cos = >0, 

T, T 
adică e =) adică ze(3 =) Analog ye (+ F 
2x 2 2 Da 23 5 3 
“2k42 
3) Avem S= >> Ifta) — fdl = If) — f0) + Ift) =f) j+- 

1=0 

E Îfizara2) — fara) + If (T2143) — f (£2z42)| = Isign (cos (4k+2) =) [E 

4-| sign (cos 2k7)—sing(cos (4k+2) Ae - - - +|sign(cos z)—sign (cos 27)|-+ 

+lsign(cos Z) -sign (eos 2m) =1 2+4 . .. 24+1=2k4+2. Deci lim S=% 

2 “ e ea pr &—co 
> IE 


93. Funcţia „parte întreagă” ' 

Funcţia E : R—Z definită prin E(2)=|z], unde [z] =n, pentrun <z<a +1, 
neZ, se numeşte funcție parte întreagă. ' 

Se dă 
0, z=0 


=== e 
(1—E(0)) In z, ze(0, 3) şi se cere: 


1) să se discute numărul rădăcinilor reale ale ecuaţiei f(7)—m=0 în 
funcție de me R; 
2) să se calculeze aria mărginită de graficul funcţiei f ṣì axa Oz pentru 
ge (0, 3 
“ (Bacalaureat, Maroc, 1976. Text modificat) 
Soluţie, 1) Rezultă că 
0, z=0 , lngz+1, ze(0, 1), 
z In z, ze(0, 1), 1 
= ki i 1,2), 
N eime call, 2), [ei eta 300 7 


(1—2) In z, ze [2, 3), In EN ze(2, 3) 
3 a 
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„ze(0, 1), 
F4, ze(, 2), 


aa 


AEE p 
; gt? x ( , 3), 


f'@)= 


a|=a |=a |= 


Tabelul də variație și graficul pentru f (fig. 134): 


ERY EN l 2 3 
f(x) Sata 0 aie tal lo d 2 ln 2]in 2 si 
fa) | 0 SI -> ARN FA ENO Ve ZA E 
r T | al | + 


Discuţia după me R a numărului rădăcinilor reale ale ecuaţiei f(x) —m =03 
t as DR ce 
me(— 00, =) nu are rădăcini reale; 
k e 
1 


m= Tiı= T= — j} 
e 


e 
ma o 0), ze (0, = me(— 1); 
e e e 
+ m=0, ti=0, ty=1, Ty=2; 

me(0, In 2), me(1, 2), ze, 3); 
Fig. 134. men 2; In 3), me(2, 3); 
me[ln 3, 4-00), nu are rădăcini reale. 


2) Se calculează 


Li 
=I 2 8 1 
A= — feme dr- (e=) Inz dr | (z—2) In 2 dr= A R 
o CLARS $ 2 


# 2 8y 
T2 ară TA ză 5 3 
———— În z— > —— OR oz) 2: ln2— > :l 3, 
As nT +a) (E 2) in auz 2)] or n : n 
1 7 a 


deoarece lim z* “ln z=0, «>0. 
æ+ ] 


94, Fie n un număr natural fixat şi b(n) minimul lui A+ J pentru Ren. 


Să se arate că b(n) şiy4nF1 au aceeași parte întreagă (prin partea întreagă 
a unui număr real z se înţelege cel mai mare număr întreg care nu-l depăşeşte 


e z). : 
p ) a (Competiția Wiliam Lowell Putnam, S.U.A. 1973) 


268 


Soluţie. Considerăm funcția p(z) =r} o xr>1. „Deoarece p'(z)= 
x 


n A 2n ER ¢ PE 
=l—— 9 (7)= =, rezultă că p(x) este convexă. De aceea z=yn este un 
t zT 


punct de minim global și min q(2) =2/n. În particular, b(n)= =2\/n. 


Evident b(n) = Nna n e aV Notînd cu [z] partea întreagă 
a lui x şi ţinînd seama de inegalitatea precedentă deducem 


[2/2] < (Van Fi] < [2V/2 +1] =1+2yVa]: 
Rămine că 2YVnj= [vân FI]. A 


95. Fie a, b două numere naturale. Împărțind a2452 la a+b obţinem 
cîtul q şi restul r. Să se determine 'toate rece (a, b) pentru care avem 
q@+r=1 977. 

(0.1.M., Iugoslavia, 1977) 


Soluţie. Să Cererminäm mai întti pe q şi r. Avem q<[y1 97 977]=44. 


Deoarece» a-b? > = (a+b) și r<a+b, găsim q= P > Eua 
: a+b a+b 


d. Ipoteza q<43 implică r>1977-—432—198, adică 


43 >q > = —1 >63, ceea ce este absurd. Rămine q=44 şi atunci r=1977— 


—442=> ai, 

Cu acestea avem DUS =44(a+b)}41 sau (a— 22)" + (b— 22)? — 1009. 
Ținînd seama că în scrierea zecimală ultima’ cifră a unui pătrat perfect poate 
fi 0, 1, 4, 5, 6 sau 9, iar ultima cifră a lui 1 009 se poate scrie 0+9, 4+5, re- 
zultă că este suficient să încercăm pe 0, 3, 5, 7, 8, 10, 13, 15, 17, 18, 20, 
22, 23, 25, 27, 28, 30, drept |a—22 |, | b—22 |. Se obţine a—22=—28, b—22=+15 
sau invers. Astfel (50, 37), (37, 50), (50, 7, (7, 30) sînt perechile căutate. 


96. Funcții hiperbolice 

ermen s Tan defineşte susul hiperbolice de argument z; 
eee 
CER 


Aplicația t — 


se utilizează notația z—sh z. îi mod analog se derineste x—>ch t= 


XER. 

Observind că funcţiile „sh“ şi, cehă sînt combinaţii liniare ale aplicaţiilor 
re”, xe? zeR, studiul proprietăţilor funcţiilor hiperbolice devine un 
simplu exerciţiu. 

Analog funcţiilor circulare (trigonometrice) se mai definesc funcţiile 
æ—th a BE; g= cth t= =: \ 

chg sh $ 
1°. Să se demonstreze egalităţile: 
ch? g— sh? q=1, sh(2k-y)==sh x chech è shy. 
thvth y 


eh(z4-y)=ch a ch yÆsh g shy, th(@ty)= It a thy 
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Indicație. Calcule directe. 


06. Ca Anei ară iii A ira e acid 
2°. Se consideră funcţiile z=—sh z= s g= ch t= — Se cere: 


2 
(1) reprezentarea funcțiilor, raportată la aceleaşi axe, 
(2) inversabilitatea şi inversele funcţiilor, 
(3) să se calculeze aria domeniului 
D=((a, y)lre(0, oo), shr<y<ch z}. 
Soluţie, (1) Tabelele de variaţie și graficele (fig. 135): 
x — 00 0 00 


£ — 0 0 CO 
ch’ x FI 0 -H 
Fig. 135. : ; ch z o A AT J co 


Se constată că sh este funcţie impară, iar ch este funcție pară. 

(2) Deoarece sh este strict monotonă pe R, este inversabilă pe R şi 
rezultă sh*(x)=ln (x+ V1); observăm că determinarea ln (z—x/ 224 1) 
nu ia valori în. R. , ăi 

Funcţia ch are două intervale de monotonie, ze(—o0, 0), z=(0, e0). 
Pe cele două intervale se determină inversa: 

— pentru ch: (— œ, 0)—(1, 00), 


ch! (x)=ln (2—V2—1); 
— pentru ch: (0, œ)=(1, 00), 


/ cht (2)—In (c+ Va). 
(3) aria 'D=lim Ye (ch 'w—sh 2)dz; deoarece 
A JO $ 


V (ch z—sh x)dr= (i e-7da=—1 —e"4, rezultă că aria D=l. 
1) : o 


sh + ch + x R 
3%, Se consideră z-—th Ta eaa Ta pe domeniul maxim 
ch g EA 


de definiție. ; : n : 
(1) Să se studieze şi să se reprezinte grafic; raportate la acelaşi sistem 


de axe. id 
(2) Să se stabilească inversabilitatea şi să se: determine inversele. 


ăi (cth 2 —th z)dz: 


(3) Să se determine natura șirului na ? 


270 


1 
Soluţie. (1) Funcţiile th și cth sînt funcţii impare. Deoarece (th 2)' ——» 


achig 

(th x)" =— ame; (cth x)' = — E (cth z)" = 2%, urmează tabelele de 

Ai “sh? a sh? x 
variaţie şi graficele (fig. 136). 
x — 00 0 -+o în — 00 0 00 
(ha)! + + (thx)! — — 
th a 1 Z0 A + (ctha) |—1 N—oo + NI 
(thz)” ape ate (cthx)” — 


(2) Funcția th este strict crescătoare pe R; in- 
= ; schimbînd [notația va- 
riabilei independente rezultă z—arg th z= In tr, 
ze(—1, 1). 


Funcţia cth este strict descrescătoare pe (— 00; 0) 
şi pe: (0, œœ); corespunzător celor două domenii 
se determină restricţiile -inversei, z—argeth ņ= 

1 zpi: N 
=— n =: 
2 r—1 = 


` (3) Se calculează, Fig. 136. 


f E eT — 
versa se obţine din y= —— 
e 


n r n+l 
A= TI (cth th adr = (E eh zi ap E he dr lnth e| = 
n H d n 


a shx n chg 


= In OED și lim A =—lim In EE pe 0 
n> n> th n 
97. Se dă f(2) = — 
la (1+ 
T 


1) Să se studieze ariaţia şi să se traseze graficul funcției È s 
2) Să se determinevvaloarea maximă a lui a și valoarea minimă.a'lui 8 


aşa ca e eta 
( Pa <e <( +7) „VneN, 
‘an 


Solnţie. 1) Din 240, AE >0 rezultă domeħiul maxim de definiţie E= 
© 


4 


(co, —1)W(0, 00). Evident f: E= R este continuă. În punctele de acu- 
mulare ale lui E care nu fac parte din E calculăm limitele: 
“lim f(z)= lim f(x) =0, 
1 ao / 


al wPo 4 
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1—zn (1 + A 
lim f(x) =lim — 1—5 


1 
mho æ> di0 In ( + =) 
z 


z 


=(aplicăm regula lui Hospital de două ori), 


lim =—. De aici rezultă că dreapta y= A est i otă orizon- 
ato 2r+1 2 pta y 3 ste asimptotă orizon 


tală atit la — co cît şi la oo. Graficul nu admite asimptote oblice, dife- 
rite de cea orizontală. 


Deoarece. [aene sh? u 


1 
g(z+1)ln? (: +) 
z 


1 
—1>0, unde e2*=14+ —, 
u? 2 


funcţia f este strict crescătoare. Aceasta împreună cu cele precedente ne arată 
că graficul lui f nu taie axele de coordonate. = 


$ Astfel forma graficului lui f este cea din fig. 137. 
2) I.ogaritmînd în baza e obţinem 


amas inf. 


o 


A ; 
Ban=sup [al 
n 
= (12) 
n 
Ținînd seama de variația funcției f găsira 


1 
5 = —— —1=0;442695, 
10) In 2 


Wmaz 


Pata liră f(n) —lima [(2)— + 


98. Funcții convexe ; 
Fie I un interval din R şi f: I—R o funcție reală. Dacă 


KA —Daptb) <0 -DAHO Va be, vitelo, th 


e numește convexă. Dacă —f este convexă, atunci f se numește 


t Le $ > e 
grane Anca a toată teoria funcțiilor convexe are un corespondent pentru ~ 


concavă, De acee 
funcțiile concave, 
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Din punct de vedere geometric relația precedentă spune că Va, bel, 
graficul restricției lui f la [a, b] se află sub segmentul de dreaptă ce unește 
punctele (a, f(a)) şi (b, f(b)) — fig. 138. 


y y 
A affa) bfjb) >o 
= | 
A i | 
i i i 
TG] X O x 
Fig. 138. 


Proprietăţi i ' 

(1) Dacă f este convexă pe I și c este un număr. real, atunci fzjrel, 
f(a) <c} este un interval (mulțimea vidă şi mulțimea cu un singur element sînt 
privite ca intervale particulare). 

(2) Orice funcţie convexă este continuă. 

(3) Presupunem că I este deschis, iar f: I—R este derivabilă. Funcţia f 
este convexă pe I dacă şi numai dacă 


flad+(b—of'(a)<f(d), Ya, ber. 


Cu alte cuvinte, f este convexă dacă și numai dacă dreapta tangentă 
“la G(f) se află mereu sub grafic (fig. 138). . / 
(4) Fie -Z un interval deschis și f: IR o funcţie derivabilă de două ori. 
Funcţia f este convexă pe I dacă şi numai dacă f''(2)>0, vre. 
(5). Pentru o funcţie convexă mulțimea punctelor de minim local coincide : 
cu mulțimea punctelor de minim global și această mulţime este sau vidă, 
sau mulţime cu un singur element, sau interval (propriu-zis) — fig. 139. 


Li 


Fig. 139. 


(6) Dacă f£ I—R este convexă și. derivabilă, atunci soluţiile ecuației 
P(2)=0, zel, sînt puncte de minim. 

(7) Dacă o funcţie convexă f: JR are un punct de maxim global în 
interiorul lui Z, atunci f este o constantă. 


Probleme, 
I. Se consideră funcția rfe aeg definită prin f(2)=cos T: 


1) Fieiæ, B, y unghiurile unui triunghi ascuțit-unghicexprimate în radiani. 


ică (B= saty os ^m B) cosy <2.. 
Să se probeze că, app sp PHSR (9 me) OOA ATOY ze) Y JAAN P Ghiaca) 


j | SL Ta 


2) Să se verifice că 


(Ta— Tı) SİN tı L COS V1 — COS Vg S (Lg — a) Sin do, Vaz, 128 fo, z] i 


$ 


Solutie, 1) Se observă că f'(x)=—sin æ și f” (x)= —cosz <0, Yze|0, ke F 
A 2] 
De aceea f este concavă. ; 


Pe axa Ox şi respectiv pe graficul G(f) considerăm punctele A(z, 0), 
A'(a, cos œ); B(B, 0), B'(B, cos B); Cly, 0), C'(y, cos y); observăm cå suma 
ariilor trapezelor AA'B'B și BB'C'C este strict mai mică decit aria domeniului 
limitat: de axe şi G(f). Deci 


$ 


ej eo 4 deea etil BC apti. 


OLN a 


inegalitate echivalentă cu cea din enunţ. 
2) Orice funcţie convexă și derivabilă f: I—R satisface relaţia f(z.)+ 
+(&z— 21) f(x) <f(a2); Varu Del. În particular f=—cos este convexă şi 
derivabilă, deci satisiace relaţia precedentă. 
II. Se consideră funcţia feo, Zn dată prin f(z)=tgz: 
1) Să se arate că f şi primitiva lui f sînt funcţii convexe. 
2) Să se dovedească dublele inegalităţi 
0-a) — 


cos? a 


1 


> 
cos? b 


<(b—a) tg b, Va, vefo, z). 


<tgb—tga<(b—a) 


(b—a) tga<ln cos a—1n cos b< 


i 1 >. fr K 
Soluție. 1) Se constată că f(0)= —— si f (=== >0, Vre [o =), 
` cos Ka cos T -= 
De aceea f este convexă. 


-Primitiva lui f este funcția o: |o, 2-a definită prin e(2)=C—In cos T. 


Evident e'(2)=f(2) şi e(0)=fi(0) = 2 >0. De aceea e este strict convexă 
cos“ x 


R 
pe fo, =) . 


2) Relaţiile din problemă sînt exprimări echivalente cu faptul că Ê este 
convexă, iar q este strict convexă. 

III. Se dă funcția f: R—R definită prin 

$ a 

Ti fŒ) a MN pet, 
unde p este un parametru real, : 

1) Să se cerceleze variația lui f 

| 


274 


2) Să se arate că 
# „. 
pe” Hqe € < e™lspe 
unde q=1 —p. | 
Soluţie. 1) Mai întîi observăm că lim /(2)=c0. Apoi avem 
| no 


P'(a) =(z 2p e —2pe?? și f'(æ)=0 
implică r=0. Mai mult 
a | 
Là 
az o a T? 
fr(a)=et=([1-t(z-p2p)?eă” 4p} >0. 


De aceea f este convexă şi deci v=0 este un punct de minim global. Rezultă 
următorul tabel de variaţie 


Sc | — © 0 -+ 00 
f(2) | ——=— 0 +++ 
e Se | 
pa) Pee ae 
fa) co N 1—p 7 œ 
2) Din cele precedente avem f(2)>f(0)=1—p, Vz. 
Rezuliă 


em Rrepa —pe?2 >] — p. 


Notăm 1 p=q şi facem substituția T—> Sr Astfel găsim inegalitatea din 
ria Pg 


enunţ. 


99, Fie I, J două intervale deschise şi f: FI. o funcție pentru care 
f(I)=J. Presupunem că f are derivată nenulă de semn constant pe Z. 

1) Să se arate că există inversa o: J—I a lui f şi că pentru orice ze TA 
yeJ, y=f(x), se satisface f'( 2)e'(y)=1. 

2) Să se demonstreze că dacă f admite şi derivată de ordinul dai peł, 

s : te (5) 

atunci pentru orice zel, yeJ, y=f(x) are loc relaţia e (9)=— Fa) 

Ce putem spune despre convexitatea lui e: dacă f este convexă? 

Indicaţii. 1) Se utilizează identitatea 


Li 
ft — fto) Ei 1 < 
2— To plu) Pl) ` \ 
Y= yo 
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2) Se derivează. identitatea f(æ)gp (y)=1. ' 
Presupunem că f" (x) 30 pe I, adică f este convexă. Dacă ['(2) >0, adică f 
este crescătoare, atunci e'(y)20 şi p”(y)<0, adică p este crescătoare și 


P 
concavă; dacă f'(x) <0, adică f este descrescătoare, atunci ș'(y)<0 și p”(y) >0, ! 
adică q este descrescătoare și convexă. 

100. Fie ? mulţimea polinoamelor, reale P cu coeficienţi nenegativi. A 
1) Să se arate că | 
fa)= 22, z>0, neN, 
v” 
„este convexă. 
2) Fie O<xo<l și 0O<a<1; utilizînd rezultatul precedent să se găsească 
M(To; oing {P'0)| PEF, P(1)=1, P(T) <a}. ; 
E: : m m 
Soluție. 1) Presupunem P(2)= Sar”, a, >0. Evident f(£)= Soart" 
k=0 _' k=0 ' 
m z ` 
şi MC) o (&—n)(k—n—1) apr 22. Deoarece (k—n)(k—n—1) a,>0, VE, n, , 
k= 


=0 
rezultă că f (x) >0, vz>0. / 
2) Alegem pe n aşa ca 1n>a >anrl. Deoarece f este convexă avem 


ja : 
Me O ae, 
x a 1— ze 1— To anal 
Astfel E 
; S aha 
P'O=AO Ont a 
a RI 
şi deci 


3 T” g 
j mhs One a onpa 
: To= To 


Această margine interioară este un minim deoarece ea este atinsă pentru 
polinomul S 
n N 
To Ta x— To 
n+l : s 
Oa e, 
; (2) zomo zemaan 


\ 


/ 
01. Funcții periodice A 
he E o ici a din R şi f: E—R o functie, Dacă există un număr 7>0 
astfel încît z+TeE,, f(z+T)=f(2),. VesE, atunci funcția f se numeşte 
periodică, De exemplu, funcția lui Dirichlet f: R—R definită prin 


fa) = | 


1, a=raţional 
0, e=iraţional t 
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este periodică. Într-adevăr pentru orice număr rațional r avem /(z+r)=f(2), 
vze R. Observăm însă că pentru funcţia lui Dirichlet nu există min fr>0jre 
€Q, fir+n)=f(2), Vre E}. 

j Sud rezerva că există, cel mai mic număr T >0 cu proprietățile z- Te E, 
(x )=fin), vzreE se numeşte perioada lui f.' În general, o funcţie periodică 
f: R=R, neconstantă, continuă în cel puţin un punct, are perioadă. 

Exemple. 1) Funcţia r—sin z este periodică și are perioada 2r. 

2) Funcţia f: RR dată prin f(2)=a2 nu este periodică. 

3) Dacă f:(a, b]—>R este o funcţie arbitrară, atunci există, o funcţie 
periodică f: R>R de perioadă Te(0, b—a] astfel încît fală »)= |. Într-adevăr, 
cu y=z+n(b—a), ze(a, b], neN, yeR, funcţia f: R=R definită prin f (9)= 
=—fi(2) este periodică şi are perioada min {TRU +T) =f} (0, b—a]. Funcția f 
se numeşte prelungirea prin periodicitate a lui f. : 

4) Fie f, g două funcții periodice. Dacă:f are perioada T; ṣi g perioada Pa 
astfel încît D= eg, = — ireductibilă, atunci f+g, fg pot fi periodice cu 


3 
perioada nTi=mTa. 
5) Dacă o funcţie periodică este derivabilă, atunci derivata sa este o 
funcţie periodică. 


102. 1) Să se găsească perioada funcţiei f: R—R definită prin fz)= 
| =cos (az+b), a#0. 
i Soluţie. Deoarece funcţia cosinus este periodică și de perioadă 27 avem 


E cos (ar-+b+2r)=cos (ar4+b) şi deci. cos la (e+ a] +b] —=cos (az+2), WT, 

A 4 a ELN 

E adică T=. i 
a 

Fie T= E „Dacă a>0, atunci cos [a(z4+7)-++b]=cos (ax+b-+27r)= 

ie 7 

—cos (azb). Dacă a<0, atunci cos [a(@+ T)+b]=cos la (-7)+?] si 

. a 


= cos (az b—27) =cos (axb). De aceea T= 2 este perioada lui f. 


a 

2) Să se arate că funcția f : R— R definită prin f(x) =r—E(2) este periodică 
şi să se găsească perioada. : 

Solnție. Prin definiție E(z)=n pentru n<e<n+}1. De aceea n+l < 
<szr+l<n+2 şi deci E(xp1)=n}l=E(x)+1. Rezultă f(r+l)=rkhl— . 
—E(z+1)=z+1—E(0)—1=f(2), adică f este perioadică. Pe de altă parte, 
pentru orice număr e mai mic decit 1 găsim f(0-+s)=0+s—E(0-+s)= 
=e—0=e. Deci f(0+e)4 [(0) şi e nu este. o perioadă pentru f. Rămine că 
1 este perioada funcţiei fi y 

3) Să se găsească toate funcţiile f continue pe (0, 00) pentru care dife- 
rența f(zı1y)—f(zay) este independentă de y, ; 

(David Shelupsky, Amer, Math, Monthly, 82, nr. 5, 1975) 
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Soluţie. Varianta I. Presupunem că xi și za sînt fixe şi distincte, iar f 
cú valori reale. Se impune f(xıy)—f(xay)=c (const.), Vye(0, œ). Echivalent, 


f(az)=f(z)-+e, unde a= 2 +1 este o constantă. 
Ta 


Funcţia g definită prin ga) =f") - E, b=ln a, satisface g(z+0b)=g(2), 
vze (0,00). Astfel f&)=g(ln 2) n T. 


Invers, se constată că orice funcţie definită prin f(2)=g(In z)-ha In z, 


&=const., g=continuă şi periodică cu perioada b=ln®, are proprietatea 

T, 

dorită. F 
Varianta II. Fie xı şi z3 variabile, iar f cu valori reale. Deoarece f(29)—f(9) 

este independentă de y avem f(z9)—f(9)=f(2)—f(1). Funcţia g(x)=f(e7)—f(1) 

satisface ecuaţia lui Cauchy g(24+-y)=9(2)-4+g(y). Deoarece g este continuă 

avem g(x)=az. Deci f(2)=a ln r+, «, B=constante arbitrare. 


103. Fie f o funcție reală și continuă aşa ca Vr, ye R, f(z+y9)=0(f(2), y). 
Să se arate că f este strict monotonă dacă şi numai dacă nu se reduce da o 
constantă. Aa 


Soluţie. Echivalent, va trebui să arătăm că f nu este strict monotonă 
dacă şi numai dacă se reduce la o constantă. ; 

Dacă f(z)=c, vze R, atunci evident că nu este strict monotonă. 

Presupunem acum că f nu este strict monotonă, adică există, a, bER, 
a—b=h>0, aşa ca f(a)=f(5). În baza ipotezei avem f(a+)=0(f(a), = 
=0(f(0), =f(b+t), Vt, adică f este periodică cu perioada h. Pe de altă 
parte, din faptul că f este continuă și din f(a)=f(b) rezultă că există ce(a, b) 
așa ca f(c) să fie un extrem al lui f pe [a, b]. Alegem pe e astfel încît 
[e—e, cte]Ula, b]. Deoarece diferența f(x)—f(@+:) are semne opuse în 
z=—c şi =c e, rezultă că există un punct av[c, c— e] în care ea se anulează, 
adică f(a0)=—f(ao+ £). Aceasta înseamnă că funcția periodică f trebuie să aibă 


„perioada enh, neZ. Acest lucru nu este posibil decît dacă f(7)=c, VT. 
f X Sr 


"104. Soluție supraabundentă în justificări colaterale 

Se consideră polinomul P(z)=xr°}axr?+ brte. Considerind un interval 
oarecare [7 z2] dat, să se determine Zoe (Tı, Za) care satisface formula lui 
Lagrange pentru polinomul P(x). Să se demonstreze că ecuaţia care dă pe To ` 
are rădăcinile reale. (Problemă de concurs.) 


Solnţie, Scriind relația lui Lagrange pe intervalul dat, avem 


„Piza)— Pe), =P'(29) 


Ta— 
adică A r 
metala ntaa) ga | Dad 
CT Pi i 
sau ; A 
(1) 30 2azo — [2-a tih atak t)]=0. 


| 


Pentru ca rădăcinile să fie reale trebuie ca A=4?+43(22 t12: +22) 
+-3a(tat-2) >0. Ordonînd expresia lui A după puterile lui x; obţinem trinomul 
A=320-+-3(22-h 03224 3aapa? al cărui discrminant este A=—3(322+ 
+a)" <0. Rezultă că A păstrează semnul plus pentru orice z; şi tų De aceea 
ecuaţia (1) are rădăcini reale, 

Comentariu. Un xp este real din tedrema lui Lagrange. Cum (1) este o 
ecuaţie de gradul doi, rezultă că şi soluția a doua este reală, 


105. Problemă şi soluţie cu greşeli 


Se dau. 


x cos a—sin o co —si 
= fu (2)= ; M, = 05 0 SIN « 
x Sin a4+-cos a SIN & cos o 


Pe mulțimea F a funcțiilor f se consideră operația obişnuită de compunere 
a funcțiilor, iar pe mulțimea / a matricelor Ma se consideră operaţia de 
înmulţire. Mulţimile Z şi M se pun în corespondenţă prin fa > Ma- 

1) Fie Ma matricea atașată lui fa și Mg matricea atașată lui fg. Să se 
arate că matricea atașată lui fa o fp este Ma Mg. În plus 


fa o fp =fa+p Ma MB =Ma+p 


2) Să se verifice că în mulţimea Z înzestrată cu operaţia de compunere 
elementul neutru este fo, iar simetricul unui element fa este f_a. De asemenea, 
în mulţimea / înzestrată cu operaţia de înmulțire, elementul neutru este Me, 
iar simetricul unui element Ma este M-a 

3) Să se arate că operaţia de compunere determină pe Z o structură 

| de grup comutativ; să se arate că operaţia de înmulţire determină pe 4 o 
» structură de grup comutativ. (Problemă de concurs.) 


Soluţie. 1) Funcţiile fa sînt definite pentru ze R—(—ctga). Avem : 
(fa o fo (2) = fe (fo (2) = PO SSL — (se înlocuieşte fp (2) cu 
ji fg (x) sin a + cos œ 
x cos(x +B)— sin(x +8) Deci fa fe 
a sin(a+f)4+cos(+B) i f * ofe —la+p 
Apoi observăm că 


cosa —sinw] [cos —sin p] 2  [cos(e-+-f) cules] Maat 
[să a, cos 3] [es cos I ; [ete cos(a-1-8) 
2) Deoarece fo(z)=z, avem foo fa =fa ° fo=fas adică fo este elementul 
neutru al compunerii, 
Relaţiile fao fe =fpo fa =/o sînt echivalente cu a+8=0. De aceea sime- 
tricul lui: fa este fo ` ; , 
Se observă că Mo= : i şi MoMa =Ma MoMa, adică Mao este element 


neutru, Deoarece Ma Mp'== Mota- B0, elementul simetric al lui Ma este 
Mas 


expresia sa), 
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3) (a) fao fp =fa+pe F, MaMp = Mape M 
(b)fa o (fe o fy )=fa 9 o [By = fa (B+) = fatb] y (fa ofp)o Ti = fa+po fi 4 


= fta+p) += fa+ Burr 


din care rezultă asociativitatea. Analog pentru matrice. 
(c) Există element. neutru: fo respectiv My. 
(d) Simetricul lui fa este f_a; simetricul lui Ma este M-a 4 
(e) fao fp =fa+p=fp++a=f8 0 fa» p 
Ma Mp =Ma+p=Mg+a=Mg Ma. 
Acestea arată că afirmațiile din problemă sînt adevărate. 
Comentariu (E. Georgescu — Buzău, G.M.A., nr. 5, 1972) 


(I) Domeniul maxim de definiție Da al funcției fa este R—{—ctg a}, 
dacă a #kr, keZ, şi R dacă «=kr, keZ (R este mulțimea numerelor reale). 

(II) Compunerea fa o fe are sens cind fp (Dp)CDa- Se constată însă că 
fe (D8)= D-p. De aceea:compunerea fa o fp este definită, numai dacă D-gC Da- 

Pe de altă parte această incluziune nu. este adevărată decît dacă «= ka, „ 
keZ sau p=—atkr, keZ. ` p 
Deoarece fie fo Şi fa+ix—|a rezultă că nu sînt definite decît compuneri, 

de forma foofgSi fao:f-a- Deci, pe F compunerea nu'este peste: tot definită, 


fapt care face ca afirmaţiile referitoare la Z făcute la punctul 2) şi 3) să-și 
piardă sensul. 


(III) În general, egalitatea fa o fg =fa+p nu are sens. k 
(IV) Corespondenţa fa >Ma nu este complet precizată deoarece fa = 
fara KEZ, pe cînd, pentru k impar matricea Ma nu este egală cu 


. (—1)řcosa. —(—1)řsin a 
Magir = = s 
(=1)žsin a (—1)?cos a 
+ (V) Afirmația că fọ este element neutru este falsă deoarece compunerea 
fao fo nu este definită dacă «#kr, keZ. 


Afirmația că simetricul' lui fa este f-a nu are sens 'din moment ce nu 
există element neutru. 


În concluzie, compunerea funcţiilor nu determină pe Z o structură de 
grup. í 


106. Problemă şi soluție incorectă i P 
Să se calculeze ; 


» 


í In |a+o—1| 
isi ese L] moata 
wi [Ea 5z+4) 
fără a se folosi regula l'Hospital, (Problemă de concurs.) 


Soluţie, Deoarece | 22-+32—3| 1-35 —3 pentru v dintr-o vecinătate 
a lui 1, avem 


2 ai In(x*-+ 31—83) AAA In(y-+1) EPA d 
4 sol 211+4+89—4 y0 y 
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N pe 


Apoi observăm că 
+ sin (a2—Bx--4 
Ine e Ceha) sl 
mi %’— r44 

De aceea 


n |a*4+3z—3 | _ s’ - 92 —4 


N í . +4 5 
lim =A lim = =lim == 
a Bin(2—5x4+4) pol t?— 5r 4-4 am rő 4 
Analog pentru x dintr-o vecinătate a lui 1 avem 
| 22-+x—1)| =a?+z—1 și deci 
SAS ; 
him o enee 
i wi x’ +r—2 
Aceasta conduce la s ; 
CDEL 23 4r— È 2}r— à 
lim talje =lim ke2 ie ehre =—3 
wl  12—3x+2 wml 12—32+2 al 1—2 
a ee e ae ara 5y-3 64 
Astfel limita căutată este: [(——] = ——~ 
4 125 


Comentariu. Pentru rezolvarea unei asemenea probleme (pusă corect!) 
sînt necesare, mai întîi, determinarea submulțimii intervalului [l—e, l+e] 
pe care există f(x) și. apoi stabilirea faptului că 1 este un punct de acumulare 
pentru această submulțime. 


Tabelele ; ; 
T l—se 1 1+e : £ ; l—e 1 1e 
T (z? 43r—3] 1—ò 1 1+8 ; 12-44 za Qi 
In| z24+3x—3] — 0 4 sin(22—5z 44) p 0.— 
E Sc e ON D e e te rn njat s] 
. arată că funcția u: [1 e, 1) U(, 1+e]>R detnita prin HOE anai 
are valori negative. Mai mult, găsim lim u(x =, 
Analog tabelele S 
£ [ase 1 le Ata E 1 l+s 
apa ia 1 apa Agata li Sb a 
In| 22-kz—1| | — 0 p} 
j W ; în |a-ta=i] 
arată că funcţia v: [1—e, D)U(, 1-bel-R definită prin u) = gaa 


are tot valori negative, În plus, deducem că lim v(x) = —3. 
4 P t; 4 a 
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Baza u fiind strict negativă, v fiind strict negativ, existenţa lui u” impune 
9=—n, NSN. Dar mulțimea E e] re[l—e, DU, 1-+e], v(x) 

? i . m ty Y ; i 
ne N) este cel mult discretă (sau vidă sau formată din puncte izolate). Ast- 
fel, 1 nu poate îi punct de acumulare pentru E și deci problema limitei în 
l pentru u* nu are sens. De altfel în manuale (vezi [1], [2]) se arată numai 

limag(w) 3 

ă ană i a0ă Anat i f N= i i d 
că „dacă f>0 şi dacă puterea [lim f(2)]""* are sens, atunci funcția f’ are 


Lin ai 


n, 


. 9 lim g(a) 
limită în q şi lim f(x) = [lim (æ) “i; 
CEN 


wa 


107. Primitive „elementare” 


I. Fie funcţia f:(a, b)>R, (a, bD)CR. Funcţia F este primitiva lui f 
pe (a, b), dacă oricare ar fi ze(a, b), se satisface F‘ (£)=f,(£), Fu(2)= falz); 
indicii s, d indică valorile la stînga, respectiv la dreapta. , 

Dacă f este continuă în seta, b), atunci F'(x)=f(x). 

II. O funcție f: (a, b)—R-este elementară, dacă este obţinută prin com- 
puneri de funcții elementare sau ca rezultat al operaţiilor aditivă și multipli- 
cativă cu funcţii elementare. 

Clase de funcţii elementare se consideră următoarele funcţii, definite 
pe mulțimea maxim posibilă: funcţii întregi —, polinoame, exponențiale, 
funcții raţionale și iraționale, funcţii logaritmice, funcţii circulare (trigono- 
metrice) directe şi inverse, funcţii hiperbolice. 

Rezultă deci că derivata unei funcţii elementare este tot .o funcţie ele- 
mentară. În cazul existentei primitivelor nu se mai satisface o proprietate 


analogă; spre exemplu, se ştie [1], [2] că următoarele primitive nu sînt funcţii 
elementare: 


fe- dz, (sin x? dr, (cos x? dz, T dz, fa azi = etc. 
z 


lng 


Este naturat să se pună întrebarea dacă există un:algoritm prin care să se 
stabilească dacă primitiva unei funcții elementare date este tot o funcție 
elementară sau nu. Răspunsul la această întrebare este negativ şi funda menta- 
rea poate fi găsită în: D. Richardson, Some undecidable problems involving 
elementary fuñctions of a real variable, J. Simbolic Logic, 33(1968), 514—520. 

III. Ca procedee de calcul în determinarea primitivelor se rețin procedeul 
integrării. prin părţi şi schimbarea variabilei de integrare (metoda substi- 
tuției). 


că E d À ERRE xde ; 
1%, Să se trei primiti Trai - 
Soluție. Se face schimbarea variabilei tt; ada= A dt şi F(a(0) = 
a1 ui A 
A id mul T j ba E, Alma == du şi în noua 
Groza Lund Vii =u—l, rezultă t r i Ş 


du i 
variabilă, primitivei îi corespunde. e(u) = (7 sln u, 
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n. 


Revenind, se obțin primilivele x Ina Vi -bz5)-be. Observăm că în 
acest caz primitiva poate fi definită pe întreag R. 


Hé : G 1— x? 
2°. Aceeaşi problemă pentru (n da, 
14a’ 
Soluție. Observăm că în acest caz domeniul maxim de existență a primi- 
tivei este intervalul (—1, +1). Integrind prin părți, rezultă 


+ 
: è 1—0? ada 
F(&)=% ln TETU A Se descompune în fracții simplet 
(a mi i — 
aa SA L B. (04D, 
iat Ti-a OTF Tp’ 


atribuind domeniului de definiție succesiv, prin protungire continuă, puncte 
x=, r=—l, se determină 


Ta Os VAL 
E EE E 4 
ici TOATA ai 
o ASAF) lesa A 


Pentru z=0, din, identitate rezultă 0 = =A tB+D Şi D=—7i amplifi- 


z cina ganita cuq şi trecînd la'limită Beni z— ©, se obține0=— A+B+C 
; Ec- 0. În final 


e ae call L) 1 
1—2 o 4li-z Ara) 212?) 
şi o primitivă este 


TAN 


TEN -aa 
$ 


1—z 


F(a)=o n = — 2 arctg z. 


7 


3%. Să se verifice că funcţiile i 
v2 cos x 


z—F(2)= A arcos” 
VZ Vircosăz 
tgr 
r—G(2)= a arta = = 
Sa Va 


1 T 
n . 1. Le pes x E 0, 2) Pi 
sînt primitive ale funcţiei x—> f(x) TARTS ( a 


Pot fi folosite ambele funcţii F și G pentru a calcula integrala fro dz cu 
i a 


d 


T 
ajutorul formulei Leibniz—Newton?(a, ba (0, 2)) 


Soluţie, Se observă că funcţiile 


F: (o. a) =R, G i TR sînt derivabile. De asemenea £ 
va y: 2 cos? x Vi Fcos? g | 
7 dcost a f 
Siih —2 cos x sin x 
. ai —sin VIF cos? z— cos SV cae i A 
T CE E E ARIEI E ST OE E A ESETA AK LEE. NA aed [8 
Tecos a 1+cos? x 1+cos? z | z 
14+cosi w ; 7 
4 1 1 dai 1 1 1 m 
G(0) = ID = =» Vze[0, —]: 
(2) y2 R tgs Va costa  2+tg?xcos?s  1-+cos?a (o =) 
a é 
Deci F'(x@)=&(£)=f@), Yze|0, = , iar f este continuă. De aceea F și G 
sînt primitive ale lui f (diferă cel mult printr-o constantă) şi pot fi ambele, 
- folosite pentru caltulul integralei din problemă. i: 
f 


Din F(2)=G(2)4+C, Yre (o = „pentru r= $ găsim C =0, deoarece 


arccos y> -acte aa Rezultă F=G. 
3 2 


AEN zpi 
108. Fie EOT CEC 
1) Să se arate că formula de medie după Lagrange aplicată funcţiei F 
pe [0, 1] este satisfăcută pentru un singur punct intermediar tE (0, 1). 
. A s 
2) Să se determine f(z)= je de şi să'se calculeze lim f(2). 


r> 
1 A 


'Soluţie. 1) Din formula lui Lagrange F(1)—F(0)=F'(0(1 —0), rezultă 
1=F'(0. Deoarece ultima ecuaţie devine (1—20-4-42—1=0, pentru P(A)= 
—H—28542—1 se aplică şirul lui Rolle: (P'(0)=0 are rădăcina reală î=0, 
pe care o eliminăm) 


t =0 0 Ia o 
P(t) + debit 


Rezultă că există he(0, 1), unic, care satisface Fl. 
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sp1 i 2-7 


-n „rezultă că 
g(s ALEE g  s—spi 
3 


2) Gu descompunerea în fracții simple, 


ași je dr = Inz— ln (z? — 1+1) | ate f= = 


1 1 


y 


e) =n 2 


23 —1 T 


3 (arctg TE) =F) iar Lui aos Tei 


=ln 


> 


109. Pentru şirul 
lepep... pori i 
1—x24+22— NAN E (1) gant 4 
1) Să se determine funcţia 
$ 


n> u(t) = z>0; zz1, peN, dat, se cere: 


z—fp(2)=lim u,(2); 
n2—00 
t 
2) Să se arate că dacă g(f) = (AG)dz, te(2, œ), atunci lim f = =0, oricare 
a. A zi Z 
ar fi c>0; 
E 3) Să se integreze ecuația diferențială 
z(1 —x?)y + py (1 —x?)—2ry=0; fp(2) (de la punctul 1)) este o soluţie particu- 
lară a acestei ecuații? 


Soluţie, 1) un(a) = (ZU 
14 (aie (12) 


(2) Sed pentru z>1, 22% — co şi rezultă u„(2)— CUa S-a obținut 
$ 1—z 3 i m-a), 


5 calu 0<z<l, 222—0. şi deci 


trr, ze, 1) 
2 1—z 7 
BARR 
EDRI ze(1, %0) 
aP(1—z). 
; ; i t 
à 1 Eia 1+r 
2) Pentru Pg pe cOV lin Oa orar şi s0=— | SER dz; folo- 
sind teorema lui l'Hospital ESANI 
lim Olim a0 a E i EAO a 
tao E No eTA pace ct(t—1) too et? 
3) Ecuația este cu variabile separabile 
i+a)a 3 
(H= LA EL Spln C, sau ln y==ln — ALED, 3 y(a)= l RENN devine 
y 1 (aa 


f„(7); dacă C=( 21)” rezultă restricțiile farn è (l, aR, fas : [0 NeR 
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110. Fie intervalul I=(0, a), unde ae(0, 1). Să se găsească toate funcţiile ; 
continue f: I= R care satisfac respectiv ; f 
1) fAzy)=2f(9)-+yf(z) E 
2) fag) =zfiz)+-yf(y) ' 


(Dhe Amer. Math. Monthly, 1972) 


Soluţie. 1) Fie g(x)=f(x)/z. Rezultă ġ(xy)=g(x)+-g(y) şi este cunoscut 


că ac 


easta implică g(x)=C log x. Astfel f(z)= C z log z. P 


2) Să arătăm că f(13)=0, VxreI. Pentru aceasta ne servim de faptul că, 
produsul a două elemente din I aparţine lui I. 
Înlocuirile y=z, z2, x° ne dau 


Pe de altă parte zi=—a2x2 și deci 


[(22)=2zf(2), 
fæ) =rf(e) Hr f) = tera) 
fir) =f) rafie) = (zbat 4 229)f(0)... 


fat) =22° f(a) =r (E). | A 


Din aceasta rezultă că f(2)—0, exceptînd eventual cazurile cînd se verifică 
ecuaţia 2x$8-prt-r=4r3. Cu alte cuvinte [(2) 0, excepţie făcînd -cel mult 
un număr finit de puncte x din I. Observăm însă că ipoteza RO #0 implică 


f(2)z0 şi astfel ar exista O infinitate de puncte în care f(2):40; rămîne că 


f(z)= 


pe. cu > atunci 2f )+r0 =- 


Ep) 


a 


=0, Vzel. 


111. Se consideră 21| z= 
5: z+i 

1) Să se determine f(x). 

2) Să se calculeze f(*)(2). 


X A : 1 
3) Să se cerceteze convergenţa șirului a, = 


CEM i 
4) Să se determine primitiva funcţiei A : 

z=g(0)=Via). 
A atunci 2+ -7) = 


2t 
Li apr Amplificînd prima ecuaţie cu 


a+t i A 
i dacă înlocuim , 
~t i 


Soluție. 1) Dacă id 
z+1 


; 1 4t- 
și adupind la a doua, rezultă f(d)=— Stia 
/ 


2) fiz)=3(—1) ^ ["(2)=B8(—D21 (2—197% prin. induvție completă 


rezultă, 


(ia) = 2n, deoarece f este indefinit derivabilă. 
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Error pe 


( 1) 


3n! NE 
— Pat 


e 3ni(—1)* 
t) — Da ei i 
3) Pet) angar gnt 


Ün 2 TRAT, Y f 
Deoarece —+HL = <l, n>l, rezultă că (dn)namw este descrescător, iar 
Ay ni 
din 4,50, rezultă că este mărginit inferior; înseamnă că este convergent, 


2 Ş 
a—a. (Se poate arăta că a=0, trecînd la limită în relaţia a/n = am) 
n 


4) Se determină primitiva 


AVE dz pentru ze |— Sri ) : 
y3 1—zr 4 


Sc i £ A > a z3—5 š 
Făcînd schimbarea de variabilă z=} fasian rezultă z= » dar 
l—z 


[18 dz i : 9,:5.:z 9 
— 1 ——— se integrează Prin părţi şi rezultă f TILL = — RF — =: 
V3 iri g parioa gl) V3 2244 2V3 
arctg 4 +C, unde z= ari 

2 Va 1—z 


112. Fie ecuaţia f(a—x)=f'(2), aR, unde f este o funcţie derivabilă 
de două oripe R.. EIR 
1) Să se determine soluţia particulară care satisface f(0)=0, f'(0)=1; 


să se calculeze: ș 


2) s= 5 (2) re = 
3) P (=); 
k=1 n 


imao e ; 
=) 2-00 "/P E ` į 
Soluție. 1) Derivînd în raport cu z, —f'(a—x)=f"(2); folosind şi ecuația 
rezultă —f'(ax)=-—f(a—a-ka). Din cele două egalităţi rezultă ecuaţia 
iferenţială:/f''-+f=0 cu soluţia generală f(2)=A cosz4+B sinq; cu condi- 
țiile iniţiale din enunţ rezultă soluţia particulară f(7)=sin x. 


k7 kr 1 1 2k 2 
o I(E) 1 [eo our ami, 
2 n 
yau EE n=l A nl 2kr AA 
ASE A. cpt AD co akm TEL Se calculează Si = >D cos —.» utilizind, 
2 2 120 n 2 k=0 R 


eta Aa | ze und 2; cip 2 
spre exemplu, S2 = 2 sin =: SitiSa= Xoz" unde z= cos = tisy 
k=O fai 


Li n n 
n=l 3 a nel, asl 
A p—1 Ta zi 3 nr ` sis 
Rezultă: că SykiSa= 2 =le a a RA : — r =l. Deci Sı=0 
Z= y OA Ra 
A 3 2 sin 


n] 
3) Considerăm descompunerea în factori z”—1=(z—1) I (z—2;), z= 
k=l 


h= 


2kn TE akm d i SA, É ¿n1 7 E 
„= COS +i sin —— şi folosim limita lim * n = lim d e 
n n sol ż—1 i z—1 
i n=l n=l nl 
e as NE RSRK F kr waa tia RE și 
æ [I |i—z|= II 2sin —|sin = —i cos —|m 2” JI sin =; deci 
kal k=l n n n kaei n 
Poa 
gami / 
Stei Ji a Mă Pe da n/= 1 
4) limVPm— lim Vân m— lim Van == 
n= 2 n= 2. n= 2 


[4 


113. Se dă polinomul 


= al 


Se arc x | 
Yalt) F DIS Sa tb ze R, neN. 


1) Să se arate că y„(2) nu are rădăcini multiple. 
2) Considerînd că dacă lim y„(7)=y(2), atunci şi lim Yu(0)=—y'(2), pentru 
n0 e] 


ze R, se cere să se determine y(x). 


Soluţie. 1) Se verifică relaţia pana) =E, zeR, neŅN. Condiţia 
n 
ca J„(2) să aibă rădăcini multiple este ca Y„(2) şi y'„(2) să aibă rădăcini comune. 
Din relaţia verificată rezultă că singura rădăcină comună posibilă este z=0; 
dar y„(0) £0. 

2) Trecînd la limită după n>% în relaţia verificată pentru zeR, re- 
zultă y(z)—y'(2)==0; se separă variabilele, ¥ — dz şi integrînd se obţine 
soluția y(z)=Ce?. Deoarece y„(0)=1, VneN, rezultă că lim Ya(0)=7(0)=1; 

a naw, 


Cu această condiție se obţine y(x)=e7. 


139. Se consideră ecuația diferențială zy'+(r—p)y=0, peN, dat. 
1) Să se determine soluţia y=f(x) care satisface condiţia iniţială y(1) = 1, 
- e 


7 


pentru ze[0, 00), 
2) Să se reprezinte grafic funcţia r—y=/(2). 
3) Să se calculeze aria mărginită de graficul funcţiei z=y=f(0) şi de 
axa 0r, 220. ! 
SoJnție 1) Se separă variabilele LAE 2i) ds şi se integrează; 


4 


Io y=ln zP—z Ci sau y =Cgre7*, Cu condiția inițială, rezultă C==l şi deci 


f(z) ape. 
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2) Deoarece lim f(x)=0, graficul are asimptota orizontală y=0. f'(2)= 
z=0%0 

=2P"le-*(p—x) şi pentru p>1,f'(0)=0; f(0)=0. Funcţia f are un punct de 

maxim în x=p; f(p)=p e”?. Tabelul de variație și graficul (fig. 140): 


x | 0 p 00 yh 
fŒ) | + -0 - 
See eee te EE ERAI Aa p 
Ra 10 AN O Fig. 140. 


3) Fie arbitrar, (>0; se calculează 


t t 
AO = (Nadr = i? etp (ae tdr= et ppl pI h i 
© o 3 


+... pit+p+pl şi apoi A =lim A (f) =pl. 
V too 


114. Se consideră ecuația diferențială 
(1 —22)y”—2zy'=0. 


1) Să se determine soluţia generală (integrala generală), folosind substi- 
tuţia g'=u. i > 

e 2) Să se arate că z—argth z este soluție a ecuației și să se afle pentru ce 
valori ale constantelor arbitrare, rezultă din soluția generală. (Examen Cam- 
bridge, text modificat.) ` j 5 


E E : e d 
Soluţie. 1) Cu substituţia specificată, ecuaţia devine (1 —z2) q —22u= 
=0, care este o ecuaţie diferenţială cu variabile separabile: 


d dz. C. ZA a ARE zi 2 C 
o ea şi u= ——: Integrînd încă o dată ecuația y'= 1 
KoU 1—z? 1— zr? ; 1— 


$ C. 1 i 
=c.$ az + Co, sau gae an EEEO è 
1—a3 2 1—z a 
2) Deoarece thz= E iar ecuația y= = —— determină explicita- 
e z 


e741 
ai 1 S ì 14+z 
rea lui z sub' forma z= — In a rezultă z—arg th pom la aaa 


rezultă y= 


1—z 
Ultima funcție admite pe (—1, 1) derivate de orice ordin; derivind şi înlo- 


cuind în ecuaţia dată se constată verificare și deci arg th z este soluție. 
Soluţia y =arg th x se obţine pentru Gl, Ca=0. 


115, Sume Riemann-Darbouz 

I Pentru [a, b]JCR, submulțimea da= (20=4, Tirs ssa Vaala a=b} este 
o diviziune; dye2, unde 2 este mulţimea diviziunilor inte valului [@, b} 
(mulțimea submulțimilor cel mult numărabile din [a, b], care conțin şi punc- 
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tele a, b). Norma unel diviziuni d, eate s(d)oeman (tig t) Be consideră 


tal), nl 
f 
p€ (Ze til, le 0, nau, » (BO) (tea @) eslo suma Hemann atusal 
= (} 
funcļiei f pe [a, b] pentru diviziunea d, si punctele intermediare (Ehret h 
Dacă f:[a, bR osto mărginită si so aloge E; tncit f(E) =Inf (2), xe [£ 
talb iE0, n—1, atunci oasa, $i Be numeşte suma Inferioară Darboux 


functiei f, corespunzătoare diviziunii d, a intervalului [a, b]. Analog, Sa, 
a-d 
SO Mita 20), unde Mimsup [(@), axele, ti] este suma supertoară 
rei w 

Darboux, 


1°. Se dă z—/(2) sin x, xe |o | 
DESAN 


1) Să se calculeze sumele Darboux pentru o diviziune uniformă d, a lui 


fo. al neN, dat, 
2 


2) Să se arate prin calcul că San—8an=+0 pentru un șir de diviziuni 
uniforme (da)nax CZ, avind girul normelor y(d,)=0. 

Solutio. 1) Deoarece funcţia este strict crescă 

toare pe fo. 2], rezultă inf [(z)=/f(zd, TE [£i T14 
@ 

r Fi 
sup f(x) = ftin), za [xtp zeul y(da) irai A Sa 
ø é 


n it 4 n=l (inp: 
E E Spin O Dale CEO (big, 141). 
aí n 


2n fao 2n 2n 


y y t T Tr e 
2) Se observă că Sps —sin—s; deci: Sa 
i p 2n 2 


xi Xi+1 


T $ 
=s; = SR —0 pentru n=% (deoarece (da)say sint 
2n 


Fig. 141. 
diviziuni uniforme, (y(d)=0)<4(n — 00)). 


II. Funcția f: [a, bL]=>R este integrabilă Riemann pe [a, b], dacă ( HER) 
(W(da)nex€ 2) À (Yli) =0) A (Y EE [en Tiya ie0, 0, n=l)so(oa,—]); 


I= pre este integrala Riemann a funcţiei f pe [a, b]. Se satisface sa, < 


<1< Sa, , Yd, E2. 
IL Dacă f: [a, D)>R f — continuă pe [a, b], atunci există Ela, è] 


men (fajar -0-0 (Formulă de medie pentru cazul cînd f— con- 


a 


tinuă.) i 


ae dt 
2°. Fie T—g(7)= f Tyo 


0 a n 
1) Să se calculeze g’, pornind de la definiția derivatei. 
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2) Să se aproximeze prin lipsă și prin adaos g()=arctg x în z=4. 
3) Să se stabilească o formulă de aproximare pentru 7, astfel ca eroarea 
absolută să fie mai mică decît 103. 
Soluţie. 1) Fie t€ R, tọ #0, arbitrar. 
æ 


f di i 
1+2 (2—20) —Z P 
(2)— 4 ; 146? 1 1 
g'(x) = lim IDC =lim* = lim =lim — = -3 
2 T—Te wry T— To toze  T—To tsa 155 14r 
(čE[T, To] sau EE[To, z]) ; 
1 


Cum t€[a, b], arbitrar, rezultă c 1) = — 
oi | i ă g'(2)= LEE 


2) g(4)= a oricare ar fi d,€2 ([0, 4]) se satisface Sa, <g(4) s 
. În particular, pentru d={0, 1, 2, 3, 4) rezultă că 
ES pi e: EA EE ) == = == dică wW EA H 
e o aa 85 T as 
o 
3) Fie o diviziune uniformă d,=2 ([0, 1]); observăm că 


x < AF 


di z ; TiS 
= Și Saa < — Sa. Deoarece t—>f(}=—— este descrescătoare pe 
= Și Sa Sa o TOSTA P 


=arctg 1 = 


\ 


; o 
"10, 1], rezultă 


Sa o (Sron) 


sa, = o - E notz) 


şi din relația pentru eroarea absolută i 


E Sa, Sa, -sa = = 2102 se obține rangul minim corespunzător Tès 
n 
al diviziunii dą: \ 
T—4sa, < = <10%3 implică. n >n =2000. 
n 

Ca formulă de aproximare se PORS lua 

r 4 n=l 

— , n>œ2000. 
TAI = AÈ T + — F 
Observaţie. Ultima -relație evidențiază viteza slabă a şirului sumelor înte 


grale către integrală. 
3°, Fie z—/f(2)=In (1-++1). Se cere: 
1 


i p 1) Să se calculeze (ad, 
0 4 
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2) Să se determine limita șirului 


În pr 
N ap = — Vin+1)(n4+2) sas (N+N), 
n 
utilizînd rezultatul de la 1). 
3) Să se cerceteze comportarea funcţiei e” într-o vecinătate a lui z 


0, 
unde F este o primitivă a funcției f. 


2 
Soluţie. 1) f In(i +a)dr=((x41)ln(1 4-2) — 2) | =2 |n 2—1, 
0 


2) Se determină b,=ln RENE ny / ( + a [i -f =) : (i -} =) =x 
n n n n 
n A 
al SD ln (te): ba este o sumă integrală pentru o diviziune uni- 
R Si n f 


1 


formă d,e2([0, 1]) a funcțieix—>f(x)=ln(1 +7). Deci lim b, =Í In(1 +z)dr= 
n> 


0 
IS 4 
=2 In 2—1 şi lima,= —: 
n= e 


3) Deoarece F(2)=(x+1)in(1+x)—z, se obține g(x) =(£1+1)®tte-7. Do- 
meniul de definiție este ze(—1, œ), iar g(0)=1. Din condițiile g'(0)=0, 
g” (0)=1 >0 rezultă că x=0 este punct de minim local al funcției g. 

n 


4°. Se dă şirul n>A,=f f(2)| sin nz| dx, f — continuă pe [0, z]. Să se 


0 
K 
Sa 2 
arate că lim A, = — | f(x)dx. 
n> T 
3 3 
n 
Soluţie. Funcţia z—| sin nx| “are perioada T = 2 sif | sin nz) dr = 
n 
+ 0 ` 
zjn 
=n f sin nz dr=2. / 


[1] A ` - 
Se transcrie şirul Ap, aplicînd o formulă de medie, 


(e) E R+) E 
n=l 2 n=l iy | 
„= 2 | f(z)| sin nx| dx = E; NERS) | | sinna | dr = 
=0 ta 0 
k% RE. 
n 


n 


n=l k 
sin ng dx= FD N Ér) unde as [E, (k1) =] ` 
n fat 


r 
n n 


3 
i i 
iÙ Ji 
zR 
sa 
>% 
— 
cla jn 
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FPES; 


Deoarece A, 


> 

A 

J æ 
~> 
p 
Pai 
= 
— 

-~ 


k41 — =a) este o sumă Riemann, ne N, 
n n 


arbitrar, rezultă că A 


Siria | [(a)dă. 


s : A l—t 
5°, Pentru v= f(x) = (in ERA di se cere: y 
t 
0 


1) să se calculeze lim—= No) sa — ,; 
w=0 arcsin a? 


2) să se determine f(x), calculind integrala; 
3) să se determine limita șirului 


noa =>] Zea 
\ n fai 2n-+k 
= Soluţie. 1) Deoarece /(2)—0 pentru 2—0) și (2) =ln T (vezi ex,1 15,2%) 
se aplică teorema lui l'Hospital: 
1—z 1—% 2 
d Re me ERA DEE sa Ei 
lim az) =lim FE e lin E iM = —]. 
2=0 arcsin r? 2=0 2x 2 20 z 2 x0 
Vizaă 
3 e RA a 
wt TE 
j 2) fie) = (ln Stara i In ni) =zin =n (1—7 
E arosfa (i a e In, 
AN 9 0 
i k 
n n aan 
3) Şirul a, = Š in ERL In: —— este o sumă integrală , 
n fai 2n+k 2n fai e i i 
. 4 2n 
E. pentru o diviziune uniformă a0 ([0]) şi deci 
1/2 1/8 
1—z 
ste par = za zi =2 (+n - GTA 2)= 
a2 Ú In dr 2 (z Ins In ( 25) (a s-h- 
0 - 0 


PA d cînd n—oo, i 
27 


"116, Fie șirul 
. mbl 


Nu a 23 aret în 
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be “ e k- 1 5 
1) Verifictnd că arctg x arctg rE arctg k să se cerceteze 
2k k+i k 
monotonia şi să afle limita șirului. 
c CI A A | AETA S 7 
2) Să se studieze x— f(x) = arctg — şi să se arate că a it -- > 
npl 2x? 2 
| flx) dt >an, neN. 
o 
3) Să se determine primitiva funcţiei f. 
Soluţie. 1) Se aplică funcţia tangentă și rezultă 
k k—1 
i i LA KFIR EE 
; y 2k? Rt)? 
: k(k+1) 
n=l 
i k k=1 n+i 
(=: arctg — —arctă —.] =arctg —: 
i | SEI Sa ) = 
Deoarece any ~n >0, VneN, şirul (a,)new este crescător; onga = r 
2) Funeria f este definită pentru ze R—{0}; f= ERa YzER, EAR 
12z4— 
E culează. f(x) = ul 
şi lim IC) TEDT =0. Se calculează f'(2)= Traa TE CEZAR 
aa tabelul şi graficul (fig. 142): 
i 1 
x zm co - 
V12 
i i í 
KO a 
fa) z w 0 
: z HEN 
Fig. 142. (2) ca Qi aie 


Fie o diviziune d= t, DI PAES „ni n — Arbatan dar fixat, n€ N. Pentru 
ze(k—1, k] A 


arcto = z AAE Și deci 

g g <a) arets y 
í n A n+l 

im a -—— vda arctg ; 
TEA TRE a a ` >; 


ul și minorantul sînt sumele superioară și interioară Darboux ale 


majorant 
lui f, corespunzătoare diviziunii d. | 
3) Integrînd, prin părți’ : 
: AN aa E 
í | arctg =d a: x arctg = = | Ti Fri | 
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folosim descompunerea 


a? 1 z T 
pärt 4 | 2r—2r41 21214+2141 


şi rezultā 


1 1 1 2x3—2x4+1 : 
| arctig 5 OP EEO TE E 


+C. 


e = g — -L — A 
„dr=r arctg == Data AI -!- 5 arcig- za 


117. Fie E„(0)=rC, ni ea Gat 


Se cere: 

'1) să se restringă E(x); 

2) să se rezolve ecuaţia E,„(2)2=0 şi să se specifice numărul rădăcinilor 
reale; 
$ E 1 


3) să se calefileze: È Em(7)E,(—a)dz 


9 
Soluţie. 1) Deoarece E,(2)=CyrzC1+... +z"C1, rezultă E,(2)= 
==(14+7)7; integrind, E„(2)= SE Deoarece E(0)=—0, se obţine 
n+ $ 


> T 


Ba) AD, 


n+l 
D a Soluţiile. ecuației E,(2)= —0 sînt: 
zu —1 -eos 22 -i-i sie, 240, È sn}. 
- n+i n+i 
T Dacă n=2m+1, atunci ecuația are două soluții reale, z=0, z= —2; dacă 
E. n=2m, ecuaţia are o singură soluţie reală, r=0. 
SAE (ADE : 
E 3) E„(—1)= Deci 
n+l 
A 1 ja == EENE —a2)îtl)dz= 
(n+1% 
0 
da 27241 jo- —z?) ntldr. 
apa ESEE) E EA 
T 7 l 
S integrala IG —a2)"1dz se calculează printr-o formulă de recurenţă; 
E ye o 


observăm că 

1 
an +a — trede şi Iau= 
o 


(u 


2(n+1) T 
m: 


f Insa 2(1— 0) 2n+3 
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119. Se consideră 


o p i 
(x, n) > f(x) = ———, ze, ne, 
x- (1— na) 

1) Să se arate că șirul (fu(%))yaw este mărginit, independent de ze B, 

2) Să se reprezinte graficul funcţiei În pentru ne N, arbitrar. 

3) Pentru neN arbitrar, să se calculeze aria mărginită de grafic, axa 
Ox şi z=a, z=), unde z=a este abscisa punctului de intersecție a graficului 
cu asimptota sa, iar z=b este abscisa punctului de extrem al funcţiei. 

Soluţie. 1) Pentru șirul de funcţii considerat, (/a()hhaw, ZE R are loc 
implicaţia: 


(YEN) A(YzER)) >| (0) =h) = — = <1. 


(5 -n) 
g 
Observaţie. Proprietatea evidențiată este proprietatea de mărginire uni- 


he formă a unui şir de funcţii: fie f: E—R, neN, ECR; şirul (f„(2))sey este 
mărginit uniform pe E, dacă i 


( IM >0) ((vneN) A (Yze R)= | fa(2)| < M). 


2) Pentru neN, arbitrar, fa este definită pe R; lim falz) = n , deci 
i w> 1+n2 


este asimptotă orizontală. - 


2x(1— nx) 
GFU- na) 
Urmează. tabelul de variație și graficul (fig. 143): 


şi [4(7)=0 pentru z=0, r= +: 
n 


f(z) = 


T — 00 0 = +o 
| n % 
fla) gel a 
1 = 1 ii 
plc) leii NORA a 
1 


3) Punctul de intersecție al asimptotei cu graficul are abscisa ta 


deoarece b= da: rezultă pentru calcularea ariei: 
n 


1/n 3 un 


pda DETS | 14 a) dpe REDA n ss + 
A f pna 2 2nzk1 ~ 14pm (Lo nt)zt— anl an(n+1) ic 
1/2n 


1/2n 
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Pra: 


In sa 
In(z2(n2+1)—2nz +1) | " paita arctg((n? + 1)x—n) =s 


(n?+ 1) 1/2n (+ Dia 1/237 


1 J 
— p Ip 4 2 „arctg n. 
2n(n?+1) (n?+1)? n2+1 (n?4+1) 


119. Se consideră funcția 


N n 
2— cost a—2 isin a! \) Takik a 
zf a) = | ee, 
1+sin? a 
unde ae R, parametru. 


1) Să se determine valorile lui a pentru care f este definită ca funcție 
zeală de zeR. 


2) Să se cerceteze existența Bra f(a; 7). 


3) Să se calculeze valoarea aeae 


n/2 
įra; ajda. 
: s 
; A a dea 
Soluţie. 1) f ia. valori reale, dacă A>0, AzIl,unde A= alea, 
sin“ a 
adică ak, keZ. 
2 sim. 2 sin z|. lim —2 | sin æ| r 
sin x 4 Ei p3 30  darctga 
2 ae TEL = ete, == eu, = 
) 1er sia 7 
ETRS a Pa sin z T Te i sin 2 TE 
„e 7 2-0 ateg l, =e? 210 Se Set e [ie ao, Aea 301 fyeparece 
Lxla, nu există lim f(x; x). : 
3 2 si z dt 
3) | pe ei dadea unde s-a făcut schimbarea de 
1+sin2 a 2 28 
0 


variabilă (=cos a.. 


Ca 1 VE 
za zi 22tl 


0 


* n2 
= pg VI i deci (ra; ada= 2 + VZin (VZ+ 1). 
* 0 


a 


120. Se consideră x—f(x)=arctg x—arcsin 7. 
Se cere: i i 7 
uncției 
2 ape at IL că Eli iei limite) că z=0 este rădăcină triplă 
pentru f; ' 
3) să se calculeze aria D, unde 
D={(z, y) 0 <y <f(2), zeta, BD)C(—1, 1), a<0, <0}, 


pentru cazurile a= —b, a4—b. 
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Soluţi z ; j ini 
ET 1) tef z1, 1] este domeniul de definiţie; pentru determinarea 
adăc r ecuaţiei /'(x)==0 se rezolvă grafic ecuaţia g(z)=h(2), unde MEAE 
» h(x) = 


gi Aa Dpat j 
nica, soluţie este z=0 (rădăcină dublă) (fig. 144). Urmează tabe 
de variație şi graficul funcției f (fig, 145): a EEES 


4 


£ —] 0 1 
E Tusa) , £ ZA 
Fa) =o — 0 — —o 


i fo) 


Fig. 144. A A Fig. 145, 


2) Dacă f(z0)=0, u(zo)=—0 şi lim O, 140, l<o, atunci rădăcina 


È . . 2200 . OSA 
comună r=zr are același ordin de multiplicitate pentru ambele funcţiiy se 
ia u(x)=—a?, pe N şi se calculează! 


aia VIZA — 
jim L A jamais Vasea E i VA (lekez) ie ea 
230 27 20 pre w0 pa? 230: p(p—1)zP4 
a | 

=— lim AEZ = H, dacă p=3. 

a0 p(P—1)2?® 2 
Deci r=0 este rădăcină triplă a “funcției f. 

a b b 
3) Dacă a=— b, atunci aria D=2( | f(x) dr=—2 flarctgz —arcsin z)dr= 
4 o o + 


n (14b) p 2V1- b7 2b(aresin b—arctg b)—2 (s-a efectuat integrarea 


~ priu părți). 
Dacă az —b, cu notațiile x=min(] al, b), B=max(] al, b) 
; 7 A 
aria D=2 (| [(2) dæ- ȘI /@)1 da 
, 3 J ; 
primitiva este cea de la cazul anterior. 
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§ 2. TRIGONOMETRIE. GEOMETRIE 


121. Să se rezolve ecuațiile: 
D —— +tgr=0; 
cos t 
2) 2 sìn z+tg 2r=0, 0<T<27; 
1 1 


i 1 
Stea) 
cosx sing tgr 


4) 5 cos xr}4 sin x — 3 ctg +50. 


se . 2 ` X 3 d 1 
Soluţii. 1), Se impune cos 240; apoi ecuaţia se transcrie LES? —0 
a - COST 


w . 
Se observă însă că 1-+-sin z=—0, cos x#0 nu pot să aibă loc simultan. De aceea 
ecuaţia nu are soluţii. ; 


D SETRA i : $ j E. Sr Or 
2) Existenţa membrului stîng impune cos 2740, adică t+ S sa z r 


A Deoarece ecuaţia se transcrie -2 50 ASERS 206 =0, sîntem conduşi la 
4 [cos 2x 

A 7 3 n TAI Ra £ i 
sin x(cos 2z4+cos 1)=—0, ze[0, 27]— = , = , = , a Din sin z=0 deducem 


, : ` ERE IT T SE Š 
ze(0, m, 27}. Din cos 2r+cos t=0,} adică cos Cos 0, găsim x= 


e fz13, Ts = 


3) Pentru existența ambilor membri ai ecuaţiei şe pune condiţia: 
cos zsin 230. Apoi ecuaţia se aduce la forma echivalentă (sin r4+-cos 2)(sinz— 


—cos z—1)=0. Din sin z+kcosz=0, găsim tgr=—l, adică z= tir, 


keZ. Apoi observăm că sin x— cos z=1 implică cos vsin ==0. De aceea ecuaţia 
iniţială are numai soluţiile z= —m/4-+kr, keZ, i 
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4) Utilizăm substituția l=tg5, Mai întii constatăm că z=(2k+1)m, 


keZ sînt soluții. Apoi, pentru x #(2k+1)r, keZ, ecuaţia se transcrie în forma 


= 8 ? æ —5+2V10 R —5 10 
ƏX*+10:—3—0. Rezultă TAREA adică z=2 arctg Z5+2V10 +-2ir, 
5 5 
a GVU WG —5—2V10 
leZ, şi tg a adică z=2 arctg 552E 2mz, mEzZ. 


122, Presupunem că trinomul real T(2)=22+pr4+q are ‘rădăcinile reale 
distincte Tı şi Ta 
1) Punem u=tga, zz=tgf. Să se arate că expresia E=sin?2(2+6)+ 


+ 2 sin 2(x+8B)+q cos? (x+8)-+ T AUCIE depinde de p. 


2 3 cos « cos B 
2) Să se determine perechile de numere reale (p, q) pentru care T(2)=0 
poate admite rădăcinile z,=cos o, a=sin e. 
Soluţie. 1) Deoarece zi fra Tı, TER, se satisface p?—49>0. Apoi se 


observă că sie 30). =| ig a—tg B | =| za—zzl =y\p?—4q, adică | -S"e-2 | 
: cos a cos.f că cos a cos f| 
1 D “i 
: =1. Cînd q=I se satisface tg tg ßB=l1, adică «+B=— +kr şi 
Vpi—4q 4 g gp ; FB 2 siz ȘI 
deci E—2. Pentru q#1 se obţine tata 8) = —P— şi apoi succesiv E—l= 
` q— 


—sin?(a-+-6)-+-p sin(x -+8)costa +P) +q cos?(«-+8) —[sin(-+-6)-p-2 cos (at 8)]'+: 

t (a— E) costa Isina B — (tg etta costa) + 
DADE SA A el a) (01) 

+ [a = ros («4+-f) A A+9) EN A q—p") SRATI 

E=q+1 

În concluzie, E= o penru a separarea după valorile lui ẹ 


q+1 pentru q#1 
provine din procedura de rezolvare şi deci ea este neesen- 


ţială. 

2) Prin ipoteză ' p2—49>0, z=cose Za=siu ș; 
ti To =— p, Dita =q. Din cos e-t+sineo=—p găsim 
“sin (e+ 2= Vă adică —1<—PIVă<1 şi deci 


=q. adică 


— Văspsvă. Pe de altă parte sin ọ coso=q îm: 
- plică sin2ọ=2q şi deci —1/2<q<1/2. În felul acesta 
punctele (p, 4) trebuie să aparțină mulţimii (fig. 146) caracterizată prn 


p2—49>0, pel—V2 Vlas 1212). 


Fig. 146. 


123.. Se consideră funcția f definită prin 
; ~ sin +2 sin 2x+sin 3% 
fa) eee EA 
cos x-2 cos 2x- cos 3% 
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1) Pentru ce valori ale lui æ se poate exprima f(x) prin tg x? Să se explici- 


teze exprimarea. A 
2) Utilizind exprimarea de la punctul precedent să se rezolve ecuaţia 
f(2)=0. 


Soluţie.!) Se observă că sin x+2 sin 2x-+sin 3x =2 sin 2x cos t +2 sin 2x = 
=2(1 -cos x)sin 2x și cosx -p 2 cos 2x + cos 3z = 2 cos 2xcos x + 2 cos 2x = 
=2(1 +cos x)cos 2x. De aceea existența lui f(x) impune cos 2x ZOşil+coszz0, 


adică zeQk+1)2, keZ şix#(2l4+1)r, leZ.. În aceste condiţii [(2)=tg 22, 


Pe de altă parte, tgx nu există pentru z=0m+1)2, meZ; în aceste 


puncte f(x), nu se poate exprima prin tg. Mai precis 


RER | 
fa) =: 
| 0 , v=(2m+1) Š, mez, 
unde E=R—((2k+1)n/4, kEZ}U{@2l+1)r, leZ)). 

2) Se observă că AZ Ea 00) are pe E—((0m+1)z/2, meZ) soluţiile r= 


2 tg x RE TC 
| Er zeE— Om) mez}, 


1—tg2 a y 
—9lm, leZ. De aceea soluţiile ecuaţiei, f(x)=0 sint elementele reuniunii 
(21, leZjU{2m+1) >, meZ}. ` i 


Ă 124. O matrice reală pătratică care satisface condiţia AA =T se numeşte 
= matrice ortogonală. Aceste matrice au următoarele proprietăţi: 
(1) det A= ET; i X 
(2) ‘A =4 1, ; ea 
(3) dacă A și B sînt ortogonale, atunci AB este o matrice ortogonală. 
Problemă. (I) Să se arate că orice matrice ortogonală de: ordinul doi cu 
determinantul +1 poate fi scrisă în forma 


cos0. —sin | 


sin O cos 0 


. 


70) = | 


` Apoi să se verifice relaţia T(0,) (02) = T(02) T(0.)= T(0.-+- 02) şi să se calculeze 
TO REN: ar ; ; 
(11) Să se verifice că matricea 


cosa sina 0] [cosf 0 —sinf i (0) 0 
aina. cosa. 0|:| ON 0 «JO cosy Sin y 
0 0 1 sin 0 cosß 0 —siny cosy 


este ortogonală, 


Soluţie. (I) Fie F o matrice ortogonală de ordinul doi cu. determi- 
c 


; ; 
nantul 4-1. Deoarece o A b == s este echivalentă cu af+c=1, 

c d cd 0 1 i 
ab+cd=0, b?+d?=1 şi 


=—ad—bc, problema se reduce la a rezolva 


$ 


sistemul 


a2-+c2=1 
ab+cd=0 
b?+d?=1 
ad—bc=1. 
Se observă că dacă punem a=cos 6, c=sin 0, 0€ R, atunci prima ecuație 


este identic satisfăcută. Analog, ecuația a treia are familia de soluții b=cos o, 


d—sin o, pe R. Se impune ca acestea să verifice ecuaţia a doua şi ecuația 
a patra, adică ; 


- ‘cos(0—ọ)=0, sin(0—p)=—1. 


Rezultă p= 0—77 (mod 27) şi deci b= —sin 0, d=cos 89 c.c-t.d. 


Prin inducție se găseşte ro-] coniro esang |. neN. 


sinn .  cosn0 
(ID) Se poate folosi faptul că :(A BC) ="G:BtA. 
125. Ecuaţii trigonometrice liniare 
“Considerăm ecuaţia: (în R), 

= a cos z+b sin t=c; dbc #0, 


numită ecuația liniară în cosx și sin x. 
(I) Se observă că există un număr T şi un număr ọ astfel încît a cos z+ 
+b sin z=r cos(r—9). Într-adevăr, r=y aF d, iar ọ este soluția sistemului 
, b > 19 
» cos9= iad pe (02 de m, 37/2}. De aceea ecuaţia 


sin 9= 


a 
V+ 
dată este echivalentă cu cos(z— 9) iar aceasta din urmă are soluțiile 
g=ọ+arc cos = +2kr, keZ, numai dacă —1 < = <l, adică a+b? zot 
Exemple. 1) Fie ecuațiai/3 cos z+sing=V\2. Deoarece y3 cos t-+Hsin r= 


; Ă Vă. De aceea r= < + 
=? cos(z—m]6), ecuația se transcrie cos(z—n/6) = 7 “Aaa atata. bg 


t Zi +2kr, kez. 
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e 
3) lie ecuatia sinfæ cos v) — tosir gos t) si. Domulțind ambii membri 
| i i T, R | 
cu — ecuația în larma echivalentă sin/r cost = 2» Deci m 00s g- 
ya 4 ya 
= R | 1) ' 
— mi tir Sau cos Tm NEOA bh, keZ, Pontru k=0 şi kmt, 
à d 4 4 
x KA | $ l r 
obținem cosg T oaen bt; deol E F pmm, vmnm, m, naz. 


` 


` i +1)? A 
Pentru & fO, +1} numărul or +k nu este cuprins între —l și -1 și 


X ` 4 i: 
deci egalitatea cos za ar +k nu este posibilă, 


ke 


> A D 3 v 
(UD Să comentăm şi cazul cind acom substituția tg gek Avem cos Lam 


1-8 è 
=—— S t= cu conditia oa {tk (Ak-bki)m, keZ; într-adevăr în 
14e Y tia oa sy (Akt) ; p 


este definit pentru = =) aa haz. 


Despărțim discuția în două: 
(1) Să presupunem că ecuația admite soluțiile v=(2k-1)m, kaz. Deoa- 
rece cos(2k+1)n=—l, sn(2k+l)z=0 şi deci a+c=0, ecuația se reduce la 


a cos r+ù sin x+a=0 sau 2cos = (a cos-2- d sin 3-0. Rezultă că pe 
lîngă soluţiile e=(2k--l)r, REZ mai are şi amarota(—7) Hm, leZ. 


(2) Presupunem că ecuația nu admite soluțiile v=(2k-+1)m, keZ, adică 
a+cŻ0. Rezultă (a+-o)t—2di-re—a=0, iar această ecuație de gradul doi 
are soluții reale numai dacă diseriminantul este pozitiv sau nul, adică 2+d*> 
>À. ` ; 

Precizări. (1) Aceleaşi observaţii se fac pentru orice ecuații în care utili- 
zăm substituţia tea =t 


(2) Ecuația liniară în tgx şi ctax, adică a tg rbd ctg ac se reduce 
la o ecuaţie liniară în cos 2% şi sin 2% 


y 


126. Conuri. Ecuații omogene 

(I) Fie R" spaţiul euclidian cu n dimbnsiuni şi 2, y două puncte din R*. 
Mulțimea punctelor de forma (l —shaksy, se [0, 1], este segmentul de dreaptă 
care uneşte punctul x cu punctul y şi se notează cu Vy, y 

O mulţime A de puncte din R" se. numeşte convetă 
dacă pentru oricare două puncte ale sale x şi y segmentul vy 
care le uneşte este inclus în A (fig. 147), 

Fie zọ un punct fix din R". O mulțime nevidăà B de . 
puncte din R* se numeşte con cu virful în to dacă odată 
cu punctul z conţine şi punctul ilæ— xo), oricare ar fi t>0 Fie. i47, 
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$ : i A iiy 
(tig. 148). Cu alte cuvinte, mulțimea nevidă B este un con cu 
virful în vo dacă şi numai dacă odată cu z conține întreaga 
semidreaptă care unește pe zo cu punctul x, cu excepția even- 
tual a virtului zo. 

Un con se numeşte convex dacă este o mulţime convexă. 


Fig. 148. Exemple. 1) Muţimea B=(r=(z,..., zeR”, zi >0) 
este un con cu virful în origine. 

2) Mulțimea A=(z=(2,,...,zeR”, 1, =2) este convexă, dar nu este 
un con. Într-adevăr, dacă z=(24,... , 24) A, adică z,=2, şi U= (Wi Ua)e 
=A, adică y,=2, atunci (1l—s)r+sy=((1 —S)T1+-Sy15 e»: > (1 —S8)£n+SYn)E A 
deoarece (1 —s)z, +syn=(1 —s) + 2+s:2=—2. Pe dealtă partez=(2,.,.,2)e4, 
pe cind îx=(24,..., 2t) €A pentru îzl. 

3) Mulțimea B=(z2=(2 Za qT3)€ R’, 2120, 2320, T? Sz3) este un 
con convex cu viriul în origine. 

Într-adevăr, se constată că dacă T=(Tis T2 z3)e B, adică z; >0, 23>0, 
z3 Str, atunci (tx)? < (lz3)(lz3), VE>O şi deci tr=(tzı, tra, lia) B. În- plus, 
(0, 0, 0)€ B. Aceasta înseamnă că B este un con cu vîrful în origine. 

Fje 1=(ra Za 13) B. adică z1 >0, 2520, 2273 şi Yy=(Yı Y» Ys)€B, 
adică y1>0, y3>0, y2<yuys. Deoarece 1Y Yi2a > 2V 21939113 > 272y2 rezultă 
că. Vse[0, 1] avem ((1—s)t2+sy2)? < ((1—s)rı+syı)((1—s)t3+sy3) şi deci 
punctul (1 —s)r+sy=((1 —s)xrı+syı (1—5)ra+Sy2 (1—s)t3+sys) aparține lui 

` B, adică Beste o mulțime convexă. Dealtfel B (fig. 149) 
este porțiunea din primul octant mărginită de planele 
21 =0, 23=—0 şi suprafaţa conică 1â—x73, care are ecua- 


. '2 22 12 > V2 
` P ee RANE T, z, 2 
ția-canonică a + era =0, unde qı = E (5—1). 


; 3 
Loto T3 = Vaiten 
(II) Fie B un con din R” care își conține virful. Dacă: 
n=l, atunci conul B se reduce la o semidreaptă; dacă n=2,. 
Fig. 149. atunci conul B se reduce la un unghi plan; dacă n=3,. 
; atunci conul B mai poartă numele şi de unghi solid. 
Fie un unghi solid dat în spațiul cu trei dimensiuni. Se consideră o sferă 
de rază R, cu centrul în vîrful unghiului solid și se notează cu o aria porțiunii: 


din sferă cuprinsă în unghi; se constată că raportul 5 este independent de: 


raza sferei şi de aceea acest raport se atribuie ca măsură a unghiului solid. 

Exereiţiu. Ce măsură are unghiul solid care ia naştere prin 

î.C B rotirea unui unghi plan, de măsură x/6, în jurul uneia dintre la- 
B A turile sale? 

NIZ 3 Soluție (fig. 150). Fie sfera de rază R cu centrul în virful Q~ 


“al unghiului solid, Deoarece + A0B= È rezultă AB ==, 0A =` 


D oree 


RV și AC=R(1 — Ac) * Aria calotei pe care se sprijină unghiul: 
Fig. 150, 2 
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Li 


tu S 


solid este 2zR: AC=2rR? (1- 3) - De aceea măsura unghiului solid cu 


anre(1- 2 


A us) 


(III) Fie S un con din R” cu vîrful în origine și f : S—R o funcție reală- 
Dacă există un număr real p astfel încît f(tt1, tTa.. - , t2n) =t f Laas Tn)? 
Vz=(2, To- Ta) S, atunci f se numește funcţie omogenă iar p se numeşte 
grad de omogenitate. 

Dacă f este o funcţie omogenă, atunci ecuația f(Lu To- -s Te)=0 se 
numeşte ecuaţia omogenă. Dacă o astfel de ecuație admite o soluție (£1, Ta... > 
£n) pe S, atunci ea va admite și soluţiile (£1, îz2 .. -» tz), t>0. De asemenea 
se observă că dacă 470, atunci ecuaţia omogenă este echivalentă cu o ecua- 


vîrful în Oeste 


. a a T: T, T, T, 
ție în n—l1 necunoscute 2 ,..., e. 
Ti Ti Ti Ti £ 


În unele probleme de trigonometrie apar funcții omogene în cosz şi 
sin x cărora li se ataşează ecuaţii omogene în cos şi sin T. Studiul soluţiilor 
unor asemenea ecuaţii se poate face în felul următor: se verifică dacă cos z=0 
conduce la soluţii ale ecuaţiei omogene; apoi, în ipoteza cos x#0, se face 
substituţia t=tg x care transformă ecuația omogenă în cos T şi sin z într-o 
ecuaţie echivalentă în t=tg x, reducînd astfel dificultăţile de natură trigono- 
metrică la dificultăţi de natură algebrică. 

Exemple. 1) Fie ecuaţia cos? 2r=5 cos? xsin z—cost z, omogenă în cos £ 


A . a È Ki 5 T 
şi sinx deoarece cos oz —cos2 x—sin? x. Se observă că s=(2k+1) 7> kez, 


nu sînt soluţii-ale acestei ecuații. De aceea putem împărți în ambii membri cu 
cost z, găsind 5 tg z—1—(1—tg? x)? sau (tgr—2)(tg' 1t+2tg* 2-2 tg z—1)=0. 
Din tg r=2 rezultă x=arctg 2+lr, leZ; ecuaţia tg r+2 tg? r+2tgr—i=0 
are numai soluția reală tg r=aE€ (1/2, 1) şi deci z=aretg amr, me&. 

2) Fie ecuaţia 5 sint z—10 sin? zcos2 z--cost r=0. Deoarece cosrz0, 


"ecuaţia dată este echivalentă cu 5 tot r—10 tg? r+1=0, iar aceasta are 


soluţiile r= + a +kr, keZ, şi 1=+ = ln, leZ (vezi problema 128). 
: Li 
127. Se consideră ecuaţia 
3+sin? cos? a —2(sini gz- cost z)-+a(sinS r+-cost'z)=0. 


1) Să se determine valorile lui a= R pentru care ecuaţia admite soluţis 
să se determine soluţiile pentru a= —9. 

2), Să se verifice afirmația: 
dacă (u, v)—P„(u, v) este un polinom și termenii săi se pot grupa în polinoame 


p 
omogene de forma P,(u, 0) = 2 En-2r (s 0), 0 sh Sk. + Sk A unde 
=] 


E„_ax/(u, v) este o expresie omogenă de gradul n—2k; în u şi o; atunci. 
ecuaţia P,(sin x, cos x)=0 este echivalentă cu o ecuaţie omogenă de gradul 
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n m in Și cos, (sin v, cos t)=0. Tintnd senma de afirmaţie, să se aducă 
ecuaţia din enunț la echivalenta omogenă şi să se reia punctul 1) În acest caz 
Soluție. 1) Ecuiţia devine (5—3a) sin? 2w--4(a-+1)=0, sau sin? 2a- 
d(a+1) A CĂ i 1 1 
am EET =] condiția de existentă a soluţiei este Os (ET) E 1, de unde 
a= d 3d— p 
rezultă aef—0, —1]. Pentru a 9 ecuația devine 


"T "T [ t 
si t= i -k e ke 4, este soluţia. 


sin 2t=-} 1 
2) Ecuația se transcrie sub forma 
3(sin t- cos? x)? (sin? x cos? v—2 sint x—2 cost x)(sin? z--cos? z)+ 
+ a(sin€ z-beost 2)=0, sau (a4-1) sin? x--(a--1) cos! z-l-8 sint z cos? t4 
-+8 sin? x cost g =0, 
Deoarece cos x0, se transcrie ecuaţia sub forma 
(te a4-D)((a4-1) tg? z-+-(7—a) tg? z-ka4-1)=0. 

Discuţia după ae R se reduce la a impune ca ecuația (a-l 1) (7—au+l-a= 
=0 să aibă rădăcini pozitive: 

A —(3a14;22a—45)20, P=1>0, S= >0, sau ae |9 žjn 


a-i 
N=, —1)UI7, %)}=[—9, —1). 


Se observă că ecuaţia admite soluţie şi pentru a=—1, deci ae[—9, —1]. 
Pentru a= —9, ecuaţia devine —8(u2—2u1)=0, sau u=1, rezultă tg z=+l, 


E T 
T= Ty +k X 3 kez. 
Verificarea afirmației: deoarece, sin? t-4-cos? r=], P„(sin z, cosz)= 


P = . . . 
= XD Enar; (sin x, cos x)(sin? v čos? 2)", adică Pa(sin z, cos z)=E,(sin z 
Jakir ; 
cos z) — polinom omogen de gradul n în sinx și Cos T. i 
Menţionăm că afirmaţia rămine valabilă şi pentru alte tipuri de ecuații al 


gebrice. 


128. Ecuaţii polinomiale ale căror rădăcini sînt valori ale unor îuneţii 
trigonometrice 
În nota „Equations wilh trigonometric values as roots, The Amer. Math, 
Monthly 66(1959), 52—53, Kenneth W. Wegner a precizat cele 64 de ecuaţii 


polinomiale ireductibile, cu coeficienți întregi, avind gradele 2, 345.0 


si ale căror ră x Ex 
t donee g, unde a este un număr rațional de grade, subliniind că acestea stut 


i ibi i este: i 8s dul trei, 
ngurele posibile. Dintre acestea 14 sînt de gradul doi, 8 sint de gra 
18 Cut a gradul patru, 4 sint de gradul cinci și 20 sint de gradul şase. Nu 


există nici uba de gradul şapte. 
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dăcini sint de forma sina, cosa, +tga, +etga sec a, . 


i 


TARDER ~ 


Lăsînd deoparte cele 6 ecuaţii de gradul doi care se referă la 30°, 45° 
și 60°, celelalte 58 se obțin din următoarele 22 prin schimbarea rădăcinilor 
cu opusele lor, cu inversele şi cu opusele inverselor. 


şi Ecuaii Rădăcini 
Si (1) 4r? +2r—i=0 sin 18°, —sin 54° 
i (2) t?—4r+1=0 tg 15°, tg 75° 
; (3) 1? +2r—1=0 tg 45°/2, —tg 135°/2 
A (4) Sz5—6z+1=0 sin 10°, sin 50°, —sin 70° 
E (5) Sz5+-4a2—4x—1=0 sin 90%/7, —sin 270%/7, sin 450*/7 
(6) 5z—1022--1—0 tg 18, +tg54° 
(7) 16x1—1622-+-1=0 +sin 15°, +sin 75° 
(8) 16xt--82x3—1622—8z sin 6°, —sin 42°, —sin 66°, sin 78° 
+1=0. : 
(9) zt—425—1422—4x4+1—0 tg 9, —tg 27°, —tg 63°, tg81* 
(10) 16z1—2022--5=—0 + sin 36%, +sin 72° : 
(11) 8zt—8x2--1=—0 +sin 452, +sin 135%2 


(12) af--8z%4-272—8z4+1=0 tg15°/2, tg 75/2, —tg 10502, —tg 165°/2 
(13) st +4r°—6z?—4r+1=0 tg45/4, —tg135°/4, tg 225°%/4, —tg 3154 
(14) 3225 —1621—32a3- sin 90/11, —sin 270%/11, sin 450°/11, 
i 12r? +6r—1=0 —sin 630°/11, sin 810°/11 
(15) 3z6—27a44+-3322—1—0 : +tg 10% +tg;50°, +tg70° 
(16) 64z%—96a24+3622—3—0  +sin 20°, + sin 40°, +sin 80° 
N (17) 64z5—112a2%4+-5622—7—0 $sin 180°/7, +sin 360°/7, +sin 540°/7 
(18) 716—3571 +211? —i—=0 i $tg909/7, +tg270°/7, +tg 450/7 
(19) z85—121 43r} 40134} tg 5°, tg 25°, —tg. 35°, —tg 55°, tg85°, 
+3r?—12r+1=0 tg 85° : ; ` - 
| (20) 15—815 —13114481°—  tg45°/7, —tg 135°/7, tg 225°/7, tg 405°/7, 

e r 8410 -tg 495°/7, tg 585°%/7 i 
21) 64z65—3225—96a%4+-4825%+ sin 30°/7, sin 150*/7, —sin 330%7, sin 390°/7, 
4 +32r?—16r+1=0 „sin 510°/7, —sin 570°/7 
(22) 64z0+-3025-—80at 32254 sin 90°/13, — sin 270°/13, sin 450/13. 
+24r?°+6r—1=0 | —sin 630°/13, sin 810°/13, —sin 990°j13. 


Pentru exemplificare, arătăm cum se. poate obține ecuaţia (19). Se por- 
„mește de la: identitatea 


(3 tg? a—1) tg 3x=tg? a—3 tg a. 
Ținînd seama că tg 15093, găsim ecuaţia 
. (8z?—1)(2 = V3) =° — 3x 
cu rădăcinile tg 5°, tg 65° și —tg 55°, Analog, ținind seama că tg 7 “2+ V3, 


obtinem ecuația i 

(32—12 +V a 32 | 
cu rădăcinile tg 25°, tg85* şi —tg 35°, Îumulțind aceste ecuații membru 
cu membru se obţine ecuaţia (19), 


` 
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129, 1) Să se determine întregii k, m, n pentru care 


T m 
— =k arctg —.: 
4 n 


(The Amer. Math, Monthly. 1972) 


Soluţie, Evident k#0. De aceea ecuaţia dată se transcrie în forma 


Li m T T T a aaa Y Y ‘ . 
tg w| —— 2 — 2 —, Se știe însă că, pentru r raţional, singurele valori 


raţionale ale lui tg rx sînt O şi +1. Deoarece m=0 și keZ—(0) nu pot avea 
loc simultan, rămîn numai soluţiile (k, m, n)=(1, i, i) sau (—1, i, —), 
unde iez—(0). 

2) Să se determine numerele raţionale r pentru care există numere rațio- 


FA] 


nale a, b, şi c astfel încît 
a sin 2rr+b cos 2rr=c. 


Soluţie. Presupunem că cel puţin unul dintre numerele sin 27r și cos2x 
nu ests rațional, dar există a, b, c, raţionale, nu toate nule, astfel încît 


a sin 2rr+b cos 2rr=c. 
Să zicem că sin 27r nu este rațional.” Rezultă că 


(02402) sin? 2rr—2ac.sin 2nr4+-c2—b2=0, 


adică sin 27r este rădăcina unui trinom în care termenul liniar nu se anulează 
şi în care suma coeficienţilor este pătratul unui numărraţional şi anume 
(a—c)?. Se ştie însă că (esenţial) trinoamele care au ca rădăcină sinusul (irațio- 
nal) unui multiplu raţional de 2m şi care au termenul liniar nenul sînt 
4224-23 —1 şi 22427 —4. Dintre acestea numai primul are suma coeficienţilor 
egală cu pătratul unui număr rațional. Astfel, putem presupune a—c= +1 
şi ac=1. Rezultă c24+c—1=—0, care nu are soluţii raționale. 

Rămine că valorile raţionale ale lui r trebuie căutate printre acelea pentru 
cara sin my şi cos 27r sînt raționale. Se ştie însă că pentru r raţional, singurela 


. . . N CĂ m 
valori raționale ale lui sin 27r şi cos 27r sînt 0, +1/2 sau +1. Rezultă T= 


e 2k+1 
meZ, sau m= = AIA 


130. 1) Să se exprime tg (&4+-f4-x) în funcţie de tga, tg şi tey. 
2) Să se deducă tg3« în funcţie de tga. 
3) Să se arate că într-un triunghi nedreptunghic suma tangentelor celor 


trei unghiuri este egală cu produsul acestor tangente. 
Soluţie, 1) Pentru a-+-p-ky # (2k+1) $, ka Z, succesiv găsim tg (a +B-+y)= 


sin «cos Beos y— sin asin Bsin y-k cos gsin Bcos y+ cos gcos Bsin y 3 


sin (a +B +Y) > 
i ca y= cos asin Asin y— cos Bsin ysin a— cos ysin asin 8 


cos (a+ B+y) cos acos Bcos 
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Apoi, pentru a, B, y(214-1)x/2, leZ, prin împărţirea numărătorului și 
numitorului cu cosa cosf cosy, obținem 


tg (a-+f+y)= tg arte Bta y—tnate Bta, 
şa 1—tg atg B—tg Btg y—tg ytga 


2) Dacă în relația precedentă punem «=f=y, atunci găsim 


3tga—ta? a 


tg 3a = 
8 1—3 tg' č 


3) Dacă a+tBty=r, atunci tg («-+B-+y)=0. În plus, dacă &, B, y sînt 
unghiurile unui triunghi nedreptunghic, atunci tga, tg, tgy au sens și 
identitatea de la 1) arată că igattgp-r-tgy=tga tgp tgy. 


131. Se dă ecuaţia 
ax? + ba2-kez+d=0, 


° f 
E Sia A Be G S Š = â ri lnt 
eu rădăcinile Ee „ta = şi tg Să se arate că dacă A, B şi C sînt unghiurile 


unui triunghi, atunci a, —b, c; —d sînt simultan: de acelaşi semn, iar a+b=- 
=c+d. 
: B C 
4 


Soluție, Evident 40. Deoarece De =5, A50, B>0, C20, 


+ i 


rezultă 
7 


B 
0< Digg == 0< D tsi etet, 
A B Gi d 
0<te=— to to = = 
> S s7 SR S a 


astfel a, —b, c, —d sînt simultan pozitive sau simultan negativo. 


Pe de altă parte, din £ + = + = = T găsim 


aa ei 
AOE ELETEN si 


A B 
1— SD Ig LC dna 


Ţinind seama de relaţiile lui Viete deducem a-khb=eha. 


=l. 


132, Fie funcția 0—/(0)=ta 0 tg 40. ; 

1) Să se arate că, în alară de două, punctele de pe cercul trigonometr e 
corespunzătoare valorilor lui 0 pentru care f nu este detinită sint virfurie 
unui octogon regulat, Să se afle aria acestui octogon, 
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2) Să se verifice că punctele de pe cercul trigonometric corespunzătoare 
soluțiilor ecuaţiei f(0)=-—1 sînt virturile unui hexagon regulat. 


Soluţie. 1) Se impune cos 0=0 şi cos 40=—0. Rezultă 0=—(2k+4+1)2, keZ 
3 2 
; c T r 
ȘI 9 = (214+1)—, le 2. 
8 
Numerele 0=(21+1) £, leZ, formează o progresie aritmetică cu rația E 
4 
. . T m 
şi cu primul termen egal: cu ist De aceea punctele corespunzătoare de pe 
cercul trigonometric determină octogonul regulat ABCDEFGH (fig. 151). 
A SE R pey 
Deoarece L-RV2—43, ag= Z Vo+V2 sint respec- 


tiv latura şi apotema octogonului regulat în funcție de 
raza cercului circumscris, ţinînd seama că pentru cercul 
trigonometric se ia R=1, găsim aria (ABCDEFGH)= 


=> 8: V2— Va = V2+V2 =2V2. 

2) Avem. de rezolvat. ecuaţia tg 0 tg40=—1, 
0 #(2k+1)r/2, keZ,- 0#(21+1) 5 leZ. Deoarece 
tg 070, ecuaţia este echivalentă cu ts40=—ctg0= 
Ste (72/2-+ 0). Rezultă 0= y +m Sa. meZ. Aceste va- 


Fig. 151. 


lori ale lui: formează o progresie aritmetică cu primul termen 7/6 şi cu raţia 
z/3. De aceea punctele soluţie de pe cercul trigonometric formează hexagonul 
regulat KLMNPOQ (fig. 151). 


133. Fie T>S (2)=ctgr— ctg? rF ceter.. 3 +(—1)2A ctg” z. Se cere: 
1) Să se rezolve ecuaţia S„(2)=0. 
sin (= Z) sin 22 
2)'Să' se rezolve ecuaţia S(T) =———— 7» unde  S(r)= 
sin (E 5 
= lim S,(2), mez. 
n>, N 
Soluție. 1) Ca sumă a- unei progresii geometrice, ecuația Sa (£) =0 se 
transcrie N E 
ctg» pal stie bad CE 
1-+ctg x 
I) n=2k, Primul factor, ctg z=0 implică a=krtzi din al doilea factor 


SA opie mal md = 0 și este echivalent cu (1 — ctg (det zh. 
6 i 14+ctg z 


n,- Fetge 2):=0, care mai are soluțiile a i -H kir, corespunzătoare ecuației 


ctgz>l, 
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p 
| 
| 
[i 
$ 


Tpi praa 


+ % t} tag . TE . € i £ 
ID n=2k-h l. So regăsesc soluțiile ecuatiei ctg x =0, 2 kn+—; al doilea 
2 
A Lhotu Ne : á 
factor = =0, se transcrie sub forma 1 —ctgz-kelg t= e.. «Pct ghz = 
1jctg e 
==0 şi nu admite soluții reale, 


2) Dacă progresia geometrică cu o infinitate de termeni (seria geometrică) 


\ este convergentă, atunci există S(2); restrichia este |etgzr|<1, adică ze 
x VARSE i A ; 7 t N AA 
e[—— kr, — pk n); Se obține deci S (m) m aR ze lE Hkr, = 4 

4 4 1<+ctg ae 4 4 


$ A cos e y2 sin vcos x(sin z— cos z pa $ 
-+R'r). Ecuația devine —— = ( 2) mez şi admite 


t & Si 
sin v- cos x da (2ham++ =) 


îi soluția z=(2k4+1) 5 , corespunzătoare lui cos v=0, independent de m; ecua- 
ţia obținută după eliminarea factorului cosz, comportă discuție după m, 
deoarece sin (s+0m+1) 2) ia valori distincte în funcție de valorile lui 


2m+leţcije(1, 2,..., 8), unde c; sînt clasele de resturi (mod. 8). Va- 
lorile posibile sint deci 


D: 2m Pe Mi, adică 2m} I= 8p +1, cînd sin (zonă = 


—sin (2+ 2) Și ecuația Coo A 2in(sin z—0c052) sau tg27r——1 cunso- 
4 sin z-k cos v sin x+ cos v 
luțiile t= pe, leZ; dintre acestea, satisfac restricțiile z= SE +kr, 
T KEZ. 7 
ID).2m4+1le 4;+3, adică 2m-+1=8p+3, sin (z-tam+) 2)=cos (+ Ta 
şi ecuația devine : Sasiu (ŞI, Cos) sau | = —2 sin x(sin -cos 2), 


sin z-+cos x cos v—sin g : 


cos2r—sin 2x=2, care nu admite soluţii (sia G =22)= Val). 


III). 2m+4+le 4445, adică 2m+1=8p +5, cînd sin (zmei) 2)= 


= —sin |24 z) şi ecuația d Ama E Sos): sau cos 2r -+ sin 2x=» 
4 sin x+ cos g — (sin v4 cos z) 


=2, care nu admite soluții. 


IV). 2m- ie 4,47, adică 2m -p 1=8p -k 7, cind sin (e+ (mF) =) = 


7 1 dan a (anacos 2) o pa Ap 
ca m — uația m Camerei SAU tg at 
cos (2 + A şi rezultă ecuaţ RIRE EAEN 


| cu soluţiile z== zaa, haz, 'dintre oare satistao restricția numai x= 


m E hr, 


S11 


134, Se dau sumele 

n-i 1 nl 1 

S =n NA ia i a ii si se "ara: 
, 2 ȘI se cere; 
ZA cos kacos (k+ 1)a l sin ka sin(k+1)a 


Š a S x . P 
1) Să se calculeze E(a) = A 2) Să se exprime E(a) numai în funcţie de tg a. 


$.= 


E] 
Soluţie. 1) Presupunem satisfăcute condițiile de existență și folosim 


ş Să sin a sin a 
identitățile —————— = tgp (k+1)a—tg ka, ———————— =ctg(k+1)a — 
cos ka cos(k+1)a g (kt ) s sin ka sin(k+ 1)a ati, 
3 1 1 
—ctg ka; rezultă S= (tena—tg a), S2=— —— (ctg na — ctg a), iar 
sin a sin a 
E(a)= 2A tea na—ts a 
ctg na— ctg a X 
2) E(a)= sin(n— 1)a sin na :sin =tg na tga. 
cos na :cos a: sin(n—1)a 

Din relaţia 

cos na--i sin na=C9 cos” ai C3 cos” a sin a—C2 cos” a sin? a— .. - 


rezultă pentru exprimarea factorului tg na: 
dacă n=2m ; 


ci tga Cta. HOO D Caor tge a 


tg 2ma= 
S 1—C2 tg? m02M+4 s2m 
—C2te2a+ ... F(—1)"C3nte?” a 


dacă n=2m+1 
1 tg a Cmuutet def «e HO DPGIT E tota 


(6; 
tg (2m-+kl)a= = a 
: 1— Cats? a+ «+ H1) Cam ate?”a 
i “locuind expresia factorului tg na în funcţie de tg a, se obţine E(a) numai 
i ; 


ı funcție de tg a. 


135. Se consideră sistemul 
_ (1 +sin 2a) sin x-+sin y+sin z=0 
= |sin a| sin z+sin a sin y+|cos a| sin z=0 
cos a sin z-+-|cos a| sin y+-sin a sin z=0, a=[0, 7]. 
1) Să se determine valorile lui a pentru care sistemul admite şi soluții 


mebanale. 
2) Să se rezolve sistemul în condiţiile de la 1). 


Soluţie. 1) Cu notaţiile u=sin x, v=sin y, w=sin z, sistemul devine 
liniar omogen în u, v, W; fiind omogen, este compatibil (admite soluția banală). 
dmită şi soluții nebanale se impune condiția 


Ca să a 
1-4-sin 2a 1 N 
D(aj=| |sin aj sin q [cos al |=0: 
cos a ` Jcos al sin a z 


fı acest caz sistemul “devine nedeterminat, 
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errem op mem ae ae 


Pentru a€ |0. 5), deoarece |sin a|=sin a, |:os a| = cos 4, rezultă D(a) == 


= — sin 4a; D(0)=0 pentu a= =, kez, 


. ; m re T y „| 7 . 4 
Pe intervalul considerat se află soluțiile a =0, a = T Pentru de F z}, [sin a| m 
A 7 


—sin a, |cosa|= —cos aşi D(a)= +2 coș? a (cos a-++-sin a)’; ecuaţia D(a)=0 
R 3 ze m Ih 
are soluțiile a=A4 rr = a= THa, ki,/kgEZ, iar pe 5 7] se găsesc soluţiile 
T 3r ; 
a=, a= =: 
2 


2) I) Pentru a=0, sistémul devine 
utot+w=0, w=0, u-+v=0, sau sinz=0, sinz+siny=0; soluțiile sint 
(z, y, d)=(mr+(—Dily, y, nm), yeR; m, neZ, 


II) Pentru a= = vezultă sistemul 
2u4-v4-w=0, utvt+w=0, u--v-4-w=0, sau sinz=0, siny-+sinz=0 cu 
soluţiile (x, y, 2)=(mr, nr (1) z; 2, zeR; m, nez. 

IID) Pentru a== S sistemul are soluțiile de forma I, 


Li 


NY IV) Pentru a= = sistemul are soluţii de forma II. 


136, Pie P un poligon convex şi R poligonul ale cărui vîrfuri sint mij- 


3 
foacele laturilor lui P. Divizind (ciclic) toate laturile lui P în raportul P 
cos 


9e(—x/2, n/2), se formează un nou poligon Q. 

; 1) Să se exprime aria Q fn funcție de aria P, aria R și 6. 

2) Să se găsească min aria Q. 

3) Să se. determine 0 astfel ca- aria Q să fie media aritmetică a ariilor 
lui P ṣi R. ; 

Soluţie. 1) Notăm s=sin? 0, c=cos? 0 şi observăm că s+c=1, : 
„Considerăm un triunghi A BC. Pe segmentul AB luăm un punct D, iar 
pe AC luăm punctul E așa ca AD: DB=s:c şi CE: EA =s : c. Deoarece 
s+c=l găsim aria (ADE)=s aria (ABE)=sc aria (ABC). 

Fie AoA.. : Ana poligonul convex P şi BoBi... Baa poligonul e 
așa ca B, să fie între A, şi Asa și A+ Bu: BiA i1 =s tc. Cu observaţia precedentă 
găsim 


aria (BA a Bia) =sc aria (A cl ca Acea) 
şi prin însumare după i obţinem ; 


n=l n=l 


3) aria (BA sa Bea) =se d aria(A 44 e a 4 ua) > aria P aria Q. 
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| 
Luind $ec= — găsim 
ġ ï 


In ~] N 
~ a aria (A cl ca Acasa) =ariaP — aria R. 
-m0 
De aici deducem 
aria Q=(1 —4sc) aria P-+A4sc aria R, 


adică 
ama Q=— (aria P) cos” 20--(aria R) sin? 20. 
X . WEN 
2) Deoarece aria Q=aria R+ (aria P—aria R) cos? 20, rezultă că 
t 
min aria Q=aria R se atinge pentru 0= 4 =: 
8 4 


3) Să presupunem că 


= aria P+ = aria R=(aria P) casă 20-+ (aria R) sin? 20. 


Găsim X 
| (aria P) (cos! 20 a + (aria R) (sin? 20 — z)=0 
sau 
(aria-P—aria R) (cos? 20— 30. 
Rezultă 0=+ 2, 4 Zo 


dusă din virful A. Fie M, N proiecţiile lui D pe AB, respectiv AC. 

1) Să se arate că BMNC este un patrulater inscriptibil. 

2) Să se calculeze aria patrulaterului BMNC şi aria cercului de diametru 
AD în funcţie de BC=a şi de unghiul +ABC=ea. 

3) Să se determine unghiul a astfel încît raportul: dintre 
aria patrulaterului BM NC şi aria cercului de diametru A D să fie 
egal cu un număr pozitiv A. Discuţie. 

Soluţie. (fig. 152). 1) Se observă că x RCA= X% NDA ca 
unghiuri cu laturile perpendiculare; apoi xNDA= x NMA, 
deoarece NDMA este un dreptunghi. Rezultă + BCA =x NMA 
și deci BMNC este inseriptibil, 

O altă variantă de soluţie este să se țină seamă că 
AABC~AANM, MN fiind antiparalelă la BG, 

2) Avem AC=acosa, ABmasina, a-AD=AB-AC. 


| 9 ; N ; TA + 
Fig. 152, Deci AD=a sin a cosa şi Acoro* To sin? 2a 
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137. Fie ABC un triunghi dreptunghic cu ipotenuza BC şi înălțimea A D, 


EEES SOISED E ea a a, 


PIOR ar 


Pe de altă parte AM=AD cosa=4 sin a cos? a, AN=AD sin ase 


=q sina cosa şi deci AaAmy= —a2 sin? a cos? a. Cu ' acestea găsim 
2 i 


aria (BMNC)=aria (A BC) —aria (AMN) = A a? sin a cos 4— = sin? a cos? g= 
2 ESS 2 Apt: | 


3) Unghiul « se determină din egalitatea 


aè è A 1 + T 3 & 3 
z sin 2a ( —— sin2 2a) =) as sin? 2g. 


S Deoarece «e [0, = rezultă ecuaţia 4/1 — 2 sin? 207 sin 2. Notind 


t=—sin 2a, ajungem la ecuaţia P-Lrt—4=—0, care are rădăcini reale distincte, 
deoarece A=x22-4+-16>0.: Evident, de la: această ecuaţie convine numai 
rădăcina pozitivă, căreia îi impunem condiţia 

SID 2 
o< g(a V16) <1 : ; rezultă ; > a 
; ERAT 
Pentru aceste valori ale lui Afse obtine sin 2%x= ~ (=m Va 16), 


Tcare se satisface pentru Es cade S2 arcsin — aaa VTO a unde „se 


ia k=—0. Observăm că la aceeași concluzie « se ajunge ţiniînd seamă că ecuația 
în t admite numai o rădăcină pozitivă (suma S=—rA<0, iar produsul P= 
— —4<0); fie îi >0. Prin relaţiile f(0) :f(1) <0 cu f(1)=0 se impune condiţia ca 


ti€ (0, 1] şi rezultă à> s-a notat cu f(î) valoarea trinomului pentru fe R. 
a ean. 


7138. 1) Ce relație există între laturile unui triunghi dacă între unghiuri 


avem. relaţia s 
A+B 


(I) z cos Ey cos my; 


(IJ). sin A sin B=3 sin 2 


2) Să se arate că dacă într-un: triunghi. este- satisfăcută relația a 


=Mp(p—c0)— —atlcosC, atunci triunghiul este isoscel. 
(Gh. Vernie} 


că 


/ 
G 
Soluţie. 1) (D A ambii membri cu cos m S şi ținìnd seama 
i E A ER AXR 
A+B+C=n, relaţia se scrie în forma echivalentă! æ sin pet aa esa da 
Ene că 


Y ne pi . : B ză i C Deoarece e ma 
= sin C, adică z(sin A-psin B)==y sin C. Deoarece rS a mG 


a 2R gasin vla b) =y. 


fa AD aa în Acea i iu 


(II) Utilizind teorema sinusurilor și relaţia sis m ZIC, găsim 

5 2 d 
« Apei oT PA ) y 4 o ASA 5: PE 
Sbd + cos C) =3c". pe de altă parte 2abcos G=a?-+4b?—c? (teorema cosinu- 
ului). De aceea (a+b) = (20)? și deci a-ț-b=2c, adică c este media aritmetică 
a laturilor aşi b. 


Li i 2 4 na fi G A 3 + 
2) SUCE avem COs Ga 0 O APP za e tai Ce 
apt i Ap(p—c)— 1-}cos C 2p(p—c) 2 
3 —c)—a J= w i —c0)—a2 ji f 3 f 
<e ile e aa Apa) e ape) a, Ultima egalitate este echivalentă 
2p(p—c) LP(P— 6) 2p(p—c) i 
eu 2(p—a)(p—b)=2p(p—c)—a% înlocuind p= Z(atb+o), găsim b2=c?, 


adică b=c și deci triunghiul este isoscel. 


139. Fie a, b, c; p, r, R, I, H respectiv lungimile laturilor, semiperimetrul, 
raza cercului înscris, raza cercului circumscris, centrul cercului înscris și orto- 
centrul triunghiului ABC. 

1) Să se arate că be-+ca-tab > (AI4BI+4t4)*, cu egalitate dacă şi numai 
facă triunghiul este echilateral, 

„ 2) Presupunem că triunghiul A BC nu este obtuzunghit Să se demonstreze 
că s2>2R2+8Rr+3r? sau, echivalent, a+b? Fc > (AH +BH-4+ CH) cu ega- 
litate dacă şi numai dacă triunghiul este echilateral sau isoscel dreptunghic. 

(The Amer. Math. Monthly, 1972) 
Soluţie. 1) Au loc următoarele relaţii: 
ză ? a A DA DEB, SIA RR a 
Zab—(SAI)=4R [sin Asin B—4 (= sin? = sin? — +2 sin — sin — sin —-- 
Ip) 2 2 2 2 
za RA Egil pp a zip ei (Pi SR e Ai van DI pa Na G. „A 
sin =—)|=—16R2|3 sin — sin — sin ——2 sin —sin—sin—yY sin- | = 

ZAS z] ( | Zi: d 2 2 2 2 2 | 

— . o A+B < 
=4Rr | 3—2 SD sin 2 )>4Rr [s—26 sin E os AB +-1—2 sin? Asa )] >0 
2 4 4 4 


T cu egalitate dacă și numai dacă ABC este un triunghi 


(trinom în sin 


echilateral. 
2) Notăm «a=7—2A, B=n—2B, y=r—2C. Avem Da? —( EAH} = 


=4 R? e însa) ică pri ` adevărată. 
=AR Z cos = (sin ) |>0, adică prima parte este adevărată 
S ATAUT ? AACE E : E ei Atelea 
„Dacă A ez atunci > cos a =2 şi (sin =) 1+sin B. Astfel eg 
litatea are loc numai pentru 
2 - 
Dacă A #n7/2, atunci intervin inegalităţile 
in £ in A S 2 s A sin sint s)! 
(sin gina =)>0, sin man -+ ; 


7 


09709 Sr DAITEN AA [EREE A erT 


SEPP 


Dare 


P EEPE gA 


aA 


: FAVT a) jay 
(sin a 1/2 [si A >0, cos | LA sl. 
P| 2 2 3 


De aceoa egalitatea are loc numai pentru triunghiul cohilateral. 


Ea | è 


140, Se cere: 


P A i 1 i 
1) Să so rozolve ecuația —— BR a fa sea 
sin £ sina sinsi 
a AA 1 1 1 
3 2) Să se arate cù =p me = hp dO Ai Ag... Ay este un 


A 1 A ù Ar A 3 Ay A 


heptagon regulat, 

3) Să se transcrie ecuaţia de la 1), utilizind substițuţia 2 sin f=r Să se 
deducă că latura heptagonului regulat înseris întrun cero de rază i este so- 
luţie a ecuaţiei a0—7a4-1422—7=0, Ce reprezintă (în heptagon) celelalte 
soluții pozitive? 
er: . y 

A Y 2 3r 7 R An da 7 
4) Să se arate că sin E + sin? ksin? 5 -7 „stu Asia sisin == = AȘ, 
d í 

5) Să se exprime sin 7l prin funcţii de argument simplu; folosind sutisti- 
tuția 2 sin ¿=v să se deducă ecuaţia de la 3) din sin 7t=0. 

6) Să se rezolve s32% ..: <-zA4-1=0; să se arate că prin substituția 

1 E A 
2—x? =r- — această ecuaţie coincide cu cea de la 3). 
z 


~ ) (N. Mihăileanu) 


S i ; In| 
Soluţie. 1) Se impune të- kr, kr ui kr -b krp ŞI kez | 
F 91]. D 
f Deoarece aAa K l Sh St-sin 2t 

sin 2 sinsi sin î(sin 4t4-sin 20) 


4t=(—1)" 3t--mr, mE Z; soluţiile sînt t=(2n +1) S naz (2 |m=imparj $ 


, ecuația devine sin St=sin 4t, adică 


G] 


2) În heptagonil regulat (înscris într-un cerc de! rază R) Arda =2R sin - 


| 


A ste Amt a An 
şi corespunde unghiului la centru ai analog, AAs=2R sin > Și 


j ~ r ; D Pi 
An A,A, =2R sin z, Deoarece (=sin Š este soluţie a ecuației de la 1), ae verifică 


? 
1 1 1 AI carți 1 1 
z 2r 37 Aida Arday Aidi 
sin -— sin — sin — 
7 7 ? 


3) Cu substituția sin = = şi deci sin 24 VIZE, sin 3t- FAR: 


1 it? = 
ecuația’ de la 1) devine L-i R ANETE ean B sau gt—7at-bltr— 7 R 
Din 1) și 2) rezultă că celelalte două soluţii pozitive corespund diagona- 


lelor heptagonului AsAs și AA 
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4) Cu substituţia 22=—y, ecuaţia de la 3) devine y?—7y°-}14y—7=0 


D 


si are rădăcini a, ) OA U n2 9 sin 
şi are rădăcinile y;,=—x; deoarece ġ=2 sin, Da==2 sin —, Tz=2 Sin-—, cu 
i 7 7 
relațiile lui Viete pentru ecuaţia în y, rezultă egalitățile din enunț. 
n 


5) Gu formula lui Moivre, (cos t-}i sin în = SUC], cos” 1 t sin! se 


i J=0 
exprimă sin 7t=7 cost £ sin ¿—35 cost t sin? (-+21 cos“ t sin? (—sin? L; eliminînd 


; REAN a DARDS, A „sin 71 | 6 
factorul sin ¿ şi făcînd substituția 2 sin {=x în ecuația TE =0, rezultă ecua- 
x sin t 
ţia de la 3), \ 
zi 


6) Ecuația din enunţ este echivalentă ecuaţiei =0, 271, şi are 


z— 


Ra 2k SERERA S A 5 
soluțiile Z=» cos Er sin z pentru ke{1, 2,..., 6). Deoarece ecuația 


a > ERY ă È 1 i A 
din enunţ este simetrică, cu substituţia y=z-+ — rezultă ecuația y? py — 
s z i 


—2y—1=0y cu substituția. y=2x? rezultă ecuația de la 3). 


141. Se: consideră x—f(x)=sin 9x. 

1) Să se descompună f în factori de gradul întii în sin d. | 

2) Să se scrie ecuaţia algebrică în t=tg x, echivalentă ecuației f(x)=0 
şi să i se expliciteze soluţiile. 


2 3 4 
3) Să se calculeze P= cos cos o cos a cos E 


4) Se consideră nonagonul regulat AA. „. Aş înscris în cercul de rază 
R=—1. Să se calculeze S=4 43 HAA AA As: ; 
Soluție. 1) Se foloseşte descompunerea (vezi probl. 159) sin 9r= 
18 ARGA i i 


Y 18 ` 
=H —1) Ge KSA EESIN = „ unde T= =, keţ1, 2,...;18) sînt so- 
k= Li 


á 
` 


E ea Na : sa 1 
luţiile ecuaţiei sin 9v=0, cuprinse în intervalul (0, 27]; Cs= S deoarece 


j eton gtin. 1 z281 E) 18 a 18 A : 
sin 9x = = — e Se observă că Sau = aa k=19x şi deci 
21 2. 2 o A 9 A 
18 x 
` T kr 
DR 197 z—(9+k)— Aro 
2 k=l k er | 9 9 RN IL 
Pi =¢ 2 =i, deoarece) sin = 7008, rezultă că 
PA kr i, kr HART 
sin 9z=— 2° Jy sin e a mat II [cos — sin ysin — cos v). 
k=l 9 kal 9 9 
2) Ecuația în t=tgm poate fi obținută din descompunerea de la 


punctul 1), Altă variantă se bazează pe utilizarea formulei lui Moivre, 
. 3 4 ind a N aaa m sin m T ans m sint 
sin 9z Gl cost sin CB cost a sin? -HG7 cost w sin? Gg cos sin! t 
+C? sin? a; 


pentru cos x0, rezultă (9. — 3647-5128 —848-p9t==0, 
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5 retete 


Rădăcinile ecuaţiei sint ttg S, ke{1, 2,..., 9h eliminind soluţia 


kr 


t=0, rămîne ecuația /9—30/0-4-126/1--841-490=0 și deoarece tur a ina 


ir: N Tr AA ADEN "2 dr 4r 
5 w= — tg tE soluţiile ultimei ecuații sînt tgi, Etg, Fgm „E fra ? 
AA è ŞI ks X t, la A 
A 3) Observăm că ecuaţia ut—36u9-+126u2—84u+9=0 are soluţiile 
y 4 4 
i; t ` Pariu e, 1 
i u; =tg° Z, je, 2, 3, 4) se calculează P?= yy cos? Pup Si ŢI ———— m 
9 j=1 9 j=14 $ tu’ Jr 
| 9 
4 
$ = vi MR Îi s 1 
me Îl , Vinînd seamă de relaţiile lui Viete. Rezultă P?2= —și deci P=—s 
îm l+ug 2 A 16 


4) Latura nonagonului A4 =2 sin ri iar lungimile diagonalelor A; A3 = 
=2 sin =, AA49=2 sin I, A45=2 sin T; 


A i 2 A 3 A 4 a 5 
i S=4 (sin a = sina a ++ sin? D -+ sin? $) şi deci 


eI Y À i N 
4 4 
S=4 55 8 =4 55 +. Cu relaţiile lui Viete, rezultă $==9. 
: iT 1+u ; 
ISI 4 tge? j=l 1 i 
X 9 


142. Ecuația binomă j 
Fie z—f(a)=ă"—a, nEaN; x, ae; f(z)=0 este ecuaţia binomă. 
19. Se consideră z=f(a2)=z"—l, ze. 


î 1) Să se rezolve ecuaţia /(2)=0. 
$ ee 2kr EBA alee 
2) Să se arate că 5) cos=——=0, >> sin =——=0. 
zi n kal n : 


k= 
3) Să se descompună f(x) în factori reali de grad minim. 
Soluție. 1) Deoarece 1=cos0+i sin0, din z"—1=0 rezultă Tr = 


2k7 Sete DAT 
= cos = Fi sin — unde, spre exemplu, ke K={1, 2,34, n}. 
i n n 
; a E re D pt ai Me 2kr. 
2) Din relațiile lui Viete rezultă că N zare za şi deci pa Tia 
h RSI 0 i pl 
Da pt EPIR i 
=0,. YD sin SE =, iti dle 
k=l n i An RE ; 
Alt procedeu. Dacă se consideră z == cos m P ESES Ra SONG 
n n n. MEL na yona nl 
„2kr ; ou RRT k AES SS a m (cos — rr 
2o cos = ki DO sin mE = zf SENTI TAE aa gia n 
+ isin d aa =0; din egalitate rezult concluzia 


TE 
sin 
n 
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Y 


2kr „_ 2RR 
3) Pentru n=2m, t= cos — -pi sin —& €R, dacă sin Kiut =0; deoarece 
2kn Asu foto 2m 2m 2m 
J e(0, 27x], rădăcinile reale sînt £m eră Lom = +1. Observind că Tzm-p= 


m-i 


=2,, rezultă f(x) = x?” — 1 = (x?— 1) i (2 — x,) (£ — Z) = (1?—1) A pA 
— 2 cos 241); 2, este conjugatul a al lui zp. Pentru AT 


şi raționînd analog cazului, anterior rezultă 


+i. sin 


X= CUS 


2m+1 
Domul = 1, Temal- Tp Şi deci 


Marae (1) I ara) a2 cos 22% r+). 
p=1 p=1 2m+1 


Observație. Ecuația binomă poate avea cel mult douăfrădăcini reale; 
A = SAT 2k a 2k 
într-adevăr, 2; =V/lal| cos =E +i sin EET), RE 2 ana argia. 
n n 


= pa ORI > zic 
Observăm că sin orete O, unde ———e(0, 27], dacă există valori 
n n 


2k 5 = z 
ke{1, 2,... n} pentru care Taa 27} deci cel mult două valori. 
n 
2°, Se consideră z5 —a=0, a=cos «+i sin a. Să se determine «e [0, 272) 
astfel ca una dintre rădăcinile ecuaţiei să aibă imaginea situată pe prima 
bisectoare în primul cadran din R22C; pentru valoarea a determinată, să se 
afle toate rădăcinile, ecuaţiei. 


Soinţie. Deoarece |a|=1, rezultă z, = cos 


2kr a 2kr 
Ceea E sin Leian ke 
Əd 


95` 
e40,1,2,3, 4}= K; (2) = (£r, DG y)ly=zx, t >0}, dacă arg z= = , adică 


coat zi Fe = 7 sau = i o par ke K. Singura valoare -a lui æ; care satisface 
5 4 


ba T 
este asa —, În acest caz rădăcinile ecuației sînt Zg. = COS ara sinc 123 = 
T 


PA 


= cos 22 + i sin e, Z2 = COS i sin Tz, Za = COS Dagi sin m, 
377% zi ia Aki 
aora za 
„Să se arate că C a (252 —d)"=0, a €R, are rădăcini reale. 
aa Deoarece z=a nu este radacina se scrie apen z#a): 
( =) =l, care are soluțiile u; = e cos B hi sin e, keț1,2,. 


~a 


nna 
z—ă 
a—duy 


=K, iaf Z; = ZT: i 
k 


Observafie, Din considerente de simplitate a expresiilor, acceptăm relația 
Jui Euler: cos pi sin pe” Rezultă imediat, cos e—i sin p=e™, cos 9= 


a 
= 2 (4e), sin 9= Z (ete 12); 
2 
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| 


cerere 


i ă 2k i ra ate “i 
Revenind, dacă a=re"?, Ly is eta ga 27, cu observația că Zare%, se 
n 
N dul AB ) ($ p ) CA 
ip eilu—9) TD -(3 RATTEN —21 sin (2-0) 
. et—e e è 7 
obține z; = r ——— =r pigi ; 
i -iaa faja 
mie ta zi eu —2 sin & 
y 2 
ă kr 
sin — —9 
i rezultă deci z, =T  kek 
kr 
sin — 
n 


/ 


143. Rădăcinile unităţii 


` 2kr 8... 2k 
Mulțimea  (z,|zy = cos Esi Simia e ), unde, spre exemplu ke 
n n ` 


ei, 2,..., n}, este mulțimea n-rădăcinilor unității. 

1°. Se consideră z”—a=0; a, ze. 

1) Să se exprime rădăcinile z, ale ecuaţiei în funcţie de n-rădăcinile 
unității. IS X} i 

2) Dacă z=(x, y), să se determine poziția punctelor (£ Y:)=Zę în 
planul R2=C. 


3 A Soluţie. 1) Dacă a=arg a, zo=cos * i sin *, atunci rădăcinile z, =y jal 5 
y n n 


2k n 2 — ` — ; 
(cos a are ali Sin E) => Val -z0 +2 unde r= Va] este factorul de ex- 
d n n 


y tensie (contracție), iar £ arg a este elementul de roralie corespunzătoare 
E: n d N 
lui aec. 
F 2) Deoarece lz: =yVlal, rezultă că Zr=—(£r, y+) se situează pe cercul de 
“rază r, cu centrul în origine. Repartizarea pe cerc este determinată de un- 
T ghiurie {2p jke{1, 2,..., n}}; mulțimea imaginilor rădăcinilor (za) 
[i n n i 
determină o diviziune uniformă a cercului (în n părți 
egale), adică determină un poligon regulat cu n la- 
turi, înscrise în cerc (fig. 153). este 
2°. Fie (a) — rădăcinile de ordinul n ale uni- 
tăţii. Să se calculeze: 
4 2 y3 
i TI Tie O 
TILI wA D 
5 ou d Aa 


zh za ad ue DEA 
n 
2) P= TI (22—2a, cos p-hl). 


sal A 
3) aria poligonului convex: cu vîrfurile Si 
unde M, sint imaginile rădăcinilor zu kS {1,2,3 N}; Fig, 163. 
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-< deoarece a—1= H 


Solutie. ape E de PER 4) : x 
N ţie 1) Observăm CĂ Dita Ti =T...» Ti=Tn apoi adunăm, spre 
emplu, elementele celorlalte linii la elementele primei linii şi rezultă: 


R E BE Epa 
=fr A Š i a; 
D=(@i ttait.. +2) Va va Lai Ti =0, deoarece 5 t= —7 =O. 
— a 
à ROTON k=l 7 


Di Ti To.: Tni 


2) Fie b=cos ọ}i sin ọ, b=cosp—i sin ọ;`se transcrie produsul 


CNTEE II (0—2) : i (aa) (D001), 


n 

(x—zx,). Se înlocuieşte b"=cosne-i sin nọ, bn = 

k=l e 5i 

=cosng—i sin nọ şi rezultă P=2(1—cos nọ)=4 sin? RE 
` : j ţ 2 


La: An 


3) Fiind poligon regulat, aria ((M,)=n- o te z DSN cos, 


nA N i SEE S S 
= — sin —. Pentru a exprima arla: in funcţie de: £y, observăm că IE = 
n A 
1 2 3 3 n 
= |T Tril An geci za]; deci aria ((M,))= te Ta: 


i 


` epot À- S: v ~ . . popas. ~ 
3°, Să se: verifice că mulțimea n-rădăcinilor unităţii formează grup 
multiplicativ abelian; să se evidențieze un izomorfism între mulțimea rădă- 
cinilor (7) şi mulțimea indicilor ke K. 


â a i 2k Ra 
Soluţie. Se consideră M == cos E SE Sin BAI: 
ăsta 


` X n 
cinilor de ordinul n ale unității; fie ke, An EET 
D)Vzp La M=Tp T= COS An (p4) Fi sin m (PEI) =t 3 SPIS 
n n 


— mulţimea rădă- 


<2n—1; dacă p}q<n, atunci Tz €M, dacă ppq=n+}s<2n—1, atunci 
—z,2M, deoarece 1<s<n—l. În concluzie, MxM-—M prin legea ( -. 
ID Vzp Ze XM, se arată că (Ep14) Tep (TaT); într-adevăr 
(1:20) Le Lipa ŞI deoarece pe mulțimea indicilor (mulţimea numerelor 
întregi Z) adunarea este asociativă, rezultă 


Ioa 


SEE ti ea a Dir 
Lipt ots = Tatts) top (Sa `T). 


i 4 2R 
III) 2,:=1 este elementul neutru (unitate); Vt = M, za Ta =cos (ptn) — + 
R 
+i sin (p+n) 23% =—7, deoarece funcţiile sinus şi cosinus sînt periodice, 
n PI ; 
de perioadă T =n, Ly Ln = Tn Lp =p 
IV) VzpeM, n-p čp este Simetricul lui ay în M; într-adevăr tp t= 
Ly '1n-p = Im 
V) Deoarece înmulțir 
S-a arătat că Zypm:n = Ym VI 


ea este comutativă in C, grupul M este grup abelian. 
ne Z (din periodioitatea funotiilor sinus şi cosinus); 
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PRI E ae Pe ep 


sapa e 


PAR TRAD e ee Dep ape 


rezultă că dacă G, este o clasă de resturi (modulo n) atunci VrpeCp=trplrp= 
=p+n n, meZICZ, se satisface T, p=£p4m:n =i: ; 

Considerînd clasele de resturi (modulo n) {C,|ke {1, 2,..., ny} şi ke Cp 
rezultă că mulțimea indicilor K, corespunzătoare mulțimii M este K= 
= ha Ka, SA kb ke Gy: 

Deoarece VK, keK se satisface Litr “Tn Trp ultima egalitate de- 
termină un izomorfisth al grupurilor {M, -} şi (K, +} ultimul grup poate fi 
înlocuit prin (Z, +(modulo n)} cu condiția ca din fiecare clasă de echivalență 
C, să se ia cîte un reprezentant. 

4°, Se consideră! polinoamele P(x) = mm anti 4, -p grtn, 
Ql) =x ap... ri. Să se arate că P este divizibil prin Q; 
N Mas ss MEN. i ; 

Soluție. Pentru a arăta că P |Q este suficient să arătăm că Q(z,)=0 
>P@)=0, ke], 2,..., n—1} i z 

Deoarece T(x) =0(2)(z—1)=—x"—1, rezultă că {x} — rădăcinile ecuație 

Q(&)=0, sînt rădăcini de ordin n ale unității, x, #1 : Q(@,)=0. Deoarece r=} 
se obține 


P(t) =l Htt e e Fr i= Q(T) =0, ke {1, 2,..., n—1}. 


În concluzie, P : Q. 


; 144. Fie z”—a=0, a=] a| (cos a-i sin o), cu rădăcinile z,. Să se deter- 
T mine: SEN ; 
1) ecuaţia care are rădăcinile tr,=zr}Zrņ ke(1,2,...,nk) 


2 aa s 
2) ecuaţia cu rădăcinile tł; = ÎI Zi aj KE VIE Nb PSR 
1720 SES 
3) identificind R2=C, să se determine poziţia imaginilor rădăcinilor 
pentru 1), 2). 


S „a 
e dia 
Solutie. 1) Observăm că z=Vlale * 


£a unde x, sînt n-rădăcinile 
“unităţii şi deci 3 


N 


PL i a i (33) i n s 
—— g — a nn), n n 
ti=Vlal e "(sikta =Vla e Pe "le "re = 


; s PEL (ats) 
sa = 2V [a] COS + e E e n n ` 
Fi a 
n i RY pilki i)n ha [coş SIE zultă ecuaţia 
Deoarece 1n=2"ja| eta | cos —] » eterna — 2ha ce dead r9 
n 
bino mă 


4 


In 2"a( cos 2) =0. 
n 
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2) Procedind analog lui 1), rezultă 


2kn 2n í 2n 
ra fra 1) 


TE RR A i 
p=2Vla] e'n. e * (1e "+... +e j= 
DES f at E ES 
¿2 4 2kr e n (+ e n) 
Na haa 
=2Vlae Pie "ne un y 
aale a n) 
T sin p — | A 
LD) Arca i taktp-l 7 ua , E % reia 
=2Vlal etaln e Hi şi ecuația binomă î"4+2"a(—1)? 1 PRE 
TE 
sin 33 sin — 
n n 


Cazul 1) rezultă pentru p=2. 
3) Rădăcinile fp se situează pe cercuri cu centrul în origine și de rază 


/ 


PR 
sin — 
distanța (unghiulară) dintre imaginile a două rădăcini 


—oxlia] 


i E, 27: S Sai a A sa ua pe EN $ 
succesive fiind 0= —; față de rădăcina Zx, imaginea rădăcinii î, a suferit 
n 


, 
TLI 
Sin — 
n 


o rotație cu [Ep NE 
„N 


145. Pe cercul cu centrul în originea axelor şi de rază egală cu unitatea 
guu 
se consideră un punct A, care satisface + A0r= a 


1) Să se determine ecuația binomă de grad minim cu coeficienți reali, 
pentru care punctul A este imaginea uneia dintre rădăcini. 

2) Dacă M, sînt imaginile rădăcinilor ecuației deter- 
minate la punctul 1), să se calculeze volumul piramidei, 
avînd ca bază poligonul regulat cu viriurile M, şi înălţi- 
mea egală cu diagonala mică a poligonului de la bază. 


Soluţie. 1) Se notează z=c0s i sin şi se pune 


FAR sp. A $ ; NR 
condiţia să verifice ecuaţia z"—a=0, deci a=zi=cos— + 
6 


PRESENT, A SATY n a 3 
-+i sin —; din condiția AN r rezultă n=6 şi se obține 
e 6 


Fig, 154. 29351 =0, 


are rădăcinile  zu=cos 


mt akr FR ui 
atata Cal 
Să | i a) $ 

VE și aria (MuMa + M) = VS (rig. 154), 


Ecuația  z%+k1=0 


kE 10, 1 s...) 5), Deci lel, lg = 
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diagonala mică este MM; = l, Vă. Volumul este V= =h: Ama 


i SV S 
mici Le miri 


146. Fie matricea 


-1+ 3 cos? t 1— Ž cost sint 
Ali = a 7 , IER. 
9 3 
—1—— i t —14+ — sin? t 
X A sin î cos -l sin 


1) Să se găsească valorile proprii ale matricei A(f). 

2) Fie zı, Za valorile proprii ale lui A(2). Să se determine raza cercului 
circumscris triunghiului ale cărui virfuri corespund afixelor z=0, z=z, şi 
323. ` Ă 
Soluţie. 1) Avem de găsit soluţiile în C ale ecuaţiei în z, 


-14 Š cos? t—z 1— Ž cost sin î 
=0, f= arbitrar. 
ee sin £ cos £ -1+ 2 sin? t—z, 


j Dezvoliînd membrul stîng ajungem la 2224-24 1=0. Deci ZI. = 
iat) | 


2) Se ştie că dacă a, b, c sînt laturile triunghiului, S- 
este aria şi R raza cercului circumscris, atunci abc=A4ARS. 


- al 1 
În cazul nostru punem a=|z| = Va b=|za| = TE c=|za— 
| X S A a 1 
—za| = ya: deoarece înălțimea triunghiului este h = T 
2 : : 


1 TGS 
avem S= F v (fig. 155). De aceea R=1. 


147, Funcţia z=z+iy—Z= | = A , X, YER, este un izomortism între 


t . ` 
“eorpul comutativ 'al numerelor complexe şi corpul comutativ al matricelor 


de ordinul doi de tipul sei p s 


1) Utilizind izomorfismul şi formula lui Moivre să se găsească Z", n eN. 
2) Fie matricea complexă de ordinul n, A=[truhiyr]. Fie B MARSA 
reală de ordinul 2n obținută prin înlocuirea elementelor Xpat tYre Prin echiva- 
lentele lor matriceale S 
rin] Tr kerli 


Ura Tre 
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Să se arate că inversa A! poate fi obținută din B- inversînd regula prece- 


dentă. 
-Soluţie. 1) Fie z=x-+iy= p(cos 0-++i sin 0), unde p==|z|, 0=arg z. Deoa- 


rece z*=e"(cosn0--i sin n0), găsim 


VA p” cos nô p” sin nð vne N 
— e" sin n ọ” cos nf rad 


2) ie X=(z 3], Yva eşi Bj S x] o matrice inversabilă. Fie 


B= X Š inversa lui B. Relaţia BB-1=12, este echivalentă cu XL+ 
+YN=I„ XM+YP=0, —YL+XN=0, —YM+XP=I,. Acestea im- 
plică i 
X(L—P)+ Y(N+M)=0 i 
—Y(L—P)+X(N+M)=0, 
adică = 
pp ele Se O], 

` [NEM O ; ; 

De aici, prin înmulţire Ja stînga cu BI, găsim P=L, N=—M. Deci inversa 


BE MAEN 
lui B are în mod necesar forma SA T 


Deoarece BB = Ipp se teduce la XL— YM=l, şi ZE ME YL=0, rezultă 
că inversa lui A=—X-+iY este AT = L-HiM. 


148. Fie r =el, k=1,2,:..; n—1, rădăcinile complexe ale uni- 
k . 
tăţii. Se consideră matricea 


Tl 1 
a a pa 
3 EET AES 


r; 


1) Să se arate că dacă tT este conjugata transpusei lui T, atunci T Tal. 


2) Să se verifice că relaţiile z;=— Sentin + Y 1=0, 1, n—1, împlică 
j=0 
1 n—1 E n=l AE s 
= Pa e T4 Și a [al =n Aln 
e=0 
soluţie: 1) Calcule Apei A 
2) Se observă că dacă q; se presupun date, atunci 
n=l 
; A = l0 e aneh 
i $ = 3 
E) Ja t> 


ii cun necunoscute Yos Yis.» 


pon mogap den ecuaţi 
, Ya-ıh atunci sistemul 


este un sistem liniar 
> Ure 1 Y= [Yo Yis» 


Dacă punem X=" [2o tr : 
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precedent este echivalent cu ecuaţia matriceală TY=X. Se observă însă că 

y t 

La TA ` za: mlm m- x v = 1 EEA rE 

—T=T1 De aceea găsim T (TY)&T1X, adică Y=TiX=—TX. Ex- 
n 


n 
plicitind această egalitate matriceală obținem relația corespondentă din 
enunț. 


n=l Di n=l A pa —.. 3 
Se observă că 5" | x? ='XX și 59 |y? ='YY. Dar 'XX=(TY\(TY)= 


= {TYT Y)=(CF'T(TY)='Y(UTT)Y =n'YY, c.c t.d, 


149. Geometrie plană şi numere complexe 
(1) Fie z=z-tiy și z=x—iy două numere complexe eonjugate. Să se 
arate că ecuaţia Dzz--Ez4+Ez+C=0, unde D şi C sînt numere reale, iar E 


şi E sînt numere complexe conjugate, reprezintă un cerc sau o dreaptă. 
Soluţie. Se știe că un element al mulțimii formată din dreptele și cer- 
” 


curile planului este caracterizat printr-o ecuație de forma 

; D(a2-+y2)+24Axz+2By+C=—0. 

(Pentru D=0 avem drepte; pentru D#0 avem cercuri.) Pe de altă parte 
observăm că z= +5, y=— —i(z=2), adică coordonatele unui punct 
oarecare din plan se pot reprezenta cu ajutorul numerelor complexe conju- 
gate z şi z. De aceea ecuația precedentă este echivalentă cu 


Dzz+Ez+Ez4+C=0, 


unde E—A-iB şi E=A—iB. În baza acestor observații rezultă că ecuația 
din enunț este ecuaţia unei drepte sau a unui cerc din plan. a 

(2) Să se stabilească afixul punctului M care împarte segmentul M,Ma 
Într-un raport dat À. 


5 - MM 
Soluţie. Dacă — 


), atunci se ştie că t= y= 
=h ` TENE 3 1—A 


Mı(@ Y1), Mala Y2) şi M(z, y). Astfel afixul lui M este z=ztiy= 
Batza j Wa ua 
1—3 1—2 1—A 

pectiv Ma, 


=æ „ unde z; şi z% sînt afixele punctelor M res- 


Mijlocul segmentului MM are afixul 22%, iar centrul de greutate 
al triunghiului M,M,M; are afixul EN 


: A } i i —29)-t2a(2s— 2) PF 

3) Utilizind proprietăţile modulului şi identitatea zu(z2—23)-t2a(23— 2) + 
ali il Pp demonstreze că segmentele care unese uaa an 
triunghi echilateral M, MaMa cu un punet oarecare O din planul triunghiutui 


pot fi laturile unui triunghi: 
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Soluţie. Fie M,, M, 


două puncte și zi, 2, afixele core Zătoare lo 
3010} t i» Za alixele corespunzătoare lor, 
Se ştie că MMs=|za—z,|. 


Identificăm punctul O cu originea axelor de coordonate şi notăm cu 
Zi» Za» Zg, respectiv afixele punctelor M}, Ma, Ma. 
Relaţia  z,(z2a—29)-+20(23—20)—zo(2a—z) f sună ietăți 
z 1) =28(24— z1 mpreună cu proprietățile 
la+òb| < la]+lb], ab] =|a| -|b| implică [za] |zz—za| < |z| |z2—zal+kIzal lza—zal. 
Pe de altă parte, triunghiul M,M,M, este echilateral, adică |Za— 21| = za — za] = 
=|zs—2;]. Deci |zs| < l|z1|+lzal. 
Analog se obțin inegalitățile |z| <|zal-+klzel, Iza] <lzə| iza] şi astfel 
segmentele OM, OM, OM; pot fi laturile unui triunghi. | 
Precizare. Ecuația |z—zo|=—r reprezintă un cerc cu centrul în Zo și de 
rază r. ` 
(4) Fie punctele M, i=1, 2, 3, 4 și z, i=1, 2, 3, 4 afixele corespunzătoare 
Să se arate că patrulaterul M,M¿M¿M, este inscriptibil dacă și numai dacă 
Z4— 71 , Z4— 73 o. 
arg (E =180°. 
Z—⁄ Z%2— is 
Soluţie: Se știe că Mı, Mo, M, M4 sînt pe acelaşi cerc dacă şi numai 
4 — —> / —— — = 
dacă x (MM, MıMa) + + (MM, M3Ma2)=180*. Pe de altă parte se observă 
Š DER SPA AZ Zsa ae RFEA za Z 
ca 3 (MM, MM) =arg Ş * (MM, M3M>)=arg i , lar arg + 


$ Z3— z% Zale a 
E arg baut se arg LEU e arg = a =] + Cu acestea soluția 
AA Za l Za— Z3 Za—Z Z3+—Z3 7 
devine evidentă. 

(5) Presupunem că patrulaterul A1AzAsA4 este inscriptibil. Să se arate 
că cele şase drepte duse prin mijlocul lui A,A; perpendiculare pe A,A, (P, 4 
r, s sînt distincte) sînt concurente. 


A arg 


(The Amer. Math. Monthly, 1971) 

Soluţie. Fără a scădea generalitatea, putem considera că patrulaterul 

Azz, este înscris într-un cerc unitate. Dacă identiticăm punctele A, 

cu numerele complexe a; atunci dreapta care trece prin mijlocul segmentului 
AAa şi este perpendiculară pe A,A, este dată de ecuaţia 

da, = 
2—0,0,2= — (ap aq) poa Ori e 
î 2 apaa 


Rezolvind sistemul format cu cele 6 ecuații de forma precedentă rezultă că 
cele 6 drepte se întilnese în punctul = (aitat as -FH aa) 


(6) Dacă z=z-kriy, atunci uneori este comodă notația v= Rez, y= 7m2. 
Fie Mı, Ma, My trei puncte și zu, Za; Za alixele corespunzătoare, Să. se 
arate că aria triunghiului M,MaMs. se poate exprima în forma 
zmaž’ hmt 
A=- lanal rm ial batu 
i 2 Zami 


9 ——» 
MM MM sin (MiMa MM) n. 
Soluție. Se știe că £= r Up UA Dar MM = 


— —p 
we |29 — zil, Mi Ms = | zg ~ zilşisin (M, M} M, M3) =+ sin(arg are 
La] 


|Za— t| = 
mania, < Une 


=z] Zza = ži 


(7) Fie Q 


4-4 
Simple înlocuiri conduc la formula din problemă. 


a 


mulțimea numerelor 'complexe și f:C—C funcția definită 


prin f(z)=z+b. Să se expliciteze Ref(z) și Imf(z). Gare este semnificația geo- 


metrică a lui f? 

Soluţie. Punind z=x-+iy, b=b; +ib» găsim X= 
= Ref(2)=abhy, Y=Im f(z)=y+bx De aceea f: CC 
reprezintă o translație (fig. 156). 

(8) Se dă funcția f: C—C definită prin f(z)=az. 

(î) Fie aeR,. Să se expliciteze Ref(z), Imf(2), |f(2)| 
şi arg f(z). Care este semnificaţia geometrică a lui f? 

(îi) Aceleași întrebări pentru aeC. 

Soluţie. (î) Dacă punem z=z-+iy, atunci X = Ref(2)= 
=ar, Y=Imf(2)=ay; notînd p=lz], 0=argz, găsim 
If(2)|=lazl=alz] =ayV22+y2=ap şi arg f(z) =arg a+arg z= 
argz=—0. Astfel f: C—C revine la o dilatare a planului 
zOy, dacă a>l, sau la o contracție a acestuia, dacă 
9<a<l. Cu alte cuvinte, oricărui punct z i se atașează 
omoteticul său f(z), f numindu-se omotetie (fig. 157). 

(îi) Fie a un număr complex de modul unu și de 
argument ọ, adică a=—e%. Punem z= pe“; atunci f(z)= 
= peilete) și deci |f(2)]=p, arg f(z)=—9+0. De aceea f(z) 
se deduce din z printr-o rotație cu centrul în origine și de 
unghi e (fig. 158). i 

Fie a=reie, z= pe% Rezultă f(z) =rpei®+0) şi deci 
If(2|=rp, arg f(z) =ọ+0. Astfel f(z) se deduce din z prin- 
tr-o omotetie urmată de o rotație. 


(9) Se dă funcţia f: C—{0}—>C definită prinf(2)= +- 
Ñ z 
Să se expliciteze Ref(z), Im f(z), |f(2)|, arg f(z). Care este 
semnificația geometrică a lui f? : 
Indicaţie. Se procedează ca în exemplele anterioare. 


150. În interiorul unui pătrat dat ABCD se cons- 
truiesc triunghiurile echilaterale ABK, BCL, CDM, DAN. 
Să se demonstreze că mijloacele celor patru segmente KL, 
LM, MN, NK şi mijloacele celor opt segmente AK, BK, 
BL, CL, CM, DM, DN, AN sînt cele 12 virturi ale unui 
dodecagon, regulat, 


(0.1.M,, Jugoslavia, 1977) 


Solaţie.Fixăm un sistem de axe carteziene cu origi- 
nea în centrul pătratului de latură 2a (fig. 159), Atixele 


punctelor G, D, A, B sînt respectiv a(1--i), a(—1-+i), a(—1—i), a(1—i). 
Deoarece înălțimea triunghiului ABK este aV3, afixul lui K este a(V3—1)i 
Analog afixele punctelor L, M, N sînt respectiv a(1 = v3), a(l — Vs), a(V3—1) 


Tinind seama că afixul mijlocului unui segment este semisuma afixelor 
capetelor segmentului, deducem: 


— atixul mijlocului lui AK este S [A +i(V3—2)), 
— afixul mijlocului lui KL este [1 — V3+(V3—1)i], etc. 


Scriind tea afixe sub formă trigonometrică găsim, 


Sa VS 1 CoS — S gee E Ea O 
Va 12 12 E 


3—1) PIE î $ k z E i 
De aceea q (E) „adică zą sînt afixele viriurilor unui poligon 
f 


regulat cu 12 laturi. 


150 a. 1) Sä se calculeze lim îi, z din R: 


a0 T 
2) Utilizând. definiția, să 'se calculeze derivata funcției x—f(x)—=sin x°. 
(Problema se pune în iboieza că se acceptă definițiile din lucrarea [4] — 
funcții circulare.) 


sin au 5 sin x? ` 180 T 
Solutie. 1) Se ştie că lim 2 —a. De aceea lim =lim —=— = — 
u—0 u d 2—0 T 2—0 E 180 
„__ sin(a4+h)y'—sin a ă cos h—1 sin h 
2) Avem f'(a)=lim sin(a h= sin a” =lim| sina +4 cos a°) s» 
S haO h h=0 h h 
T EST 
cos — h~1 ` sin 180 h 
=]lim sin a3-+- cosa? | = — cos a? 
h=0 h 


151. Se, consideră t=f(b=14-z, cos t4-y, sin fa cos 2t-t-ua sin 2h 2 
, Ty 3 
nia P ipoteza că f(t 20 pentru oricare le R, să se determine mulțimile 
D, DCR , (Zu UDE Di, (Ta Y2)= Da. À 
2) Să se rezolve ecuaţia (H) =0, pentru tiu =t =y =]. 
Soluţie. 1) Deoarece f(W)>0, VleR, rezultă că şi fT) >0; de ase- 
menea, , f(t f(t) 20, sau 


Zacos 2t sint 2i 
1 e hp aa)” “+ Vaă-t-yă cos(2t—2) 20, 
+ varn (J m VA VETY 


Relația se păstrează și pentru (== Th -, cînd 1> Vaftyg sau rihyis 
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ultima relație arată că Dp= (za, y2)] 22-+y2s1). este interiorul și cercul de 
rază 1 cu centrul în origine. Analog, (t+ 2)>0 şi P0-+/(t+ 2)>0, adică 
2 


fO+i(t+ $) =2-+2(cos t—sin b-k-yu(cos lẸ sin (= 
=24 y2 (n sin (t= Zu cos (t- 2))- =2 +y2 Vaz y2 sinfi- * = +a) >0 
pentru oricare i€ R. Din relaţia V2 > —Vz2py2 sin(1— T +a )rezultă zit 


è 77 $ ; â = 
Yi <2 pentru i= — —a; mulţimea Di ={(x1, y)| 224+y2<2) este interiorul 
4 1 1 


şi cârcul de rază V2 cu centrul în origine. 
2) Ecuația 1--cos t+-sin ł+cos 2t-+sin 2ł=0 devine 


cos l--sin t+ (cos t+sin f)2-4+- cos? t— sin? t=0, 
(cos tsin (1+2 cos t)=0, sau tgit=—1, t=— T tkr, os fs, 
Š - 2 


E TE 2, k kez o = 


152. Pentru sistemul a sinz—b cosz=ec Sin £ COS £, acosz+b sin t= 
i =cos 2x, a, b, c= R, se cere: 
1) să se determine f(a, b,:c)=0, prin omansa lui x din sistemul con- 
siderat; 
2) să se reprezinte curba f(x, y, 1)=0, x considerîndu-se variabilă inde- 
pendentă; 
3) să se rezolve ecuaţia f(sin x, cos x, 2)=—0. 


. s. v . a 
Soluţie. 1) Se determină a=c(sin z? cos x-+cos x cos 22), sau — =cos r 
c 


; = = b S $ - at! = 
i b=c(ces 2g sin r— sin x cos? z), sau == —sină x. S-a obţinut cos t= (=) iS, 
c c 


sin t= O şi deci (Se ) ls, sau a? pb? Bce R0. 
c 


2) Se reprezintă funcţiile '2—y= EEE 18)$, care! au graficele sime- 
trice faţă de Oz; i 

Tabelul de variație pentru y=(1—z: A) 

(1 a za) pi 


$ 


ENS PEN 
z =l | 0 1 
y’ 0 + Fo | a) 
y je ia l ASO ~ Fig. 160. 


Imaginea curbei de ecuație f(x, y, 1)=0 este dată în tig. 160, 
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3) sint cos2/94==22]8; ridicind la cub, rezultă sin? z- cos? z+ 
i +3 sinte cos2/5x-4-3 sin2/0% cost? —4, sinx cos?/5r(sin2/2z-ţ-cos237) =], sau 


(2 sin x cos 2)25=1; sin 2r= +1, t= su pp, keZ, 
pi aţi 


153. 1) Să se arate că pentru 0O<A<l, cea mai mică rădăcină a ecuaţiei 
(1) sin z=Az este funcție descrescătoare de A. 
2) Să se afle cite rădăcini pozitive ale ecuaţiei (1) există pentru à= 
2 


== —— , unde n este întreg. 
(ån+1)r 
yÈ că (Cambridge, 1972) 
y=sin X yz Soluție (fig. 161). 1) Rădăcina 


A z(A)e(0, T) este cea mai mică rădăcină 
a IS \ æ pozitivă a ecuaţiei sin z=Az. Deoarece 
XA T...2nT (2n) T  a=a=tga, pentru «E(0, 7/4), este 
Fi funcție crescătoare, iar za(A) este des- 

g. 161. \ 
crescătoare ca funcție de « (funcție com- 
pusă), rezultă implicaţia (Va d=(0, 1) cu ha) zh) >Zo(Aa); adică 
Tı este descrescătoare ca funcţie de A. - 


b) Dreapta y= ———— trece prin punctul M pa 1): Deoarece 
a 2n 2 E 
pe oricare interval (2k7, (2k+1)7), O0O<ks<n ecuația (1) are două rădăcini 


(considerîna şi rădăcinile z=0, r=2nr-} 2) rezultă că numărul rădăcinilor 


pozitive pe (o. 2nT + z este N=2n +1. 


+ Observaţie. O altă soluție se poate da, observînd că zi(2)=(0, m) este deri- 


vabilă pentru 1=(0, 1); se determină r=- şi se constată că 
N \ cos t— 


z'()<0 pentru ^= (0, 1). 


154. 1) Să se arate că pentru f: EaR integrabilă- pe [—a, a| CE se 


satisface: dacă f'este funcție pară, atunci | fiz)adr= 2 È Roaz, iar dacă f 


—a 0 


este” funcție impară, atunci | f(x)dx =0. 


a 
a, 


a 0 
Soluţie. Fie f(~2)= f(x); TOL VOLE N fiz)dr= | dr 
~a 0 —a [i 
- ( -04h = (poa [ Kajas =0 (s-a tăcut substituția v=—t în a 
a 0 0 4 
doua- integrală), 
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Pentrw f(—x)=f(x) se procedează analog și rezultă | [(2)da=2 $ /(2)da. 


i -q 0 
n/a 
2) (1) Să se calculeze | Pu(x)cos z dz, unde P, este um polinom real 
[i 
n/a 


4 
(II) Să se arate că șirul n= I,= fa” cos x dz este şir Cauchy şi să i se 


m 


4 
calculeze limita. ! 
* $ n2 
n 
Soluţie. (i) Fie polinomul P,(r) => an -41 | Pi(2) cos z dr= ȘI asr 
3 j=0 j=0 * 
« —n]2 
xj2 S n/a n/a 
(zi cos t dr=2 SD n-a | z24 cos da, deoarece | gânti cos z dr=0 (integ- 
—a/2 1=0 1=0 Si —x/2 f 
12 ni2 
rală de funcție impară) și | 22? cos x dr=2 | x°? cosx dz (integrală de funcție 
—s]a e 


pară). 
Integrînd prin părţi, se obţine formula de recurenţă 
SI 2 piu ; 


CET 2 (22 cosz dr= (2) —2i0i— Daca şi deei 


5 - A i 2di —2k 

: E Ea Te ne C (=) $ 

2 5 2 ) Ci— 2k) (2 

În concluzie 

2 [3] i (20! = TETS 
( P(2) cos x dr=2 D a-u (=D EAN (=) S 
ia y an Bitak) | 2 
2 


(îi) Subşirul (I2i.Dvan este un şir constant,, Iax-1=0, deoarece rf) = 
Tr N 


4 
221 cos x este funcţie impară; Jar=2 f 2°" cos x da, ca integrală a unei 


i 9 A 

funcţii pare pe un interval echilibrat, Reamintim definiţia șirului Caucbya 

© (Larey este șir Cauchy, dacă (Ye>0)(IN(e)) incit (YA m>N(s)) = 
lau Im e, Pentru a arăta, se evaluează modulul 


339 


s n 
4 4 “ 
€ læt È m) ] A îi N CR ă omi i ma E 
Isa Igal <2f jæ“ *—x""| |cos x} dx < 2 |a22—a2"| dz; deoarece ze lo. k 
v 4 — 


o o 


CIO. 1), rezultă x0 pentru k—òœ şi deci (Ye>0)(3N(e)) incit 


~ A poa 9 2e Je 2 
(Yk, m>N(s))—la—a2"]< —; în aceste condiţii |l2:— am] <2 - A dr= 
K 


=s. À rezultat că (I„a)aex este şir Cauchy. Din evaluarea |Is4|< 


ot è |A 
= 
[>] 
r 


E 


Pda ab 


mi dr= 


5 1 = 
|cos <] dx < şi cu — eL pentru k—cœo, rezultă 


Ce t |A 


< 
2k+1 2k+1 
o 


că subşirul GEN are limita zero; deoarece Ip ı=0, keN, rezultă că 
şirul (Iaca are limita nulă. = 


155. Fie o funcţie f: E—R, integrabilă, periodică de perioadă T; E este 
domeniul său maxim ge SAS Se aa 


1) Să se arate că îi f(x) dr= T fiz) dz, oricare ar îi constantele a, b; 
b 


(a, a+T), (b, b+T)CE. 
2) Dacă graficul G(f) al funcției f admite centrul de simetrie (c, 0) atunci 
er 
y f(z) dr=0, a — arbitrar; în cazul cînd f nu este periodică, proprietatea 
7 . cta 
se exprimă prin $ ?(2) dz=0. 


e—a 
a+2x 


3) Să se calculeze $ f(£) dz, unde f(x)=ln (cos tF Veostz+-l), iar 


ae R. 
$ NU aT è 
Soluție. 1) Din aditivitatea față de domeniu, y ia) d= | f) dr+ 


a+T t 
+ s f(z) dr+ f f(z) dz; deoarece schimbarea variabilei v=u}T implică 
b+T 
{ro ea A u=- $ru) du, rezultă egalitatea cerută, 
ai 2) Graticul G(f) al funcției f are centrul de simetrie (ce, 0), dacă 


ivzeE, r=c¢—l}={ċtls E) şi f(a+d=—fa—t, 
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Făcind translaţia originii în (c, 0) prin z=c+/, se obţine funcţia t— (= 
=f(c4-1), care satisface ọ(—t)= — p(t); „pentru funcţia q este adevărată egali- 


tatea (deoarece ge este funcţie impară) f p(1) dt=0 și revenind la variabila z, 


—a 
ca 


rezultă | [(2) dz=0, a — arbitrar, (c—a, c+a) CE. Dacă în plus f este 
periodică de perioada T, luînd a= Z rezultă, tinind seamă de 1), 0= 
T ; ak 
e+ = 
2 b+T 
= | fo) de= | f(a) dz. 
T bDi 


c- = 
ə 


- 3) Deoarece funcţia cosinus este periodică de perioadă 2r, avem f(t-427z}= 
fin), VYrEeR şi deci f. este periodică de perioadă 27. Se demonstrează că 


e 0) este centru de.simetrie pentru G(/); re == (cos(2 +t) t 


+y cós? (G +i) )=m (=sint+ Vsm DFT) — In (sin t+ ysin? tti), 


E = z in (eo E, H “ysin? CEI in (sin t-+ Vin? F1): Din ultimele 


2 


| două egelități rezultă ja: += aj A ' 


; Boac f este periodică ‘de perioadă 27, iar graiul JG(f) admite centrul de 


“simetrie (E 0), cu 2) rezultă 


a+2% 
A) dr= 2o aE R. 


~a 
Er 


pa 


156. 1) Fie f o functie cu derivata continuă pe [a, b]. Să ṣẹ arate că 
pan) b 
lim o cos lx da=0 şi lim f fa) sin 1 dr=0. 
= N (ca 
a g 


2) Rămine valabilă alirmaļia precedentă dacă f este numai continuă 
“pe [a, b]? 
Soluţie, 1) Utilizăm integrarea prin părți: 

b 

| fix) cos lzdz= 


a 


f(bsin tb i f(a)sin ta ORN f KE sin (x dă 
e t t 
a, 


` 
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Pe de altă parte f’ este mărginită pe [a, b], adică |f(z)| <M, vzela, b] 
De aceea 


d b 
ro cos tx da | < OL 291 ji A + ud | |sin tz| dz 
‘él It] iti 
d b 
şi deci lim $re) cos tx dr |=0, adică lim \ ra) cos tx dr=0. 
t00 t+ 


a 
Analog se tratează a doua limită. } 


2) Răspunsul este afirmativ. Într-adevăr, se știe că dacă f este continuă 
pe [a, b], atunci există o funcție g cu derivata continuă pe [a, b] astfel incit 
d 


Ia) —g(o)laz= e. Cu aceasta avem S 
z b ab b 
$ f(a) cos tz dr= | (fa) —a(2)) cos ta dr- i g(x) cos tz dz. 
b 3 b : ; 
Deci © cos tx dx |< | lf(z)— g(a)ldr+ ls cos tx dz | şi “problema se 


a 
reduce la cazul 1). 


157. Unghiul dintre două curbe 
1°. Fie f, g:la, b]>R, derivabile pe acest interval, iar graficele celor 
două funcţii G(f), G(9) au un punct de intersecţie (£o, Yo), Zoe (a, 2). Se cere: 
1) Să se calculeze unghiul dintre cele două 


G 
y. (F) curbe în (£o, Jo). 
2 2) Care este condiția ca cele două curbe 
Gig) să fie ortogonale în punctul considerat (o, 'Yo)? 


Soluţie. Punctul de intersecţie este (£o, Yo), 
unde Jo=f(7o) =9(20). Unghiul dintre cele două 
curbe (graficele G([), G(9)) este unghiul dintre 
f tangentele duse în punctul (To, Yo) la cele două 
Fig A curbe, 0=p—a (fig. 162). 


Deoarece tg p=/'(20), tg a=9'(2o), pentru 1+ts Pie a=l TENN 
tatea o LEDE, si deci 0= arctg LOL e (3 
avem tg 0=— 1+tg Bta a, TIFE Eo) ` Sterea) (2 2 


)#0 
n 
— K 


Cele două curbe sînt ortogonale, adică Bio e 2 dacă şi numai dacă 


i+tgftga=l Hf’ (2o) 9 (20) =0. 
. Dacă, spre exemplu, există o familie de curbe plane de ecuație y= A(%, m), 
me MCR, h:[a, JR, tnett pentru fiecare ToS (a, b) există m= M, încit 


9 
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Gih) este or'oyonala curbei G(/) în punctul (zo f(£o)), atunci G(h) pentru 
meM, vefa b) este o familie de curbe ortogonale curbei G(/). 


2. Se dă z—f(2)= a Şi T= galt) =l0g, 7, a>1. 
7 


Să se determine curba G(ga) ortogonală curbei G(f) într-un punct de 
abseisă dată xp >0. 


1 
Soluţie. Deoarece yo= L, punctul de intersecție este (20 zi 
Te To 


Rezultă din calcul f(a)=— 4, flt) = — z Jalto) = ; 
ză Ze Ina 


1 i 
ze) Ja(7) ez 
To 


din condiţia galto) = rezultă că In a= i sau “filia D curba G(9,) 


ortogonală curbei G(f) în sa Yo) este Ja) 0En 2, unde a9=e!%. Se observă 
că conditia čo >0 implică a>l. 

3°. Se consideră ecuația diferențială y”+o°y=0. Se cere: 

1) Să se verifice că y=A cos @r+B sin @x este soluție a ecuaţiei; 
x, A, BER; A, B — constante arbitrare. 

2) Să se determine soluția y=f(x), ze R, care 'satisface condițiile inițiale 
[0 =0, f(0)=1. 

Se consideră v—>f(x), pentru o=l. 

3) Să se determine familia de curbe (izogonale), (G(ga)|ae R}, care 
satisface proprietatea că pentru orice punct (x, y)eG(f) există o curbă (0) 
= {G(gx)} care trece prin acest punct şi face cu G(f) un unghi egal cu 2 să se 


determine curba G(g}) ce corespunde punctului (0, 0)eG(f); 
4) Să se determine familia de curbe ortogonale lui G(f), să se traseze 


" graficul curbei ce trece prin (0, f(0)) şi al restricţiei r:(- = 3 R. 


Soluţie. 1) z—y(2)=A cos or+B sin ez este indefinit derivabilă pe R; 
y'(z1)=—owA sin or} oB cos ox, y” (1)=—o?A cos or—a2B sin or şi se ve 
rifică direct y'+o?y=0, TER. 


H 1 3 
2) Condiția y(0)=0 implică” A=0, iar g'(0)=1 implică B = J deci 
f(z) = A sin oz. 
0) 


3) Dacă 0 este unghiul dintre G(f) şi Glg) într-un punct arbitrar (7, y)= 


x)= N (T) 
eG(f), se impune condiția tg 0= KOTNO 1; ` notad y'(x) = a(z) 
1+ f'(@)g (a) 
cos Vy’ 3 
pa, E ) anal ; iferentială = =l; deci y= 
și înlocuind f'(x)= cos z rezultă ecuația diferențială Rn y 
mă 
D Š x + 
=z (Ah drh À; deoarece [Aaa dge — | n (rm —9 tg T tT 
14008 z 1400s e cost 


rezultă [u= 1—2 tg AA e R}, unde gy (%)=r—2 tg shi 
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j 
Din condiția (0, 0)eG(9,) rezultă A=0 și deci curba G(go) de ecuație y= 
z é i 
=x% —2 tg TA izogonală curbei G(f) în (0, 0), unghiul fiind 0= A 
~ ... . a 
4) Condiția de ortogonalitate pentru G(f) ṣi o familie de curbe G(h) 
este Pæ) -hi(r)=—1. Notind y'(2)=h(2), rezultă ecuaţia diferențială y'= 
i d 0: t 3 
= ——cu soluția ylx)=— | 2 +. Deoarece (= ar cu 
„rose SAEN ; cos T cos 7 1—sin? x 
schimbarea variabilei u=sin x (considerată pe un interval de monotonie al 
funcției sinus), rezultă 


du ; 1 desi 
o=- [a Pa In a E 
1==u2 2 1+sin x 
În concluzie, ecuaţiile curbelor ortogonale sînt y = A Răi ella Eco 10 SID 
> 1+sin z 


. Deoarece f(0)=0, se impune (0, 0)eG(h), de unde rezultă A=0 și deci curba 
ortogonală lui G(f) în punctul (0, 0) este G(ho) de ecua- 

1—sin x 

14-sin a 


Urmează tabelul de variaţie al funcţiei ho și graficele 
TE 


pentru ho şi f (fig. 163), cind ‘aS 


o 1 
ie y == l] 
ție y ao 


£ tibie S 0 etc /2) 
i 2 


h(x) Eee E 
MO EANAN O N co 


158., Polinoame trigonometrice 
(î) Un sistem de funcţii hi: [a b]>R, ke{0. 1, 
2.. nt este sistem fundamental de funcții periodice 
pe a, b], dacă sînt satistăcute proprietățile: 
(1) h, sînt funcţii continue pe [a, D], X 
(2) h(a) =h;(b), 
n 


(3) F(z) =X Cho). Fa C20, are pe intervalul [a, d] cel mult n rădăcini 


(a şi b se consideră o singură rădăcină), | ; l 3 
(îi) Funcţia x =F (x) se numeşte polinom generalizat de gradul ù (de funcții 
periodice), , 
1°, Se dă z-w=eh, 2=w-þÞij. Se core: 
1) Să se determine |w], argw Şi să se ar 


de perioadă TRT, ARA ENTA A 

2) Să se arate că pentru fiecare we C există re (0, 2m) unic, incit y= 

3) Să se verifice că 1, sin x, cos 2 Sin dx, 008 d. Sin na cos ng este 
ten Pa Na NA 

sistem fundamental de funcții periodice pe 10, am] şi Tu + 


Fig. 163. 


ate că w este funcţie periodică 
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n 
D (ax cos ke4 b, sin ke) este polinom de funcţii periodice, de gradul 2n 
(numit tradițional polinom trigonometrie de gradul n). 

Soluţie. 1) Deoarece w=|wjetarsw, rezultă echivalența 
e w=etetw|=e"%, argw=x+2mn, MEZ} 


Se “calculează w(z 4 2) —=e* tan ettei elh) Şi rezultă că T=2r este 
perioada; sau din et2—e"”(cosa-+i sin x), deoarece funcţiile -sin z, cos z au 
perioade T=2m. + 

2) Observăm. că z=xțiy, z= —i ln |w|}arg w+ 2mr, meZ;, dacă ze 
=[0, 27) rezultă m=0 şi pentru fiecare w rezultă x unic pe [0, 27). 

3) Funcțiile cu valorile {sin kz}, {cos kr}, ke{0, 1,..., n}, sînt continue 
pe [0, 2] şi se yerifică direct că h;(0)=h,(27). Cu relațiile lui Euler și cu 


k k je 
schimbarea variabilei z—eîz rezultă cos kr= - — , sin kr= E 
2i 
înlocuind şi grupînd ap puterile lui z, rezultă un polinom algebric de gradul 
2n în z: T„(a4(2))= 5S Ciz" = 2O care are cel mult 2n rădăcini în C. 
k=—n z” 


Din 2) rezultă că z—>x'prin z=e*, z=|0, 27) realizează o corespondență 
biunivocă; presupunînd P2,(2,)=0, jE {1, 2,..., 2n} vor rezulta 2n valori 
Tj 2% 1710, 27), pentru care T(x) =0. 

Consecință. Două polinoame trigonometrice T„(7); T:(2) definite pe 
ME (0, 2%], care au aceleași valori în 2n-+1 puncte distinete din [0, 27), sînt 
Ci > identice. E ; 

159. 1) Să se demonstreze valabilitatea desce ompunerii: ? 


i Pe 2h ; SE 
T„(2)=C, 220(—1ne = I e unde T,(z4)=0, ke {1, 2,...,2n}- 
2) Poemi 1) să se descompună polinomul POT nr 
3) (Matematica v școle, 1976) Să se arate că 
36 Bo 
sin 362=—29% JI sin Trege 
=0 


Soluție. 1) Prin schimbarea variabilei z=et?, ae [0, 27), rezultă Ta (e(z) = 


= =z” Palzjy fie z, — rădăcinile polinomului. algebric; Pa(č:)=0, ke 
~}  ={L2..., 2n} și zum Talx) =0. Deoarece Pi Gia GatCanzt. 
$ tre + 022%, rezultă că Talal) = Grz” il (=z) sau Tala) = Gaete 
- A hal 
A À m ai ED 4 A CĂ y : 
p $: i n s LENA, TA ra și îne ka 3 L— Vr 
7 dz IL (et ct) = Qi Ie (e —e ) = Ga (2ì) : Au şin 
de unde rezultă concluzia. i 
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2) Deoarece pentru T„(2)=sin ne, prin 2=e%, ze(0, 27], se obţine 


T tata PR 1 2 
a(&(z)) = Son d — z=» (3"" —1), rezultă că 
ai ai 
i 2n 
— 5 # `% 
t 4 À 1 y g Tah V on : N di i UR 
AR a Tu(0)=—2 (—1) e Ca II sin X unde SE ae 
2i 2i k=l n 


k RE DSA AONA sint rădăcinile’ ecuaţiei sin nr=0. 


2n 2n 
3 Y kr T m 2n(2n+1 E ; 
Se calculează DP — = — k=— AMARRE =(2n4+1)m şi se înlocuiește: 
kzi N n ki l 
| kr kn 
; ia POOR SA de ACEI 2n azi 
(0) ian (E eera 30 Si , sau sin ng=2?”- J] sin A 
k=1 k=1 
kt kn 
72 E SI 36 Deno 
3) Cu rezultatele de mai sus, sin 36 di II sin 56 =—2" II sin 2 
\ k=1 2 =1 2 
= kr kr kr 
36 T Be se jale Lira 36 
3 36 y -36 \ 36 9 k i 
TI sin — | —2%(—1)% II sin *» cos —2% JI sin |z- =) = ; 
2 k=1 2 2 p=1 36 S 


kr kr 


36 
—955(—1)56 II sin a i Bi E Si o 
(—1) 4 i (=+ F eoarece sin| rr A sin z g 
=sin (2+6 =) şi s-a redefinit indicele de factorizare. 


Altă soluție a punctului 3) (G.M. 1/1978). ~ 

Soluțiile ecuației sin 36x—0 sîntz,=k:5%, kel, 2,...,» 72). Deoarece 
sin 367=—C1, cos?’ z sin r—C cos3 a sin? 24... —Câ COS T sin xz, rezultă că 
sin 36z=sin x cosz Paa(cos?.0), iar coeficientul lui cos3iz este &@= 


= CIP Ca T (352: - 
rezultă că Pa,(cos2z) are soluțiile k-:5°, ke 


; Restrîngind pe [0*, 180%], 
d (le 35); deoarece cos? r—cos2(180%—z) rezultă că P(cos? x)= 
2 m_—cos? 85%), sau sub formă de 


—255(cos2 x — cos?5°) (cos? x—cos?10°) .. . (cos 


$ 15 Ă 
produse P(cos? z)=—2% II sin (x—k: 5°) sin (x-k :5°). înlocuind în des- 


k=l 
85 
compunerea inițială, rezultă sin 36r=—2% sinx cosx II sìin(x—k 5°). 
í k=l 


sin (x+-k 5°) şi apoi relația finală, 


m 


m 
160. 1) Să se arate că DD ettz — l -+2 Re DIe 
kamm k= 
m) 


Ael 
De 2 cos ky şi D E(m, £) 


'2) Să se restringă expresiile E(m, mm —lk 
m=0 


za 
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3) Să se verifice inegalitatea 
2 
[aa stu capi, +n| <n(n+1), YneN, vrea R—{2kr, keZ}. 


SAL? 


sin x/2 


Soluție. 1) Se observă că S ¿tts 5 ezl 2 elis = lt 2 (Gor 


k==—m k=—m 
i m m 
+e) 14 z cos kz = —1 4+2 >D cos kr= —1 +2 5 Re ettz= —1+2 Re 
k=0 k=0 
m 
PALER 
$ evident, sin kt = 0. 
3 i m+i 
i m _ im+ Da —îa]2_ i(m+1]2)z Amon z 
4 2) Avem SE etkz— esua i = Gia se SC e e ee Ep aaa Ea 5 pentru 
E 20 1 Leia — 2i sin z/2 a 
N 3 sin — 
A 2 
Di TÉ2kT. - 
a Egalînd părțile reale găsim 
i 1/2)x 
E(m, zt)=— 1+ Dicos. ha = Sintea) 
i ( ) iE D sin z/2 
3 y 
Pe de altă parte, pentru n>1, deducem 
ina Aa 
> etmz — a Icos nezisin ne sa mulţind ambii membri cu ear şi 
aia eiz/2(e—izl2 _etl2) i 
A esalind părțile imaginare obţinem 
id y o 
| i Soa sin? a 
YO sin (m 1/2) = ———— . 
y m=0 S Sima 
Deci 
n a: m n—1 m sin? nx/2 
E(m, 2) = (i 1+ 2 cos ta) =-n-+ 2 COS ke = m 
m0 2 2 2, 2 3 sin? x/2 
Sin? n A nici á SAS ESTE Sina 
3) I bit =i cos kx implică = 
) Identitatea a AE ne XE, Xe P FSN ENS 
n=] m n—1l m 
= 2 cos kx | < 2> Xo 2 |cos kz| s S 2(m+1)==n(n+1). 
1730 4/20 m0 k0 ma 


161, Să se arate că 

1) dintre toate triunghiurile avind baza şi perimetrul date, triunghiul 
isoscel are aria maximă; Aia 

2) dintre toate triunghiurile avind baza şi aria date, triunghiul isoscel 
are cel mai mie perimetru, 


A 34i 


Soluţie. 1) Considerăm triunghiul ABC și un 
sistem cartezian de axe ca în fig. 164. Proprietatea 
elipsei ne arată că toate triunghiurile ABC, au 
acelaşi perimetru. De asemenea este evident că tri- 

"unghiul cu cea mai mare înălţime are cea mai mare 
arie; aceasta are loc cînd C=C, adică ABC este un 
triunghi isoscel. 

2) În baza legii reciprocității, un triunghi isoscel 
are cel mai mic perimetru pentru o bază dată și o 
arie dată. 


Fig. 164. 


202. Fie un triunghi ABC și P un punct variabil pe segmentul CA. Se 
notează cu R şi Q respectiv proiecţiile lui P pe AB şi BC; se notează cu O 
proiecția lui B pe AC. 

1) Să se determine P astfel încît 


BC-(CQ+QP)+AB- (PR+RA)= 
'=BC-BQ+BA-BR+OB-CA; 
- discuţie. | 

2) Să se arate că PQ+PR=const. dacă şi 
numai dacă ABC este un: triunghi isoscel (să se 
precizeze și valoarea constantei). 

Soluţie. Se fixează un sistem de coordonate ca 
în fig. 165 şi se notează cu a abscisa lui A, cu c ab- 
scisa lui C și cu b ordonata lui B. 

Í) Fie P(t, 0), cstsa. Dreapta BC are ecuaţia bz-rey—be=0, iar per- 
pendiculara dusă prin P la BC are ecuaţia cx—by—ci=0. Privind lungimile 


Fig. 165. 


i = Si |E—ect! 
segmentelor ca distanța de la un punct la o dreaptă, găsim (0 =a 
9= Ivi po— El. Schimbind pe c în a deducem RA= Li, 
Veri Vite SETE SV 
pR- = am şi PRE CEA, Pe de altă parte BC=Vă+E şi AB= 
Va be Vo a 


g b2, ja din enun i ă cu: ie în è 
= Vaz b. De aceea. relaţia din enunţ este echivalentă cu :0 ecuaţie 


e(t 6) (tc) -kb(a—D-ra(a—0=|82-tpetl-e 8* Hallt b(a—0), 


| dică 
aa A) ilay) etal cil loial: 
/ Se observă că Ai X 
bcl I< = 
i E NA AL NA 
|P tell = 0 se NU și mal 
d ph 


0 


(Aeh) > — 


(bpa tak 


Pentru reducerea, cazurilor posibile, în continuare presupunem d4+c2>0, 
cia 
i 3 is 3 i b? 
Dacă unghiul B este obtuz, adică b?<(—c)a, atunci avem ordinea c< —< 
dk]: 


2 3 ` bp? 2 2 i, > 
= ba <a. Ecuația (1) nu are soluție pe G j pe = =) găsim soluția 
—e —a Za e 
tta 2b? S z < —2 = 
i= Seret dacă și numai dacă (02402) < (a— e)? < 2a (BFD; pe 
2(a+c) ; a ; zie 
b? Ss . +a? ` . . v 2 2a 2 2 
— , a] găsim soluţia t= dacă şi numai dacă (a—c¢)* > — (b?+¢?). 
—c —c 
E ; e p p 
Dacă unghiul B este drept, adică b*=(—c)a, atunci c= — <4= — și 
—a -re 


c+a 


ecuația (1) are pe (c, a) soluție t= 


$ - 2 2 
Dacă unghiul B este ascuțit, adică b?>(—c)a, atunci se <c<a< & şi 
<a 6 


s i FE că+-a2—2b2 rca A E aas 
uația (1) are pe (c, a) soluția t= E dacă și numai dacă 2(b24+-c2)< 
\ ac 
(a —c)2<2(02-4+a2). H 
x EE — Wto C __ ad be 
E 2) Se observă că PQ+PR= TE am TETA pe Iza + 
E 1 1 Seir 3 S 1 
i b 2 t—=const, yle c, a], dacă și numai dacă — 
F = Taz) [e.a] A A Vera 
— — 1 ——0, adică a=—c. Valoarea constantei. este < = =d(A; CB), 
Vba? ' | Vita: 
adică tocmai lungimea înălțimii coborită din vîrful A. 


162, Să se arate că este imposibil ca 16 drepte distincte să fie așezate . 
într-un plan astfel încît să existe cel puţin şapte puncte prin care să treacă 
cîte patru drepte şi cel puţin patru puncte prin care să treacă cîte: șapte 
drepte, 

- Soluţie, Orice două drepte distincte determină, cel mult un punct. Pe de 
altă parte există C3e=120 perechi de drepte, Sa 

Prin fiecare din cele 7 puncte trec Cå perechi de drepte, iar prin fiecare 

j ; 2 perechi de e. Rezultă 7C3+4-4Cr=126 >120, 
din cele 4 puncte trec Cy perechi de drepte Rezu 4 
ceea ce este contradictoriu, 


z. 
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163. Fie ABC un triunghi. Pe laturile BC, CA, AB considerăm respectiv 
punctele X, Y; Z. 


1) Presupunem BX < XG, CY < YA, AZ < ZB, Să se arate că aria (X YZ) > 
y i + 
> P aria (ABC). 


2) Să se arate că min f aria (AZY), aria (BXZ), aria (CYX), < aria 
(X ¥ Z). 
(Competiția William Lowell Putnam, S.U.A., 1973) 


„ Seluţie, 1) Presupunem că raportăm planul la un reper cartezian. Dacă 
Alan di), Blao ba), Clas, bs) şi X (u Ya). Y(ta Ya), Z(a Ja), atunci evident 


z=(l—nastkras y=(1- r)bg4-rbs, r&[0, 1/2], 
23=(1—S5)a3bsai yYa=(1—s)bstsbı, SELO, 1/2], 
ty=(l —bayhtas, Ys=(l —t) bi -Éb te [0, 1/2]. | 


Cu acestea avem 


ea Wa 1 x aatrlas— aa) batr(ba— ba) 1 
ana (XYZ)== Ta Ya 1 || as-ks(a, —as) bats(bi— b) 1 |= 
73 ys | ati(aa—a)  buktbe—b) 1 | 
pt dai 1 1 1 
aaa bn 1 (rostit) (ara) + 
(3 bs. 1 A 
4 
1 1 1 1 1 $ 
a OT = — =—l aa iz ia AB 32 — t i ABC). 
AG JE )+(G E ))) aria (ABC) = aria (ABC) 


2) În ipotezele din 1) aria celor trei triunghiuri din colţuri este cel mult 
3 E a N 3 Sal X 
qaia (A BC). De aceea cel puțin unul dintre aceste triunghiuri are aria ceł 
mult egală cu aria (X YZ}. 
Celelalte cazuri se soluţionează analog. 
Evident, se poate da şi o soluție analitică. 
164. Fie a, b, c laturile unui triunghi, r raza cercului înscris şi R raza 
cercului circumscris. Să se arate că 
1 a ae e DAP Doe Aa a aa Da Sa 
i dft [ anti ieri] [taria leat pre n E 
2rR A | H) SA CDI 
| i 
(The Amer. Math. Monthly, 1971) 


> Soluţie. Mai întîi observăm că inegalitatea 


(2-3) + Eal r($—3) > 
i a b} b e o Q i 


este echivalentă cu următoarele două inegalităţi 


1 1 1 EAE 1 
aana a a e l eo pl la tea E ze ar E 

be ca ab Sa b c a 0 

Notînd cu p semiperimetrul, inegalitatea dintre media geometrică şi medie 
aritmetică ne dă 


-opis ( et) ae, 


Prin permutări ciclice mai obținem încă două asemenea relaţii. 
mi v 4 ? abe 
Ținind seama de relaţiile precedente și de (aria)= îi fe rp = 


EET ENE E NI IN A Aa 1 2p a+b+c 1 1 1 
=. S- —b — C), — II — _— -— — < —|— 
Vo ap (p c) ESSR 2rR abc abc be T ca m ab 3 ( a y 
1 12 1 1 1 1 1 1 1 
o oa E oa E aoo 
db ie iti la a e A 000) E 02020 
2 PEOR PE OERE a p 2 p L pe E 
4(p—a)(p—b)(p—c)  4(p—a)(p—b)(p—c)  4p(p—a)(p—bh(p—0)  4pîri 4r 
c.c.tr.d. 


165. Fie ABC şi A'B'C' două triunghiuri avînd laturile a, b, c, ṣi a’, b’, c' 
respectiv. Notăm cu R raza cercului circumscris lui ABC. Să se arate că 


R2 (a +b te? ; i 


AA 
Tp tis 
a'b'c' 


a b c 
* Cînd are loc egalitatea? 
E (The Amer. Math. Monthly, 1971} 
b c 


sih A sin B sin C 

itatea din problemă este echivalentă cu (1) a+b + c'2 + 2(b'c'cos 2A + 
+c'a'cos 2B+a'b'cos 2C) >0. Deoarece A+B+C=m, această inegalitate 
poate fi scrisă în forma (2) (a' + b'cos 2C-+c'cos 2B)?+(b'sin 2G —c'sin 2B)*>0, 
ceea ce probează inegalitatea din enunţ. $ 

i Evident, prin permutări circulare, ultima inegalitate mai poate fi scrisă 
încă în alte două forme echivalente. De aceea 


O<sin 2A s1, 0<sin 2B s1, 0<sin 2C <1, 


"sin 2C-c'sin 2B=0, c'sin 2A —a'sin 2C=0, a'sin 2B—b'sin 24 =0, 
sînt condiții necesare pentru egalitate, Astfel, dacă (1) este o egalitate, atunci 
triunghiul ABC este ascuţitunghic și 


= 2R, inega- 


Soluţie. În baza teoremei sinusurilor, 


A tut a ABIT E e Ce 
` sin (m—2A4) . sin (m—2B) sin (m— 2C) 


adidă A'B'C' este asemenea cu triunghiul ortic al lui ABC. Se verifică uşor 
că acestea sînt și condiţii suficiente pentru ca (2) să fie o egalitate, 
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Cazuri particulare 


: 1) Dacă a'=b'=c', atunci a? +b?+c° <9R? sáu 
. . 9 » 9 + . g La 
sin“ AA-sin"B-+-sin *C <9/4. Deoarece Esin? A=2+2 cos A cos B cos C, avem 
şi cos A cos B cos Cs1/8. 

2) Dacă a'=a, b'=b, c'=c, atunci abesR(a+b+e) sau echivalent 
4 sin A sin B sin C= Xsin 2A < sin A. Deoarece abec=4Rs, s=pr, avem şi 
RŞ2r. | | 


„166. Printr-un punct P de pe baza BC a unui triunghi isoscel 
A BC se.duc paralele la laturile egale, care imtersectează pe AB și AC respec- 
tiv în M şi N. 3 
1) Să se găsească locul geometric al mijlocului lui MN. 
2) Dreapta MN taie dreapta BC în Q. Să se arate că 
QB PB? 


QC pa. 


QB- QC=QP2. 


Să se construiască P cînd se dă Q. ; 

3) Dacă P este cuprins între B şi C, atunci suma razelor cercurilor circum- 
scrise triunghiurilor PMB și PNG este constantă. 

4) Să se demonstreze că aria triunghiului AMN este medie proporțională 
între ariile triunghiurilor BPM şi CPN. 
s (Culegere de probleme, I.P.B., 1974) 


Soluţie. 1) Patrulaterul AMPN este un 

“ paralelogram. Deoarece diagonalele sale se taie 
în părţi egale, locul mijlocului segmentului MN 
este același cu locul mijlocului segmentului AP, 
adică linia. mijlocie RT a triunghiului ABC 


Fig. 166. ; (fig. 166). 
2) Deoarece MPIIAC, rezultă BERO deoarece PN||AB, rezultă 
f f BM MA ă 
ace BP MB NA 
pda PAS Aceste relaţii implică =: — (1). 


= 
AN CN PC MA NC. e CR 
Teorema lui Mehelaus aplicată triunghiului ABC şi transversalei QM N 
; BP? QB 


> MB QG NC 1. De dici ṣi din (1) deducem =— = e 
ne AR MA QB NA a E ze, QG 
. AV 7 
si Pe de altă parte AQMB~AQPN și deci TARON analog AQPN ~ 


i i OR QM De aa QR L RE si astfel QB- QC=QP?. 
7 =AQNC ȘI deci Je ON pd QR QC” 


Copstrucţia lui. P cînd se dă Q rezultă din QB: Q0=QP2 şi teorema 
catetei, > 

3) Notăm cu O, 
0, centrul cercului circu 


arece triunghiur sint i 
şi O A 0;MP = BONC. Astfel triunghiurile isoscele Oa 


centrul cercului circumscris triunghiului BPM şi cu 


mseris triunghiului PGN. Ci N 
ile BPM și PCN sînt isoscele rezultă că 0: 0x) 
o ' MP şi ONG sint 


1346 


j 7 ` i 3 
OM. mm SAN m OMEO pa de altă parte MP = AN şi deci 
MP NG MP+NG 


MP+NG=AN+NG=const. De aceea și 0. M+O,N=const. 
4) Din asemănarea triunghiurilor BMP și Daca pei n CNP şi BAC 


asemenea; 


„AM. PG SE BOI NG . AM s TA (AMN) 
rezultă =, EN — = + Deci se: În plus == ma 
MB PB PB NA MB AN Sa (BPM) 
SAM aria (GEN) — „Rezultă aria (AMN) __ aria (CPN) 
BM! aa (AMN) AN aria (BPM) aria (AMN). 


167. Ne situăm într-un plan în care considerăm dreptele orientate, 
distincte, Di, Da... D şi punctul P. Notăm cu d, distanța relativă dei la 


P la Di. Ce legătură analitică trebuie să fie între dreptele D, pentru ca Ya 


să fie independentă de P şi care este semnilica ăi geometrică a acestei pa 
în cazurile n=2 şi n=3? 

Soluţie. Raportăm planul la un sistem cartezian de axe. Atunci dreapta 
orientată D, va fi caracterizată prin ecuaţia sa normală x cos ș;4-y sin o;— 
—p:=0, unde p; este distanţa de la origine la D, iar p, este unghiul dintre 
axa Oz şi vectorul normal la D,. 
~ Fie (£o, Yo) coordonatele punctului P. Avem ` ` 


; _d(B; D)=di=to cos QiFYo Sin Qi— ps 
şi deci 


D u=) cos a Sin 94 — u 


i=l 


Suma precedentă este independentă de, £o, Yo dacă şi numai dacă 


Seo oi =0,5 sin ọ;=0 


(sistem de 2 ecuații cu n necunoscute Pr Pr- Pa): 

Dacă n=2, rezultă Dı|| D; avînd sensuri opuse; dacă n=3, rezultă că 
Dı, Da şi Da trebuie să formeze un triunghi echilateral orientat.; Aceste consi- 
deraţii se pot Sue şi peany n>3. 


168. 1) Fie un triunghi cu laturile a, b, c și unghiurile a, B, y. Săise arate că 


7 agt bB tey. ERA 


3 a bpe 2 
2) Se consideră triunghiul ABC care are laturile a, b, e şi cala ele 
May Mp Mg Fie M un punct interior triunghiului! şi MAn MB, MC distan- 
tele de la acest punct la laturile BC, CA şi respectiv AB. Să se arate să 


0 a MA b+M Buc MGi al, 


e] 2 Or ao 
£] 
mart m ko 


| 


n. 1) Relația a<b-4-c implică 2aca-kbe şi 24A <(a4+b-4c)A. 
; ident, au loc şi relațiile deduse din acestea prin permutări circulare, Adu- 
nind aceste relații și ținînd seama că «-B-+y=r găsim 
ax- bB -Hey N 
a-|- be sp 
Într-un triunghi, la latura mai mare se opune unghiul mai mare. De aceea 
(a—b)(a—B) >0 şi analoagele obţinute prin permutări ciclice. Adunînd aceste 
relații găsim 
(a—b)(a—p)+ (b —0)(B—Y)+(c— a) ly —a) =0. 
Aceasta însă este echivalentă cu 
a(l3x— r) + b3 —r)-ke(3y— r) 20, 


adică cu 
i 


ax +- bey > 1]3 
a+ b-+e 


2) Se observă că E=a:MA,+b: MB, +c: MC, =2 aria (ABC) = 
—2 Vp(p—a) V(p—b(p.—c)=2 D= PEPE = 2049. Evident, 
sînt adevărate și relaţiile obținute prin permutări ciclice. De aceea E< 


< $ (abp beca). Pe de altă parte Xabs Xa? şi Ema =Ż ya. De acéea 


este adevărată relația din enunț. 


169. 1) Pentru ad —bc #0 se consideră funcția x— =S Fie Ti, To 
i cr 
Es, Za din domeniul de definiție și yı, Y2 Va» Ya valorile corespunzătoare ale 
funcției. Să se arate că 


Yı1— Y3 , Va— Va Ti — Xa, Ta— Ta 
e È a GES n o — 


? b: 
Va Ya— Yas Lı— Ta Ta— Ta 


2 
= d, unde m este un parametru 
m 
real nenul. Cîte drepte Dm trec printr-un punct dat al planului? Dacă patru 
drepte din familia Dm taie pe Ox în puncte care formează o diviziune armo- 
nică, ce se poate spune despre punctele corespunzătoare de pe 0y? 


Soluţie. 1) Calcule directe, 
2) Se observă că Dm: m2z—2m-ky=0 şi ecuaţia de gradul doi în m are 


soluţii reale numai dacă 1l—zy20. E 

Ecuația zy=>l reprezintă o hiperbolă T; prin orice punct al lui l trece 
o singură dreaptă Dmi prin punctele regiunii xy <1 trec două drepte distincte 
Dm» Ba, iar prin punctele regiunii ay >1 nu trece ntel o dreaptă. 


2, še consideră dreptele Dn : 
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Fie dreptele Dm, i=1, 2, 3, 4, care taie pe Oz în puncte de abscise T, 
i=1, 2, 3, 4, care formează o diviziune armonică, adică 


LTı— Ta , Ta— Ts 1 
—.—-_— é 


ı— Ty Ta— Tı 


$ 2 : x : 
Evident v= —. De aceea relația precedentă se transerie 
m 


P mi—ms , Ma— M3 nAi 1 
| — ; — =]. 
m— m, mMm,— m 


Dreptele Dm, determină pe Oy punctele de ordonate y,=2m De aceea 
PU Va 4 
VI Vaj Va — Us 


şi astfel punctele de pe Oy formează o diviziune armonică. 


170. O transversală întîlneşte laturile triunghiului ABC în A’, B’, C’. 
Fie A, Bı, Cu, conjugatele armonice ale lui A“, B’, C’ în raport cu B şi C, 
C şi A, A şi B. Să se arate că dreptele AA, BB, CC, sînt concurente. 


a a „ A'B BC C'A „A'B AB  B'G BC 
Soluţie. Prin ipoteză =: sl şi se Sia, 
A'G  B'A C'B A'G AG B'A ; BA 
GA GA AB BC CA E ea Se 
E De aceea Zoe. 2 —-—1, adică afirmaţia din enunț este 
C'B CB AC BA GB 


S > ` 
T adevărată. 


k 171. 1) Să se construiască triunghiul cu laturile tangente la trei cercuri 
concentrice date, astfel ca produsul înălțimilor să fie minim. ; 
2) Să se construiască un triunghi cu vîrfurile pe trei cercuri concentrice 


date, astfel ca suma pătratelor laturilor să fie maximă. i 
$ : 3 (M. Bărbulescu) 


Soluție.1) Notăm razele cercurilor respectiv cu Ta, Fo: Tes laturile triunghiu- 
lui cu a, b, c, înălțimile triunghiului cu ha, Bo he. Avem aħ =bh,=ch.=2S 
şi ara+br,+cre=28S (fig. 167). Rezultă = + FAR x =l. 
a d e í 

Pe de altă parte se știe că produsul este maxim cînd 
TarsTe —mazim dacă hot: 
4 a e a (aa e> 

1 Astfel h,=3ra, hy=3Tp, he=3Fo adică problema; s-a redus 
la construcția unui triunghi căruia i se cunosc înălțimile, 
construcție ce este cunoscută. 
2) Fie O centrul cercurilor, Ti, Ta ra razele lor, A, B, C 
virturile triunghiului și a, b, € laturile triunghiului. Se ştie 
că rtri-pr2=GA2+GB2+GC24+30G?, unde G este centrul 
de greutate, Dar rî-+ri+ri=c (const.) şi deci a -h b? -pei 


factorii sînt egâli, adică 


ate 90 = Aj A nce 2 dl n2 i 4 i í 

Ie 90G". De accoa a- b?--c°= maxim cînd OG=0, adică OZG. Cu acestea 
problema se reduce la construcția triunghiului cînd se cunosc medianele — 
problemă cunoscută. 


50 nS A at et a A ; j 
172. 1) Să se construiască un triunghi ABC cunoscind x B= x MAC şi 
mediana AM. Discuţie. 
2) Să Si AER i ; A ; 
2) Să se construiască un triunghi cunoscînd has Mẹ și m, (notaţiile fiind 


cele cunoscute). 
(G.M.B., Gh. Verme) 


Soluțio, 1) Considerăm B= xMAG=«. Construim arcul capabil de 
unghiul &, ce se sprijină pe AM. Fie centrul cercului corespunzător notat cu 0 
Construim semicercul de diametru. OA avînd centrul 0. Prin M ducem para- 

lela la AC; ea va intersecta 
cercul de diametru OA în N. 
AN  intersectat cu cercul mare 
“ni-l dă pe B. Unim pe B cu M 
şi îl determinăm pe C. 


Justiticare (fig. 168): 


AOAB — isoscel (0A = 
=0B), ON | BANA =BN = 
Fig. 168. A NM linie mijlocie în AA BC. 
| Condiţia de existenţă este 
a <45%; dacă a >45* nu există AA BC, dacă «=45° rezultă că triunghiul ABC 
este dreptunghic isoscel. 

Y) Se duc două drepte paralele d; și d, situate la o distanţă egală cu ka 
una de cealaltă. Măsurăm PC=2m,„ Se ştie că prelungind mediana unui 

triunghi eu un segment egal cu ea însăşi, punc- 
At al] tul obţinut se va afla pe o paralelă prin A la baza 
triunghiului, deci Aed, şi BCC da. Determinăm 
centrul de greutate G al triunghiului. Măsurăm 
GB = mo şi îl avem pe B. Unim İB cu mijlo- 

, E AI 4 

cul M al lui PC şi îl obţinem pe Aed,. Pen- 
tru existență trebuie să avem: ha<2me; ha < 


<2my (fig. 169). 


P 


Fig, 109. 1 


173, În triunghiul ABC înscris într-un cerc 0, înălțimile AA), BB, ce: 
se intersectează în H şi mai taie cercul 0 în 4", B”, G", Să se arate că 
1) AA), BB’, CO’ sînt bisectoare în triunghiul ortic ABOS 
2)_ aria (A BC")+aria (BCA")-Þaria (CAB"\=aria (ABC), 
BA CA! BG! "AB! AQ BC ik 
! ENTZIA Faa e oA dot 
BC GA y AB m cos A cos B cos s. 
AH BH CH 2 2 2 


4) 


Soluţie (fig. 170). 1) Spre exemplu, deoarece n 
BC'H A" este inscriptibil, rezultă + A'C'H= %4 A'BB'; B 
vA'BB'= x% A'AC (laturi perpendiculare), iar din 
3'HC'A — inscriptibil, se deduce kKA'AGC= x B'C'C. 
În concluzie, ¥A'G'H= ¥ B'G'H (CC' este bisec- 
toarea unghiului C’). 


2) x B'BA=xG'CA (laturi perpendiculare) și 
x CICA = xC? BA = TUCI, deci +ABB'= 


xABG”. Analog, *G'AB=+A'AB; AHAB= 
=AC"A B, deoarece în plus au latura A B — Somună. 
Analog, AHAC=AB/AC, AHBC=AA”BC şi deci 
rezultă concluzia. 


Fig. 170. 


Formulare echivalentă a punctului 2): să se arate că A”, B”, C” sint 
corespunzător simetricele lui H faţă de laturile triunghiului ABC. 
(3) Din 2) rezultă A'A”: BC+C'C”- AB+B'B"'- AG=2aria (ABC); 
PA AC (puterea punctului interior A”) şi ae ae 
AA’ 2 aria(A BC) 


. Procedind analog cu ceilalţi doi 


deoarece A'A''— 
1 a A AA” BG BAAG 
= — se obține = 


AA 2aria (ABC) AA? 
termeni, se obține rezultatul. 


4) Din AA BC ~AAB'C' (B'C' antiparalelă la BC) se reține B'C'= 1 
iar din AA B'H ~ AÅ A'C (dreptunghice,cu un unghi ascuțit egal), AH -4 = : 


p a BG BCG: AA! 
Rezultă — = Boag 
s A AB: AC 


GA: ABS 5 a a A 
CAS e Ati = sin Á +sin B+sin C=2 sin 
BH GH ; 


=sin A; analog, ceilalți doi termeni şi rezultă 


A+: —B A+B 
AEE cos em + cos Ele 
2 E 2 2 


a 


[i 


174. 1) Să se demonstreze că mijloacele laturilor unui patrulater oare- 
care sînt vîrturile unui paralelogram. În ce cazuri acest paralelogram este 
respectiv romb, pătrat, dreptunghi? ` 

2) Să se arate că într-un patrulater: con- 
vex segmentul care unește mijloacele a două 
laturi opuse se taie în părţi egale cu segmen- 
tul care unește mijloacele diagonalelor. 


Soluţie. 1) Presupunem că patrulaterul 
este convex (fig. 171). HG este linie mijlocie 
în triunghiul ADC. De aceea HGIIAC ṣi) 


Ham A AC; analog: EF este linie mijlocie 
2 : ; A 


în triunghiul ABC, adică EFI|AC şi EF = A AC. Acestea arată că figura 
2 


HEFG este un paralelogram. 
` Dacă diagonalele AC și BD sînt egale, atunci HEFG este un romb; dacă 

AC=BD şi AC LBD, atunci HEFG este un pătrat; dacă AC | BD, atunci 
HEFG este un dreptunghi. 

Analog se tratează cazul patrulaterului neconvex. 

2) Fie H respectiv F mijloacele laturilor opuse A D şi BC; iar I respectiv 
J mijloacele diagonalelor BD și AC. Un raționament analog cu cel de la 
punctul 1) arată că HIFJ este un paralelogram. De aceea punctul comun 
segmentelor HF și IJ este mijlocul lor. 


175. Fie a, b, c, d lungimile laturilor unui patrulater şi S aria sa. Să se 
arate că dacă a+c=d+b şi S=Vabcd, atunci patrulaterul este inscriptibil. 

Soluţie. Fie a şi B două unghiuri opuse. Avem a24+b2—2ab cos a= 
=—c24+d2—2cd cos B. Dacă scădem (a+ b=(c—d), găsim 

(1) 2ab(1 —cos a)=2cd(1 — cos $). 

Din s= ab sin a p-cd sin p—Vabcă rezultă 45S? = 4abcd = a2b2(1 — 


— cos? a)-+- c2d2(1—cos? 6)-+2abcd sin « sin p. Utilizînd pe (1) de două ori în 
membrul drept obţinem 


4adcd=—ab(1 +cos a)cd(1 —cos B)+cd(1 + cos B)ab(1 — cos a)--2abed sin a sin ĝ. 
Simplificînd deducem 4=2—2 cos (a4+-B), adică «+f=r. 


176. Prin punctul M situat într-un cerc O de rază R, se duc două coarde 
perpendiculare, care determină patrulaterul înscris ABCD. 

1) -Să se exprime aria patrulaterului în funcţie de R, 
de unghiul r= + AMO şi de OM =a; să se aie valoarea 


. : : = T x 
lui z pentru care aria este maximă re (0, la 


2) Să se calculeze perimetrul "patrulaterului rezultat 
la punctul 1). 

Soluţie (fig. 172). Fie OE | AC; rezultă EA=EC 
(rază perpendiculară pe o coardă). Analog, dìn OF | BD 
rezultă FB=FD. Se calculează QE =a sinr, EA= 
=yR atsin" a, AC=2EA. Analog, OF=a cosx, D= 
=R? =a? cos? t, BD=2FD. 


= ma E A O 
aria (ABCD)= Arrn = 2y (Ra sin? a(R? a" cosè x)= 


Fig. 172. 


a S S E E E G PS K * . 
=y44 RI RI — 4?) -+ a* sin? 2x şi deoarece ze (o =) aria maximă se obține 
) 


n 
pentru t= ii 


mag. aria (ABCD)=VAR(RY—a)+ mR ma. 


2) Pentru t= = patrulaterul ABCD devine trapez isoscel, iar triunghiu- 


rile AMD, BMC sînt dreptunghice isoscele, 
Se calculează EM = a cos Ž, AM=EM+Ab= pe, MC= 


Vă 


=AC—AM=AB-EM= z V2R2— &— F AM=MD, BM=MC. Rezultă 
2 2 


f 
A AD=AM :y\3=a4+y\V2R—&, BC=MC :y2=V2R— 4 —a, 
CD=A D=y/CMI+MA:= Vă A EFEM} =RV2 
3 177. De aceeaşi parte a unei drepte (d) se dau punctele M, N, (M, N, (d) 


aparţin aceluiași plan), care se proiectează pe (d) în M,, Nu, iar MM.=m, 
NN =p., MN.=b; se consideră pe (d) segmentul BC=a. 

1) Să se determine poziţia lui BC pe (d), încît 
lungimea liniei poligonale MBCN să fie minimă; 
să se determine lungimea liniei în cazul de mi- 
nim 


= 
- 
Eee 
—, 


2) Să se calculeze aria patrulaterului M BCN 
pentru cazul de la 1). (d) 

Soluţie (fig. 173). 1) Fie o poziţie oarecare a Mı. B Dp Ci 
lui BC pe (d) şi paralelogramul _MBCD. Linia po- R it 
ligonală conține elementul fix BC=a (ca lungi- va 
me), care nu influențează valoarea minimă a lun- YN’ 
T gimii liniei poligonale; deoarece M B= DC, se caută Fig. 173. 
min(DC+CN). = A 
: Se consideră N’, simetricul lui N față de. (d); DC+CN=DC-ACN' şi 
rezultă că se obține minim pentru cazul cînd D, C, N’ sînt coliniare. Fie D, 
î proiecția lui D pe (d); N, Di=b-—a=DC+CNa. Din asemănare, AD.DC ~ 
ÎN —AN,N'C, rezultă Di = AG sau pia DC: sistemul DıC+CNı=b—a 

f Nı & CN, „m CN, D.C p 


m(b—a) 


are soluția CN.= POZO D,C= 
p+m p+m 


2 2(p+m) ` - 2(p+m) $ 


___178, Fie P un punct din interiorul poligonului convex AcAa + =: dn 
și Be, proiecția lui P pe As_sAw Să se arate că 


n+l i 1 n+l 

X> (PB + PB) cos — Au S 2 Bia Ba 
i=l r 2 N im 

unde. An E Ao Bu = Bo Cind are loc egalitatea? 


_ Soluţie, Gu notaţiile din fig. 174 avem B,_1B3=PB2 + PB2—2PB 
g i Da pe ) i ss i 7 S 
PB, cos P=PB? 4 PB24-2PBi* PB; cos As = (PB — PB) + 4PB,1' 


a 1 
‘PB, cos? — A; > (PB — PB)? + 4PBi 


A t Bì pi -1 
Biso * PB;,) cos“ A A;,=(P B; +- PB ?cos? ~ A, 
DE z : 
7 A Rezultă B1B, >(PBis + PB:) cos = A; cu 
| egalitate dacă şi numai dacă PB; PB, 
Aia SA Sumind dupăi dela 1 la n] găsim relația 
la) (b) din enunţ cu egalitate dacă și numai dacă 
i PBy=PR; = PR, 


Fig. 174: 


179. 1) Să se verifice că un triunghi echilateral poate fi înscris într-un 
pătrat, iar un pătrat poate fi înscris într-un pentagon regulat. 
= 2) Să se arate că pentru n>6 un poligon regulat cu n—1 laturi nu poate 
fi înscris într-un poligon regulat cu n laturi. 


3), Care sînt poligoanele regulate ce pot îi înscrise într-un poligon regulat 
cu n laturi? 


Soluţie. 2) Presupunem n >6. Fie AsAz... Anı un poligon regulat cu 
n—Ì laturi de lungime unu. Presupunem că el este înscris într-un poligon 
regulat B,B2... Ba să zicem că A, este pe latura BBa, că 0 <4A,Bı SA,Be 
Vi, j, că Agreste pe latura BB; etc. Fie XA, A4/Biu=e şi AAB 
=ß;, pentru j=1, 2, 3, 4. Comparînd- sumele unghiurilor găsim Le-a 
+27/n(n—1) şi 6,=8;_a—2x/n(n—1) pentruj=2, 3, 4. Deoarece 6, =2x/n—ap 
ji 2; 3; 4, avem oa tf =2a(n—2)/n(n=—1), aj —By aa —Ba-tir — 2) 
In(n—), j=2, 3, 4. Aplicăm acum teorema sinusurilor în A Ata Bir i= 
4. Pentru j=2, 3, 4 obţinem -B;Bjņ sin + B;uB;Bia = 


=l, 3 > 
=(B A+ AB) sin (n—2n/n)=-Sin aşa -k sin By = 2 sin 2 (watb 


$ 


Ar e a D aja) d 
coas (a;-1— p) =2-sìin ET cos T tă (ata Bl 


Deoarece poligonul cu n laturi este regu 
precedentă. este independent de j şi, cum si 
trebuie să avem 


cos 0=cos (2 + 0)=cos ( zo o), O= + (a — Ba): 


n(n—1) n(n—1) 


lat, membrul sting din relația 
nusul din dreapta este nenul, 


ate lua de trei ori aceeaşi valoare într-un interval 


Deoarece cosinusul nu po 
ontradieţie. Rezultă că ipoteza 


de luggime mai mică decit 27, aceasta esta oc 
este falsă.. 

3) Pentru exemplificare luăm n=: 
teral. În acesta pot fi inscrise un triung 


3, adică cousiderind un triunghi echila=. 
hi echilateral, un pătrat şi un hexagon. 
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Pentagonul, ca şi orice poligon cu şapte sau mai multe laturi, nu poatefi înscris 
tn triunghiul echilateral (verificări directel), 
Soluţia pe cazul «general o propunem cititorului. 


X 180, Fie P}, P două poligoane inscriptibile și Ci, Ca respectiv cercurile 
u S circumscrise acestor poligoane. Să se arate că dacă P, întilnește pe Pz, atunci 

X unele vîrfuri ale lui P, se află în (sau pe) Ca şi invers. 
tă Soluţie. Presupunem că P, și P, sînt poligoane inscriptibile care se în- 
pia tilnesc şi nici un vîrf al lui P, nu se află în sau pe Ca. Atunci sigur Cy şi C3 
nu pot fi interioare unul altuia și nici tangente. Rămine că C, şi Ca se taie 


în două puncte; fie D secanta comună. 


Secanta D împarte planul în două regiuni. În baza ipotezei virfurile 
lui P, trebuie să se afle numai într-una din aceste regiuni, iar virfurile lui P3 
să se găsească în cealaltă regiune. Deoarece cele două regiuni sint (evident!) 
disjuncte, rezultă că Pı şi Pg nu se întîlnesc, contrar ipotezei. 


Rămîne că afirmaţia din problemă este adevărată. 


r 


į 


181. Pe diametrul AB al unui cerc O de rază R se ia un punct exterior 

C cu CA =R. Se construiesc n cercuri cu centrele 0i, 02,...;, On pe AB şi de 

raze r, admiţind o tangentă comună ce trece prin G. Cercul O; este tangent 

interior în A la cercul O şi tangent exterior la cercul Oz; cercul 0,(2 <k <n—1) 
este tangent exterior la cercurile 0-1 şi Ory, iar 0, este tangent exterior la 

0-1 şi tangent interior în B la O. 

Se cere: 
1) Să se arate că (r,|kef1, 2,...» n}} sînt în progresie geometrică, 

să se determine raţia și expresia lui r}; 

2) unghiul 0 făcut de AB şi de tangenta comună; 
3) raţia și, unghiul 0 pentru cazul 

CA=p-R, p>0. 

Soluţie (fig. 175). 1) Din asemănarea 
triunghiurilor dreptunghice AT p11 M; ~ 
~AT, Tra M e șa, rezultă LEME = TMe f 

Ti To Taul 
Sau LITA e Tati Ti deci r2 = Ik 1t Te şt 

TRE Teatra I DS 

adică {rke (152 a, n)) sînt în pro- Fig. 175. 

gresie geometrică. 

Pentru neN, dat, unghiul 0= x ACT, este constant; din restricţii geo- 


: : TA 3 
metrice rezultă 0e (0.2); O= pentru n=l. Deoarece sin 0= SER se 
$ 3 arh : ESLLS 


À ` : Ta 
obţine riz Aena, în ATiTaMga sin 0=» ri şi deci rația Q= aR 
— sin ati 


$ A km1 
Se obţine ry=rq "t= R sin O(14-ain 0) j 
(1 —sin 0)h 


1—sin 6 


* 


n 
2) Deoarece X^ r= R și ru=riq* rezultă rı f- ehta R, sau 
k=1 A 
slu 0((1 —sin 0)” — (1 +-sin 0) ”) 


=1. Cu condiți :[0, = |, ecuaţia devine Ap 
Lasn (1 sin 6)» iția 0e|[0, s „ecuaţia devine Tae | — 
1+sin 0 1+sin 0 V3 1 
==3 şi deoarece ——— >0 se obţine ul A E V3, sau sin 0=X——: mai 
1—sin.0 1—sin 0 V341 
rezultă q=V3. 
F -/p+2 
= 1-+sin 0 k p+2 Z 
3) Peùtru CA=p-R rezultă q= —— =} /— şi sin 0= e e 
1—sin 0 Pp n SE 
p+2 
SA 
p 


182. Fie AC un segment şi B un punct al său astfel încît A B=a, BC =b. 
Din B se duce o semidreaptă (d) perpendiculară pe AC şi pe (d) se consideră 


un punct D: 
1) Să se afle lungimea “segmentului BD pentru care triunghiul A DC 


este isoscel. 


2) Să se determine +ADC astfel ca | x DAC— + DCA] să ia valoarea 
maximă. E 
3) Dacă O este centrul cercului circumscris triunghiului A DC pentru 
cazul de la 2), să se determine vectorul OD+OC—0A. 
SS: Soluţie (fig. 176). 1) Triunghiul ACD este isoscel 
dacă DC=AC sau AD=AC, adică DC=a+b şi deci 
DB=\@+2ab, sau AD=a+b şi DB=Vb+2ab. 


T 


2) Dacă DB=x, rezultă, tga A=, tg Ge 
a 


to (4-—0)= 0227. se notează f(z) =A4 —C, f) = 


)r 
a24+ab 
= arctg an ; f @=0 implică r= + yab — abscisele 


punctelor posibile de extrem. Cercetînd semnul lui f“ pe 


Fig. 176. : 
îi ză (0, co) rezultă că z=xyab este punct de maxim. 
A Cu notația a= x ADB, p= + BDC se obține x ADC=a+8; tg (&+8)= 
= (+02 implică a +B arctg t2 . în final, lim («+8)=lim, xA DC= Se 
a2—ab a2—ab wy ab w>Vud S 


3) Paralelogramele OCED şi OEDA sînt romburi egale (04A=0C=0D); 
0C+0D=0E, iar AE=0B—0A=0C-+-0D-—0A. Riind diagonale omoloase 
în romburile. egale. AB=DC şi deci |AE|= DC= yb Fao. 


183, Se consideră un cerc O de diametru AB=2R. Pe semicereul ARR 
Pf , arbitrar ic O, se duce un cere care trece prm e 
se ia un punct arbitrar 0, şi cu centrul în 0 dare. in B 
gi mai (A co tează diametrul AB în C. Dreapta 40, determină pe 0, punctele 
Psi D(A D>AP), iar tangenta la cercul O în B taie cercul O, în E, 
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Să se arate că: 
N Danny 
1) măs PC=măs DE; 2) locul geometric al punctului P este un are de 
cerc și să se determine elementele cercului (raza și poziția centrului), 3) să se 
determine valoarea lui v= +0,AB pentru care, aria 
dreplunghiului PCDE este maximă, 


Soluţie (fig. 177). 1) Deoarece +CBE= Æ rezultă 
2 


j N PR 
că EC este diametru în 0O;; arcele ED şi PC sînt sub- 
întinse de unghiuri la centru egale, 
2) Deoarece * BOA = 5, rezultă că ABO,P — 


dreptunghic isoscel şi deci x APB = z , independent 


de poziția:lui 0; pe semicerc. Locul geometric este situat 
pe cercul Oz, determinat de punctele A, P, B. Fie P se Fig. 177. 
află pe diametrul perpendicular lui AB; din APOB —' 


dreptunghic, se determină PB = , iar din A0O2BP — isoscel, unde latu- 


T 
sin — 
8 
3 3 x PB R 
rile sînt BP, 0:P=0,B=R;, x 0,PB= 2, rezultă R= ——— = = 
8 3m 37 + 
PATE sin — 
8 4 


; = R y2. Centrul 02 se află pe diametrul perpendicular lui AB, la dis- 
, anța 020=0,P—0P= RV2—R ctg =R; deci 0; este situat pe cercul 0. 
3) În ABOE — isoscel, 0,B=0,E=r=2R sin z, iar + 0,BE= > 
măs 0,B=r— x BEO; rezultă că x BO,C—2 + BEC—9a şi 3 COP=E—2a 
Asia. (PCDE)—0,C: 0, Pisin (22) TOC OD sin (3—20)2r paz aa a 
„4 R?(cos 2r—cos? 2x). Pentru ze (o =) f(x) =cos:2x— cos? 2a , are, deri- 
vata f'(x)=2 sin 2x(2 cos 27 —1) cu rădăcinile t= z, t= + PRR: ufiica 
soluţie pe (02) este r=% 


$ ; ; go 
184, Cercul lui Euler a das 
1) Fie ABC un triunghi oarecare. Să arătăm că simetricul ortocentrului 


- față de una din laturi se află pe cercul circumscris. De Agamana daos Au 
este diametral opus lui A, atunci segmentul HA; și Gaetei je 
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Ovan că k HBC x Ga e CĂA' a k CA Ag e măs AAC 
2 


= GBA, (fig. 178). În plus, AA LBG. De aceea HA'=A'A2. 

Să arătăm acum că figura HGA,B este un paralelogram. Pentru aceasta 
observăm că BH LAC, A,GLAG implică BH||A;C. Analog CHILA,B. Dar 
într-un paralelogram diagonalele se taie la mijloc. 


Fig. 178; = Fig. 179. 


2) Fie A un punct fix, iar M un punct variabil pe cercul cu centrul în O 
şi de rază R (fig. 179); Să arătăm că mijlocul M, al segmentului AM descrie 


un cerc. 
Deoarece O şi A sînt puncte fixe mijlocul O, al lui OA este fix. Pede altă 


parte 0,M,—30M = R=constant. Deci M, descrie cercul de centru 0, 


= 


= SR 
ȘI raza —» 
2 


3) 'Ținem seama de rezultatele precedente. În fig. 178 ortocentrul H este 
un punct fix; dacă M este un punct variabil pe cerc, atunci mijlocul lui HM 
descrie un cerc. Ne oprim cu M în poziţiile Aa, As, A (şi analoagele), cînd 
mijloacele lui HM. devin respectiv A, A”, A" (şi analogele). În felul acesta 
se verifică afirmaţia: picioarele înălțimilor, mijloacele laturilor şi mijloacele 
segmentelor care unesc ortocentrul cu virfurile sînt nouă puncte pe acelaşi 


cerc, cu centrul la mijlocul lui HO şi raza =. Acest cerc se numeşte cercul lui 


Euler. . . N 


195, Considerăm familia de cercuri de ecuaţie 


Crp: THY hAth au -boabbutbe ==0, 


unde a, b, c sint constante date, iar À, pasint parametri, 
1) Să se arate că fiecărui punct M,(, yı) din plan i sa poate atașa un 
alt punct Ma(za ya) astfel tnett priu cele două puncte să treacă o infinitate 


de cercuri Cana) 
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D Fie Mata), ya), Malal), Va()) două puncte oarecare de pe cercul 
Să se arate că oricare ar fi A dreapta MM, trece printr-un punct 


3) Să se determine puterea p a punctului Z în raport cu Ch poy 
a Solaţie. 1) Se impune ca sistemul în A şi p, 
z E ta)t plyt b) tHrityitce=0 
: Mtata) + p(ya td) +ri+yi+e=0 
să fe compatibil nedeterminat, adică 
tta vad  22+uite 
Ec Da e a ie a 
mta yitb ate 


Rezultă t;=ir; ati), ya=iy F b01), unde t= Fb? +c. 
2) Evident ra=ixs+alt—1), yı=ty;+b(t—1), unde t=a° 4b +c, T,= 


s SA tE 3 = ty y— R —z 
=A) EA i =, 4. De aceea ecuaţia sa Poli adică = 
Ta — Ts Ya— Ya z+ a 
= 5 reprezintă un fascicul de drepte cu vîrful în I(—a, —b). 
Pt 


3) Puterea punctului Z este numărul 


p= Ms: IM; = 4b? —ra— pb aitb p+e=a? bce. 


186. Se dă un cerc cu diametrul AB de lungime 2a şi se consideră si- 
F metricul Cal lui A în raport cu B. Prin C se duce o dreaptă A perpendicu- 
ară pe AC; apoi prin B se duce o secantă variabilă care întilneşte pe A în 
TP şi cercul în H: Fie (Q)=AH(NA şi {K} intersecţia dintre BQ şi cerc. Prin 
P P se duce o paralelă la AB care întîlnește pe BQ în R; analog prin Q se duce 
o paralelă la A RB care întilnește pe BP în M. Să se arate că 

1) produsul GP + CQ este constant, 

2) punctele P, K, A şi R, A, M sînt 

“respectiv coliniare. 

3) Dreapta MK trece printr-un punct 


fix. 

Soluţie.' Alegem axele ca în fig. 180 
Atunci A(—2a, 0), G(2a, 0), cercul are ecua- 
ţia 224-y24-2az=0, dreapta A este dată de 
a=2a, iar secanta variabilă AP are ecuația 
= 


1) Se observă că P(2a, 2a1) şi H A 
—2 
Ta) Deoarece, pentru 140, AH:y=— Fig. 180. 


; * ` a A 
m ata rezultă O (2a, 740) , Astfel CP=2laăl și co-a]. De aceea 
A 


(pentru 140) avem CP: CQ=8a?, 
959 


— 2a) 


2) Pentru #0, ecuația dreptei BQ este y= -2m Se găseşte K( ' 
, A 1+4 


AAN 
s ). Deoarece 
RHA 
2a 2a 1 
=—2a)2 dah 
e 1 |=0 
NA A+A 
—2a 0 1 


punctele P, K, A sînt coliniare. 
Avem PR: y=2a şi pentru AZ0, QM: y=- =, De aceea R(—a%, 


~ 2a) şi M ea ==), Apoi se verifică relaţia 
A 
—aN 2a 1 
—2a-: 0 
i i | =0 
mia z ji 
Aa A 


şi deci R, A, M sînt coliniare. 

| | 3) Dreptele MK formează un fascicul de ecuaţie 

(8+2? —M)y— (4N F8) (1 +a)=0. 
Vîrful fasciculului are coordonatele (—a, 0), adică este tocmai centrul cercu- 
lui dat. 


; : ; 
187. Se dă elipsa E: = + y —1=0 şi dreapta variabilă Dm, n:y= 
(25) 
=mņr 4n. ; $ 
1) Să se determine numărul punctelor de intersecţie dintre E şi Damas 
2) Fie Dm nm) dreapta variabilă tangentă la elipsa E. Să se 
afle minimul ariei triunghiului determinat de ea pe axele de 
coordonate; să se găsească locul geometric al centrului de greu- 
tate al acestui triunghi variabil. = 5 
Soluţie. 1) Se impune să discutăm soluţiile sistemului te 


+É —1=0, y=mx-pn. Eliminînd pe y obţinem (3 +2m’) -b 


+4mnx-+2(n?—3)=0_ cu diserimin antul A =—6(n?—2m?—3). 
Se observă că A=0 reprezintă o hiperbolă în planul mon 
(fig. 181); pentru asemenea valori ale lui m şin dreapta Da » 
este tangentă la E; mai precis tangenta variabilă Du, aqu). Ale 
ecuația y= mg LVăm F3. Dacă A<0, atunci Dm, n nu interste- 
tează klipsa, iar dacă A >0, atunci intersecția EQD um, a constă 


din două puncte, 


2) Pentru m#0, dreapta Dmnmmy taie axele de coordonate în 


Smeds DAA 1 
A (+ ELE, 0) şi B(0, +V2m2+3). De aceea aria (0A B)= 3 OA + 0B= 


n 
2m2+-3 e 7 dle si ae F 3 
m e Aceasta îşi atinge minimul 6 e pentru matj: 
3 2 


Centrul de greutate are coordonatele 


__ V23 „4 V2m2F3, 
Te 3m : e raze Dee n 70. 


Eliminînd parametrul m găsim.locul geometric de ecuaţie 92y2—312—2y?=—0. 


188. Curbe în plan 


Fie I un interval deschis (alteori interval închis, semiînchis sau reuniune 


de intervale) din R. 

(I) O funcţie continuă «: I—R2 se numeşte curbă şi se notează cu a. 
Uneori numai imaginea «(]) se numeşte curbă (fig. 182); în acest. caz æ se 
numeşte parametrizare, iar te ], se numește parametru. = 

Dacă raportăm pe R? la reperul canonic, atunci func- 
ţia æ este caracterizată de coordonatele ei euclidiene, œ : x= 
z(t), y=y(t), tel. Într-un context în care numai imaginea - dit) 


ecuaţiile parametrice ale' curbei. i 
(II) Fie M un punct de pe imaginea a«(1). Cardinalul 


“mulțimii e ((M)=(ijteI, a(t)=M) se numește multiplici- , i 
alea punctului M. = t 
= O functie continuă și'injectivă «: I— R? se numeşte curbă Fig. 182. 


implă; în acest caz a(1) conţine numai puncte simple. 
(ID. O curbă «:[a, b]—>R? pentru care a(a)=a(b) se zice închisă. O 
curbă închisă pentru care restricţia la [a, b) este injectivă se numeşte curbă 
implă şi închisă. zi ` 
(IV) O curbă a: I— R? se numește periodică dacă există un număr T>0 
astfel încît (+Tel, a(t4+T)=a(d), viel. Cel mai mic număr 1>0 care se 
bucură de această proprietate se numeşte perioada lui « (în ipoteza că există!) 
Se poate arăta că imaginea unei curbe închise admite o reprezentare para- 
metrică periodică. 5 > 
(V) Presupune că a: 1—R? este derivabilă. 
Un punct «(D=(a(0, y(0)=Mea(I) corespunzător 
unei valori a lui £ pentru care «'(t)=(x'(f), y'(0)) TOS) 
a oE 
se numeşte punct regulat, Dreptele de ecuații PTT 
e P respectiv z(D(z —2(0)-++-y'(0(y—y(0)=0 se nu-, 
A ; 
mese tangenta respectiv normala la curba « în punctul re- 
gulat M ( fig. 183), 


a(Í) este numită curbă, relațiile x=z(t), y=y(f) se numesc j d[i 


} 


Un punct a(0)=Mea(1) pentru care z(l) a(æ'(f), y'(0)=(0,0) se numește 
punct singular. 

(VI) O condiție. suficientă pentru ca imaginea a«(1) să fie rectificabilă 
(să admită lungime) este ca derivata «'=(x', y’) să fie continuă, exceptind 
cel mult un număr finit de puncte. 

(VII) Graficul unei funcţii continue f : Z— R este o curbă în plan deoarece 
acest grafic poate fi privit. ca imaginea aplicaţiei «: 1 R? dată prin z=t, 
y=I0. 

O curbă de acest tip nu poate avea puncte multiple, nu poate fi periodică 
şi nici închisă. 

Egalitatea y=f(x) se numeşte ecuația carteziană explicită a curbei G(f), 

CVIII) Curbele plane mai pot fi introduse și pornind de la funcţii continue 
de tipul F : RR. În acest sens mulțimea C=((z, 9)| (7, y)e R?, F(x, yj=0) 
se numeşte curbă de ecuație carieziană implicită F(x, y)=0. Dacă E este un 
polinom de gradul n, atunci C se numeşte curbă algebrică de ordinul n. 

Exemple. 1) Gurba a: r=t—B, y=b—t este definită pe R. Deoarece 
sistemul bi — Bta t= t admite soluțiile distincte t1=0, l =¢1 
pentru care a(0)=a(—1)=a(1)=0, 0) rezultă că originea este un punct triplu 
(fig. 184). F - 


Fig. 184. ; Fig. 185. 


2) Fie curba a: 2 Sih--y =003 t, te[0, 4r]: Deoarece a(0)=a(4r)= 


=(0, 1), curba « este închisă (fig. 185). 
Sistemul 2'(f)= + COS = =0, y (f =— sin t==0 are soluțiile =r; 3m 


De aceea punctele (—l, —1) şi (1, —L) sînt puncte singulare. 
Apoi din sistemul tf sio zi sală à, cos fj=cos fa deducem i= 


= 2r — l, T <la 2T t= ty 3 <ti<4m. De aici rezultă că: (—1, =), 
- (1, —1) sint puncte simple; pentru te (0, mUl, mU Sm U (Im, 4r) re- 
zultă puncte duble; (0, 1) este' punct triplu. 
Tangenta în punctul triplu (0, 1)-este y=1, iar normala este axa Oy. 
Extensia lui a la R este o curbă periodică de perioadă T4. Toate 
punctele acestei curbe sînt multiple. În particular, pu nctela (—1, =) (1, —1) 
stnt-şi puhete multiple şi punete singulare, : 
Precizare. În general, ralectoria obținută prin compunerea a două miş- 
cări vibratorii de același centru care sẹ otectuează urmind respectiv dreptele 
perpendiculare Ox şi Oy se numeşte curbă Lissajous, Reuaţiila parametrice 
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Aa 


ale unei astfel de curbe sint rc coslwtt pi); y= 
= bcoslwal t pa) unde a, b On Op Pu Pa sin! constante. 

3) Considerăm Foliul lui Descartes C: x-y? —3axy =0, 
a>0 (fig. 186). pentru a obține o parametrizare a! acestei 
curbe intersectăm cu dreapta y=lx. Înlocuind în ecuaţia 
curbei C obţinem -br —83ax*t=0. Mai întii avem z2=0, 
ceea ce corespunde punctului dublu (0, 0). Apoi, pentru 
t —], găsim 


3at 3al? = Fig; 186. 


= — 


T= 
pÊ’ Te 


189. Locuri geometrice 

O mulţime de puncte din plan sau din spațiu definită prin specificaiea 
unor proprietăţi geometrice se numește loc geometric. 

În esență, problemele de locuri geometrice sint probleme de găsire a unor 
proprietăți echivalente celor prin care este dată o anumită mulțime, sau altfel 
spus, probleme de egalitate a două mulţimi. Dar rezolvarea unei probleme de 
tipul (1) „punctele unei mulțimi (din plan, spaţiu) au proprietatea P dacă 
şi numai dacă au proprietatea Q” nu este totuna cu rezolvarea unei pro- 
bleme de tipul (2) „să se găsească locul geometrie al punctelor care au proprie- 
tatea P”. În general, în problema (2) proprietatea P este dată astfel încit nu 
este evident cu ce figură geometrică avem de-a face (ipotezăl), iar proprieta- 
tea Q nu este specificată. Ea poate fi aleasă de rezolvitor din mulțimea pro- 
- prietăţilor echivalente cu P de aşa manieră încît să poată spune cu ce figură 
- geometrică este echivalentă mulțimea dată iniţial. 

Rezolvarea efectivă a unei probleme de loc geometric constă în urmă- 
toarele: ; 

a) Verificarea existenței unui punet care posedă proprietatea dată, adică 
stabilirea faptului dacă mulțimea dată prin ipoteză este vidă sau nu. 

b) Se consideră un punet (variabil) care posedă proprietatea dată şi se 
stabileşte apartenenţa acestui punct la o figură geometrică F: 

c) Se verifică dacă orice punct al lui F convine, adică se anâlizează dacă 
este suficient ca un punct să aparţină lui F pentru a avea proprietatea speci- 
ficată. De cele mai multe ori reiese că nu putem accepta decit o parte F’ a 
lui F. i 

Figura F” este locul căutat deoarece: 3 i sg 

— orice punct care posedă proprietatea dată aparține necesar lui F’, 

— este suficient ca un punct să aparțină lui F’ pentru a-avea proprieta- 
tea dată. A : e ăi 

În ceea ce privește găsirea unui loc geometric prin metode analitice, facem 
următoarele observaţii. Să presupunem că din condiţiile geometrice impuse 
în problema dată spre rezolvare se obţin coordonatele punctului care descrie 

ocul: 


CD ae ai (Na ee Ai - p= parametrii; Jal, 2- k, 


ye Yo e e A 
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cu legăturile 
(ID) N (A seo A =0, ll, d, „Rl 


Puţini clevi stiu să spună oñ locul geometrie chutal este siatemul (1)-p 
(ID. Există, desigur explicația obiectivă că elevii nu cunone noţiuni ca 
ecuaţii parametrice ale unei curbe, functii Implioite ete, dar, cel puţin formal, 
li se poate atrage atenţia că odată determinat sistemul (1)- (11), locul geo 
metric este găsit. Ceca co urmează osto numai determinarea ecuaţiei implicite 
a curbei loc geometric 


fæ, y)=0. 
Într-adevăr, sistemul (1) [-(11), transoris sub fornia 
D(x, Ys Ape «e o Ap) =0,; 
Y(T Y Ais eae s An) =À, E 
Filise e o Ar) =0, 


ee eo ........ ...... ... 


y DUD, Fire eis Epa 
în anumite condiții (de exemplu Di Fie e i at), #0, 
: ; DON 


A 


sau eo 
DUO, Ei e Fr 40, 
Dines Ar) 
iar 
F 2 d 7 
ORIS LOS zayi sînt continue), 
2, NAE ON 


permite determinarea parametrilor Aj=À;(%, y), J=1; 2,..., k, din k ecuațiis 


D(z, Ys Nire e Ae) = 0 
i=1, 2; k=l 
Fir ARG A) =0 
(în cazul general Ay=A;(x, y) pot fi determinaţi numai ca funcţii implicita). 
Înlocuind A;=À;(x%, y) în ecuaţia rămasă a sistemului (I)-+ (I1), rezultă ecuaţia 
implicită a curbei loc geometric 


Play Alts Y) een Alt y) =0. e. 


Exemplu. Să se găsească locul geometric al punctelor din plan (spațiu) 

pentru care raportul distanțelor la două puncte fixe să lie constant. 
(Concurs admitere, I.P.R,, 1918} 
Soluţia 1, Fie A şi B două puncte fixe distincte. Căutăm locul punctelor 


M pentru care MA ak, unde k este o constantă pozitivă. 
MB 
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i Sar? M 
Ne siluăm în plan. Pentru k=1, orice punct M pentru care A =Í 


aparține mediatoarei segmentului AB şi reciproc. De aceea în acest caz locul 
geometric este mediatoarea lui AB (fig. 187). 


M 


A E B 
Fig. 187. Fig. 188. 


Fie k#1 şi M un punct care nu aparţine dreptei A B astfel încit ~ =— A, 


Bisectoarea interioară a unghiului AMB taie pe AB în C. Deoarece kzi 
implică MA+MB, triunghiul AMB nu este isoscel. De aceea și bisectoarea 
exterioară a unghiului AMB taie pe AB în D. Din proprietăţile bisectoare- 
lor avem (fig. 188) 


Astfel C şi D sînt punctele fixe de pe dreapta AB care împarte segmentul 
AB în caportul k. Deoarece x CMD =- rezultă că M aparține cercului de 


diametru CD. ; ` 

i Reciproc, fie M’ un punct al cercului de diametru CD, unde C și D sînt 
î punctele fixe de pe dreapta AB care împart pe AB în raportul k. Deoarece 
“M'C_|M'D rezultă că M'C şi M'D șînt bisectoarele unghiului din M’, adică 
d MA CA 
M'B CB 
Raționamentul este același pentru orice punct M’ care nu aparţine lui AB. 
- Punctele C şi D convin prin definiţie. De aceea locul geometric al punctelor 
pentru care raportul distanțelor la două puncte fixe A şi B este un număr 
pozitiv k#1, este cercul de diametru CD, punctele C şi D împărțind pe AB 
în raportul dat. 

Ne siluăm în spațiu. Argumente analoge arată că pentru k=1 locul geo» 
metric este planul mediator al segmentului AB (fig. 189), iar pentru ki 
locul geometric este o sferă de diametru CD, (fig: 190). 


Ex 


Fig. 189. 
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Soluţia 2. Întrucît la problemele de geometrie 
date la concurs au fost admise şi soluţii analitice, 
vom prezenta soluţia analitică a problemei anteri- 
oare pentru cazul planului. 

Fie A şi B două puncte fixe din plan. Alegem 
pe AB drept axă Oz şi mediatoarea segmentului AB, 
orientată ca în fig. 191, drept axă Oy. În raport cu 
(a, 0), a>0. Dacă M(x, 9) 


Fig. 191. 


sistemul de coordonate ales avem A(—a, 0), B 
este un punct variabil din plan, atunci 


MA = — 

= =k k>0+MA=k:-MBeV@+ DEE pe Vary? el a +F 
2ra Eke — k’) =. (1) 

Pentru k=—1 ecuaţia (1) se reduce la z=0 şi deci locul căutat este media- 


toarea segmentului A B. 
Pentru k41 ecuaţia (1) reprezintă un cerc care taie axa Ox în punctele 

fixe chaa 0), D [a d, 0) care împart segmentul AB în raportul k. 

Cai 

Evident C este situat între A şi B. Pentru 

pentru k<1, D este la stînga lui A (fig. 

este cercul de diametru CD, unde C şi D sînt punct 

care împart segmentul AB în raportul k. 


ki, Deste la dreapta lui B, iar 
191). Cu alte cuvinte locul căutat 
ele fixe de pe dreapta AB 


tr-un cerc: Perpendiculara în B : 


190. Fie ABC un triunghi înscris în 
l] geometric al lui M cînd latura 


pe AB taie pe AC în M. Să se găsească locu 
BC este fixă şi punctul A -deserie cercul. 


Soluţie. a) Dacă BC trece -prin centrul cercului, atunci punctul M nu 


există, În continuare, excludem acest caz. 
b) Fie CC! un diametru al cercului circumscris triunghiului ABG. Dacă 


A descrie arcul C'AG-din fig. 192, atunci xAMB= = yA şideci M apar 5 


ţine unui arc de cerc capabil de unghiul = x A. Dacă 
A=C, atunci M=C. Dacă A=C, triu 
o dreaptă si M =M, unde M, este inter 
ain B pe AB şi tangenta în 


generează într- 

secția dintre perpendicular 

C la cercul cu centrul în 0. 

fig. 192 din locul geometrie. Arcul căruia ap 
din cercul de diametru GM, (fig. 192). 

fie M un punct oarecare al arcului CMM, MAM Dreapta 


rul în O în punctul A. Unim pe Meu B ṣi pe Be 
z ~ yA şi dei 


Reciproc, 
MC taie cercul cu cent 
A, Avem xAMB=xCMB='¥ CM, B= = — k BCM = 


2 
MB AB. Cu alte cuvinte, arcul CMM, tără capătul Mı face parte din locul 
geomelric căutat, 
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(Concurs admitere, L.P.B 1973) 


nghiul ABG dez z 


Punctul M, nu face parte sN 
artine M face parte > 


c) Analog, dacă A descrie arcul CM B (fără capete) din fig. 193, atunci 
+ BMC = E+ zA (unghi exterior în tringhiul ABM) şi deci M descrie 
arcul CMB (fără capete) din -cercul de diametru CM. Dacă A=B, atunci 


M=B; acest punct nu face parte din-locul geomètric, deoarece în acest caz 
triunghiul ABC degenerează într-o dreaptă. N 


Fig. 1593. 


Cu alte cuvinte, arcul CMB, fără capete, face parte din locul geometrio 
căutat. 
d) Analog, dacă A descrie arcul BAC (fără capete) din fig. 194, atunci 
BMCS = xBAM = CEE + +x0= = —(r— x A)= xA— şi deci 


M descrie arcul BMM, (fără capete) din cercul de diametru GM1. 
În concluzie, locul. geometric este cercul cu centrul în O, mai puţin 
punctele B şi M,- i 


191. Pe semidreptele Oz, Oy, Oz nesituate în același plan se consideră 
espectiv punctele A, B, C astiel ca OA=)a, 0B=)5, OC=?c, unde, b, € 
înt constante, iar A este variabil. Să se afle locul geometric al centrului de 
eutate al triunghiului ABC cînd A variază. 


(Concurs admitere, I.P.B., 1970 


Soluţie. Din faptul, că punctele A, B, G trebuie să fie respectiv pe Oz, 
Oy, Oz rezultă că abc+0, iar #0. Pentru A=) fixăm punctele A; B, GQ 
respectiv în P, Q, R. Avem (fig. 195) - 

0A Onog == 0E 00 E OR = şi ELA on e aa 
a b c a b c OP. 0Q OR 


367 


cae 


ceea ce implică AB] PO, BCII QR, GAJI RP. Fie C' mijlocul lui AB şi R 
mijlocul lui PQ. Evident punctele 0, CŒ, R' sint coliniare și avem 

OA oc’ A oC 

OP On OR 


Rezultă CC'|| RR!. Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC şi Gi cen= 
trul de greutate al triunghiului fix POR. Avem 

OCA  0G  GG' GG 

— 2 — a a a 

OR OG GR RR! 
şi deci OG este coliniar cu OG. Astfel G aparţine semidreptei ce trece prin 
O şi Gi ; 
Reciproc, fie GE 0G. Prin G ducem un plan paralel cu planul POR care 
taie pe Ox, Oy, Oz respectiv în A, B, G. Dreptele AG, BG, CG sint respectiv 
paralele cu medianele triunghiului PQR. De aceea G este centrul de greutate 


al triunghiului ABC. 
Astfel locul geometric căutat este semidreapta 0G. 


192. Să se găsească lacul geometric al punctelor din plan (spaţiu) pentru 
care diferenţa pătratelor distanțelor la două puncte fixe este constantă. 

Soluţie. Fie A și B două puncte fixe distincte şi k un nu- 
măr real. Căutăm locul punctelor M pentru care MA:— 
—MB?=k. 

Ne situăm în plan. Fie k=0; atunci MA=MB şi deci M 
descrie mediatoarea segmentului AB. 

Fie k#0, O mijlocul lui AB şi G piciorul perpendicu- 
larei duse din M pe AB (fig. 196). Dacă M există, atunci 


= MA2—MB2= AC2+ CM2—(CM*+ CB) =AC*—CB*= 


=(AC—CB)(AC+CB)=20C.- AB. 


k 


Punctul O este fix şi avem 0OG= ——: 
O 2AB 


Rezultă că C este fix, adică M aparţine dreptei A perpendiculară în G 


pe AB. 
Reciproc, orice punct NEA satistace NA2—NB2=20C: AB=K. 
e Rezultă că locul căutat este o dreaptă perpendiculară pe AR. 


că pentru k:=0 locul geo- 


Ne siluăm în spațiu, Argumente analoge arată 
entru &#0 locul geo 


metric este planul mediator al segmentului AB, iar p 


metric este un plan perpendicular pe A B, 


193. Fiind dat un tetraedru ABCD să se găsească locul punctelor M 


pentru care 
MA2-+ MB MC? -+ MD? 


(Culegere de probleme, LPB, 


197% 


Soluţie. Fie E şi F mijloacele muchiilor AB și CD 
(fig. 197). În triunghiurile MAB şi MCD se.aplică teo- 
rema medianci s 


MA? }MB?=2ME?} LE, 


MC+MD?=2MF?+ = 


De aceea Fig. 197. 


MA?+MB? = MŒ + MD? <> 9ME2 AB. = =2MF SE 2 D > MF: —ME? = 


=< (4B?—CD?). 


Astfel M aparține unui plan perpendicular pe EF. Pentru a preciza 
acest plan, fie O punctul de intersecție al planelor mediatoare ale muchiilor 
tetraedrului. Deoarece 0A =0B=0C=0D avem 0A2+0B2=—0C24+0D? şi 
deci O este un punct al locului. 


TȚinînd cont de soluţia problemei precedente, locul căutat este un plan 
perpendicular pe EF dus prin O. 


Š 194. Fie hiperbola echilateră x?—y?’=a? cu vîirfurile A, B şi o dreaptă 
"variabilă paralelă cu axa Oz, care taie pe T în C ṣi D. Segmentele de dreaptă 
CB și AD se intersectează în M. Să se determine locul geometric al punc- 
tului M. 


Soluţie (fig. 198). Me Oy, dar y-ul acestui punct nu parcurge tot inter- 
valul (— œ, + co). Avem A(—a, 0), B(a, 0), C(— VEFE >), DWVE+X, Nia 
Scriind ecuațiile dreptelor ce trec prin C, B, ZES peciiy 
A, D obținem prin intersecție punctul 


M(0, a) 
a Va 32 
Locul geometric este intervalul deschis x=0, ye(—a, a). 


ntr-adevăr, aici intervine funcţia 


a+ yat’ N Fig. 198. 


care este strict crescătoare (y'() >0) pe R, ceea ce ne permite să scriem 


lim ysy) lim yA), 
A Moca. > d 
adică £ 
—a0<y <a 


195, Fie T o elipsă şi un punct My €[. Să se demonstreze că din My ae 
pot duce două sau patru normale la T. 
Soluţie. Ecuația canonică a elipsei este 


3 a 
DP: —1=0. 
= aè b3 


Considerăm punctul Molto, Yo) €I şi notăm cu M(z, Y} piciorul normalei 
t 01%0 0/ F 7 I7 ł 


dusă din Mọ la F. Cazul Mọ=Ox\JOy are o rezolvare evidentă. Presupunem 
că Mo €0rU0y. 


Ecuațiile parametrice ale normalei la T în M ne arată că: 


nE pe e 
LT i U—Yo= TÈ 
Astfel găsim = 
: ra te dee 
a—t B—t 


Punînd condiţia ca acest punct să fie pe F deducem ecuația 


LEA biye = 


—— 


at C 


Pentru a vedea cîte rădăcini reale are această ecuație vom utiliza metoda - 


- 


SA ar? = Daia S 
grafică. Notînd f(£)= CE avem f(}§= C şi tabelul de variaţie 


t- |—oo RER a2 2 -+o 
SIE SO 
MU) ttt Ea 


DO a fl Sa So 


b 2y 
Analog pentru funcția g =1— TER găsim g (=— CE „şi tabe- 


lul de variație 


3 EA 0 b? 2b? © 
E e erat AAN Nasa e RO i ae 
g(t) == +++ 
i Va N a 
IDEN e NS acel |mait 9 tă lR 1 


Considerind pe rind posibilitățile 
(a:>b sau al) şi (zp==a sau | To <a sau | ol >a) şi (o=b sau | old sau 
| yol >b) constatăm că graficele celor două funcții se taie în două sau în patru 


puncte, 
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Astfel ecuaţia 
aa? Dă 
— a ai —1=0 
(ah- o i + (2-0 
are sau două, sau patru rădăcini reale. De aceea, din punctul My se pot duce 
SAS două sau patru normale la elipsă. 


yà ft=b2 / 


Fig. 200. 


À Drept exemplu considerăm cazul z0=4, Yo—=b, a>b, pentru care ecuaţia 
i d în i are numai două rădăcini reale, f, fa (fig. 199). Astfel din punctul Me(a, b) 
se pot duce două normale la elipsă (fig. 200). 


azi 


Ir 


: 196. Fie AB o coardă oarecare a parabolei E: g2=—2pz, M mijlocul lui 
_ AB şi P proiecția lui M pe Oz. Mediatoarea lui AB întilneşte pe Oz în N. 
1) Să se arate că, oricare ar fi segmentul AB, segmentul PN este con- 
T stant. : 
E: 2) Fixăm pe B şi din acest punct ridicăm o perpendiculară pe AB care 
îtaie pe în C. Să se arate că dreapta AG trece printr-un punct fix F cînd 
DA şi C se mişcă pe parabolă astfel încît unghiul ABC să rămînă drept. 
E: 3) Care este locul lui F-cînd-B descrie pe- T? 
Soluţie. 1) Fie y=mz+n ecuaţia lui AB. Pentru m#0, coordonatele 


i, v=. Mediatoarea lui A B, de ecuaţie z—u+-m(y—0)=— 
m m z 

"=0, întilneşte pe Oz în punctul N de abscisă ON=u-timo. Avem (fig. 201) 
PN=ON—u=my=p. ş s 


2) Fie B(zo, Yo) şi AB : y—yo = m(@ — to), BC:Yy—yo= — = (Z—20). 


“lui M sînt u= 


Din 
J0=2pzo 
—yVo=m(2—2o) 
Jo =2pr x 


s; 1 (2p— mM)? 
rezultă că A are ‘coordonatele za = pP A2 sia A 
pr m 


2D i 
y= ARER aL , 
m 


Analog din sistemul 


| t laare] A Joanis - (%— To) 
m 
y? =2pxt 
EEA (2pm-k-uo) 9 r i 
rezultă că C are coordonatele to= — Vo (2pm-+yo). Astfel obți 
2p 


nem dreapta 


2 
AG: z+ + H) y4ayo—2p XE =0, 1=m— „AL e 
m 


p 2p 
Cînd m variază obţinem un fascicul de drepte ce trec prin punctul F de 
coordonate z=%ok+2p; V= —Yo- 


3) Dacă M descrie pe F, atunci punctul F va descrie o parabolă I” 
care se deduce din I prin simetria în raport cu Ox urmată de o translație 
de amplitudine 2p paralelă cu Ox: t=qt 2p; Y=— Yo 
Parabola- I” are ecuația y*°=2p(@—2p). 


197. Se dau punctele A(1,0), :B(0, 1) şi C(0, —1). O dreaptă variabilă 
D ce trece prin origine taie pe AB în P şi pe AC în Q. 

Se cer: 

1) Goordonatele mijlocului M al segmentului PQ. 

2) Locul lui M cînd dreapta D se roteşte în jurul lui O. 

3) Să se determine dreapta D astfel încit OA=MA. 

Seluţie 1) Avem AB: x-+y—l=0, AC:r—y— 
—1=0, Diax+by=0. Astfel pentru. a—b 70 găsim 


P ZE 5) şi Q D z pentru a-+b #0. Coor- 


a—b -a—b a+b ` a+b 
donatele lui M sînt (fig. 202), 
a b? ab 
TE aape aS 


2) Presupunem că a şi b sînt variabili. Prin elb 
minarea lui a, b între relațiile precedente găşim ecua- 
ţia carteziană a locului geometric descris de M, z2— 
—y2—2=0. Această ecuație se mai poate scrie în forma 


(=) 
Sa a 
I Va de 
1 1 
4 4 


i pd 1 
ateră cu centrulin punctul (3 0); 
N 


Astfel ea reprezintă o hiperbolă echil 
2x-+2y—1=0 


cu virfurile A(1, 0), 0(0, 0) şi cu asimptotele 27 —2y —1=0, 


(fig, 202); 
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3) Din 0OA=MA rezultă 


(EA 2 ab \? 
i D) e ai 


sau bt—30202==0. Valoarea b=0 nu convine problemei.. Rămine 02=—3a3, 
p 


adică b= +ay3. Astfel obținem două drepte care fac cu Oz respectiv unghiu- 
rile 7/6 şi 57/6, 


N 


199. Fie A și B două puncte fixe pe un cerc dat, care nu sînt diametral 
opuse și XY un diametru variabil al aceluiaşi cerc. Să se determine locul 
geometric al punctului AX()BY. 

> (Olimpiadă, S.U.A., 1976). 


Soluţie. Fără a scădea generalitatea, putem presupune că iniţial avem 
situaţia de pe fig. 203, iar apoi îl mișcăm pe X în sens trigonometric (fig. 204 


și 205). + 
: ; 
M Y_B 
X Y A y X 
AN d 


Fig. 203. s Fig. 204. Fig. 205. 


Fie z, semiplanul deschis mărginit de`dreapta AB şi care conţine arcul 
de cerc mai mic ce: se sprijină pe coarda AB; fie 7 semiplanul deschis opus. 
Dacă Mer, (fig. 203 şi 204) atunci segmentul AB este văzut sub unghiul 


- 90°— e iar dacă Me (fig. 205), atunci segmentul AB este văzut sub 
unghiul 90°- nefe, Evident, dacă 'AEY, atunci M=A; dacă BEX, 
atunci M=B. De aceea M aparţine unui cere. Deoarece pentru orice punct 
M de pe acest cerc, diferit de A și B, semidreptele MA şi MB intersectează 
cercul iniţial în puncte diametral opuse, locul geometric căutat este tot cer 
cul căruia îi aparţine M. 


FH 199, Pe un cere cu centrul în O se consideră două puncte fise A ui B 
astfel] încit OA LOB şi două puncte mobile My şi Ma așa ca OM, LOM. 
Să se afle locul geometric al punctului M de intersecţie a dreptelor AM, şi 
BM, Discuţie, 
Generalizare, Fie MN şi PQ două generatoare fixe ale unei suprafețe 
cilindrice de rotaţie situate în plane axiale perpendiculare. Se dtasidală a9 
asemenea alte două generatoare variabile Aa și A, astfel încît planete axiale 
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În care sint situate aceste generatoare să rămînă perpendiculare. Se cere locul 
geometrie al intersecţiei planelor (MN, A1) și (PQ, A). Discuţie, 

Soluţie. Notăm + AOM, = (fig. 206). Deoarece OA LOB, OM, LOM, 
rezultă 3 A0Ma=90*+ 9. În plus, OA =0M,, 0OB=O0Ma implică +OAM,: j 


= ¥OM,B=0°— 2. De aceea +AMB=360*— (00+ p+90°— 2 +90°— 
2 
9 D [i 
=$) =°. Rezultă că punctul M descrie un cerc cu diametrul AB. Evident 
acest cere trece și prin origine. 
=== M E 


S 


Fig. 208. 3 SS = Pig. 207. 


Dacă punctele. M; şi Mz sint luate ca în fig. 207, atunci AMI] BMa-şi 


punctul M nu există. 
Soluţia generalizării se determină fără dificultate: 


sideră un punct arbitrar 


200. Pe un cerc 0 de diametru AB=2R se con 
A=B- mok 


M, prin care se duce o coardă MN ce taie dreapta care trece prin 
se dă XOMN=a< a constant. Se cere: 


1) Să se afle locul geometric determinat d 

în triunghiul OMT, cînd M parcurge cercul 0; > i 
2) Să se arate că patrulaterul M 0 BT este inscriptibil şi să i se calculeze 4 
aria S(x) în funcție de R, a şi *MOB=r; $ E 
/ s) şi să se deducă de E 


3) Să se calculeze lim == 
30 -T° 


Li N 

aici că S(2)=—0 are în z=0 o rădăcină dublă. -4 

Soluţie. (fig. 208). 1) A0,0B=A0.0M, deoa- 

rece 0; se află la intersectia bisectoarelor în AOMT; 
iar OM =0B=R; deci oricare ar fi poziția lui M pè 


arcul de cerc BM măs (BM) = r—% unghiul 


e centrul cercului Ox, înscris 


0,B0 = “a = const., ceea ce arată-că 0, este situat 


pe o dreaptă ce trece prin B şi are panta M= 


tg (între B şi punctul de intersecție cu para: - = 


lela la AB la distanța £ sin a de AB) 


i erei $ ir 
Dacă Me(4M;), punctul O, se află pe un segment din dreapta de pantă 
m=tg a =ctg între punctul A şi intersecția cu dreapta paralelă 


i] 


la AB, la distanța = sin a. 


Analog pentru semicercul inferior, 
2) +0BT+ x0 MT=7r— Sa =m, deci MOBT — inseriptibil; 


aria (MO,BT)=aria (MOT)—2 aria (0,08), 


CA z 
x = a Sin “sin = $ 
aria (MOT)= E Lina aria (0:0B)= Æ e dea ş. deci aria(MO,BT)= . 
2 sin (+7) a E căi d 
sin = 
Sei e 2 


< 


SEAN 2 sin — sin — 
R? | sin sins ED e De 


mio Cr EI TES 
2 | sin(a+r) > ae z 


siem 
2 


apr £ ; a 
sin asin rsin ze — 2sin FE sin(%+x)sin = 


; S(T a 
3) lim ID i = lim = 
T Co 
=N Sera a*sin(a.-4- sin = 
; me sia A i 
a eee i- 
RISENS -2 2 R? a 
%& 0-0 e 4 2 
Cosa: 


„ Deoarece limita este finită, nenulă, ordinul: de -multiplicitate al rădăcinii 
este același pentru. numitor și numărător; deci v=0 este rădăcină dublă a 


201. Distanţa de la un punct la o mulţime ` 
Fie Z o mulțime închisă din spăţiul euclidian R” şi A un punct fix din 
R”, Marginea inferioară d=d(A} X)=inf d(A, B) se numeşte distanța de la 
Ala X. PS S 
Se poate demonstra că infimumul- precedent este un minim. De asemenea 
se poate arăta că dacă X este o hipersuprafață în R” (în particular curbă 
în plan, suprafaţă în R? etc.), atunci punctul în care se atinge minimul lui 
ACA, B), Be Z, este piciorul ‘unei normale dusă din A la X. 


Problemă, Fie hiperbola T; zy=1 și punctul a(=1i =), 
(a) Cite normale se pot duce din A la T? 


(b) Să se găsească distanța dela A la T: > 
Soluție, (a) Notăm cu M(x, y) piciorul nopmaloi dusă din A la D, Ecua- 


tiile parametrice ale normalei la T în M ne arată că sp1 =gh y— mea 
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PS AINN îi 


Deoarece t -+1 găsim x —, y: = =; Punînd condiția ca acest 
| 


punct să fie pe I obţinem ecuaţia 


(3 8 IE J=a 2%, adică ((—0)42+4-82.+224—9)=0. 


-~ 


Rezultă l =2. Apoi, utilizînd şirul lui Rolle pentru 4+8} +221—9=0, 
se dovedeşte că mai există o singură soluție reală (ze(0, 1/2). Astfel pe P 
găsim punctele M(=2 =) şi Me ela, iri E ; de aceea, din A 

2 2(1—2) 2(1 —2) 
se pot duce două normale la T. 


„(b) Se constată că (A, Mo) =VI2+42=Vi7, 


dA Mò y =) ENFAN —260 Tla — 712 +24 2 
> M) = — — si ———— o 
21-28) 2(1—2) 2(1—2 (02212) 


De aceea d(A; T)=d(4, Mo). 


202. Distanţa dintre două mulțimi 
Fie 5, şi £ două submulţimi închise din R”. Marginea inferioară d= 
=d(5; Eo)=inf d(A, B) se numește distanţa de la X; la 22. 
4EL, BEL, 
Chiar dacă X£: =Ø se poate întîmpla ca d(2i, 2)=0. De exemplu, 
această situaţie are loc dacă Za este o hiperbolă din plan, iar Xa este asimp- 
tota sa. Astfel, în general, infimumul precedent nu este un minim. 


Exerciţiu, Să se afle distanța dintre elipsa T: Z + = = 1 şi dreapta 


D: z—y=6. 
Soluţie. Distanța căutată este distanța dintre dreapta dată şi tangenta 


la T paralelă cu D, care traversează cadranul IV. | 
Fie (£o Jo) EF şi E Tm] tangenta la T în (£o; Yo). Se impune ca 


n 8 
aceasta să fie paralelă cu D şi se găsește zo= —3yo; apoi din iai 
se obțin yo=l, to= F3. Pentru Mo(3, —1); avem d(D; T)=d(Mas D)= 
|134+1—61 7 
= H5 
y2 « Va: 
203. 1) Fie ABC un triunghi oarecare şi M un punct din interiorul său. 


Să se arate că 
rMA-+-sMB-+IMC=0 


dacă și numai dacă 
s t 


r 4 
Po Sa E eene a a a ua 
arla( BCM)  arla(GAM) aria( A BM) 


2) Fie ABCD un tetraedru oarecare, Să se demonstreze că 


rMA+sMB+IMC-++uMD= 0 


dacă şi numai dacă 


r s t i u 


L i uina e — 


vo(BĠĊDM)  vo(GDAM)  vol(DABM) vo(ABCM) ` 

Soluţie. 1) Raportăm planul la reperul cartezian (0; i, j). Fie A(t, 41) 
B(ta Y2), C(s, Y3) şi M(x, y). Atunci MA=(zı—z)i+(y1—y)i, MB=(z3— Di 
+(U2—9)i, MC=(z3—y)i+(ys—y)i. 

Relaţia rMA--sMB--IMC=0 se transcrie în forma 

rl(za —2)î-F (91 — pitserit p)ar) yy): 
De aceea ea este echivalentă cu sistemul 
| r(x1—2)Fs(ta—2)+ tas =a) 
r(yi—y)+s(y2—y)+i(ys — y) =0, 


adică 


Y= yY Yz=y. ‘1 y1—y- Y— Y3 YY  V2—y 
sàu altfel scris ; 
r. 3 s “f 
ETE a A A a A —Ů———————————— o 
2 Va 1 7 ta y 1 i tı Yı 1 | 
=> 1 A an 1 = 1 
E 2 Ta Yz 2 1 Va 2 |. Ta Yr 
Es £ y 1 ey 20 U sal 


Eec tr.d. s 

5 2) Se raportează spațiul la reperul canonic (0; i, j, k) şi se face un 
raționament analog cu cel de la punctul precedent. 

În final se ţine seama că volumul unui tetraedru de vîrfuri P(®&n Yi 22); 
Q(T» Yz z2), R(£3, Ya, 23), S(Za» Ya Za) este 1/6 din. volumul paralelipipedului 
construit pe vectori PQ, PR și PS, adică din |PO (PR XPS)|; cu alte cuvinte 


Ho ul 


vol (P, 0, R Seri] a Va 2 | 
6 | 23 Ys za l 
1 


e | Va Ya Za 
- 


204, Fie ABC un triunghi oarecare, | je a 
1) Să se arate că ortocentrul H, centrul de greutate G şi centrul O al 
cercului circumscris triunghiului ABC sint coliniare, = i 
2) Să se găsească volumul corpului obținut prin rotația de unghi a a 
trapezului HOO'D în jurul lui oz (DO' este proiecția lui HO pe 02). 
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i 


Soluţie. Se inu drept axe de coordonate laturi: 
BA si înălțimea, DC. Se notează cu a și b abscisele 
Li i y 
punctelor A respectiv B şi cu c ordonata lui C 
DAT 
(fig. 209). 

i 1) Înălțimea CD are ecuaţia 2=0. Deoarece 
._. . . Gi 
coeficientul unghiular al dreptei AC este— —, sí 

a 


RRA săseste că ecuația înălțimii din B este ar — cy — 
Ax y y 
ab 


Fig. 209. —ab=0. Rezultă H (o. =). 
€ 


Coordonatele mijloacelor laturilor CA şi AB, sînt E A respectiv 
d 2 


E 0). 
2 
De aceea mediana din B are ecuaţia cr—(a—2b)y—bc=0, iar mediana 


din C are ecuaţia 2cx+(a+b)y—c(a+b)=0. Rezultă e =), De altfel 


acest lucru se putea obţine. direct, deoarece coordonatele centrului de greutate 
sint respectiv. medii aritmetice “ale coordonatelor vîrturilor triunghiului. 


b 
T = iar mediatoarea seg- 


E 
Mediatoarea segmentului AB are ecuaţia 


= a 
mentului CA are ecuația „(e De aceea O (= = ze 


e 


2 c 2 26] 


Deoarece 


72 20 


punctele H, G şi O sînt coliniare, Acest lucru poate fi dovedit şi arătind că 


HG =2G0. 
2) Dacă HOO'D ar face o rotaţie completă în jurul ui Ox, atunci am obține 


cab —ab A : 
un trunchi de con cu razele is, respectiv == şi cu generatoare 
o e 


2 + 
(E + (Sa | : îsi a acestui trunchi de con este lati, iar 
2 2 


2 
bj- f/ etab b blath ab bl eit3ab 
volumul său este mi (e me ) +F) — te d set LETE, T De 


'20 e 
dacă g este aian în radiani, atunci volumul căutat este 


las bl (ctt 30ta à 
480° 


aceea, 


205. Pe diagonala BD a unui pătrat ABCD se consideră un punct My 
AB=a, x MAB=v. Perpendiculara în M pe AM taie DC în E. 

Se cere: 

1) Să se calculeze aria triunghiului AME. 

2) Fi I mijlocul lui AE şi N proiecția lui M pe AB. Să se arate că IN 
rămine constant ca mărime și direcţie, cînd M parcurge BD; să se precizeze 
locul geometric descris de punctul I. 

3) Punctul G este intersecţia segmentelor AE, BD; să se calculeze aria 


triunghiului IMG şi să se determine valoarea lui x, pentru care aria (1MG)= see 
"m 


aria (AME), meN, dat. 
4) Se roteşte triunghiul BCD în jurul lui BD pînă ce plan (BCD)L 

plan (AGD); să se calculeze volumul piramidei EAMG. 
Soluţie. (fig. 210). 1) Deoarece AMED este patrulater 


inseriptibil, rezultă +EAM = xEDM =» +4EM= 


= +4ADM= = şi AM = ME; x DAE == |r, AE= 
OO ea aa (AMB) = Apa o S 
cos(r— x/4) i 4 2(1 +sin 2x) _ 

2) Patrulaterul AIMN fiind inscriptibil, xAMI= 
=% ÁNI= = independent de poziţia lui M,pe BD; deci 


Fig. 210. 


INI|BD.- Fie O — centrul pătratului; deoarece pentru M 


arbitrar pe BD, AI=IE, rezultă că IO|NB. IOBN fiind paralelo- 
gram, mA şi IN||BD. Din cele menționate rezultă că atunci cînd M 


arcurge BD, I se situează pe paralela la AB care trece prin O şi parcurge 
semidreapta ce porneşte din 0 ia o, cînd re (o. 5) 
= 2 


3) IN|IBD şi xNIM=rx implică +IMG=—z în triunghiul dreptunghic 


2 2 . 
MG, aria (MG) 2E tgr 2E tgr — 4 Din condiția — AE: 
2 28 4(1+sin 2%) ę 4 


= LAB tgx rezultă tg t= 2 cu soluția e=aretg =i 
8 m RA m 


4) Deoarece BCD se roteşte în jurul lui BD cu un unghi de z distanța 


EH de la E la BD se păstrează și este înălțimea piramidei; se talculează 
EM > 2E a, iar xEMH= 2 a. e 
la ui | 
ER = ta(2 -2), iar Vasa e EH (a aria (AME) + aria UMG) = 
- ir .(1+tg 2) sin (= =a)» 
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ê i ceh 
206. întrun semicerc de diametru ABmah se duc razele OC şi OD 


tare fac între ele unghiul constant a (0; =) se notează AOC =r, 
D Să se calculeze perimetrul şi aria patrulaterului convex ACDB in 
funcție de R, a, z; să se exprime aria printr-un produs de functii trigonometrice. 
2) Fie Gu D, — proiecţiile punctelor C, D pe AB; să se calculeze aria 
totală a corpului obținut prin rotația trapezului CG;D,D în jurul lui AB 
să se determine valoarea lui x pentru care această arie este maximă. 


Şi 
D Soluţie (fig. 211), 1) Se calculează AC=2R sin SR 
) 2 
a s F i 7 TER e A . 
pa | CD=2R sin >» DB=2R costt şi deci perimetrul 2p== 
á 2 2 


e 


N 
|] 
l PES Trg è £+ : in 
> | Ne =2 R (aa sin + sin art cos Es); aria (A0C)= sin x, 
Ca O D RN RINER Ra 
Fig. 211. aria (CO D) = — sing, aria (DOB)= => sin (z+a) şi deci 


RI e A 
aria (ABCD)= — (sin z-+sin &+sin (a4+-a)). Trecind la produse, aria 


9 
á 


. 


~ Q TTR g & 
(ACDB)=2R? sin TE cos cos: 


2) Se calculează CG=R sin 7, DD,=R sin (a+2), CO=R cos 7, 0D,= 
= —R cos (&-4-z); aria totală (CC. D\B)=7CD (CC, + DD) +7CCi+ sDDi= 
=n R?(1 +2 sin a sin (2+ =) —cos a cos (2%+a)). 

|2 


Pentru determinarea puhctelor posibile de extrem se anulează derivata, 


cos (2 +=](sin a+ 2 cos a sin (2 +3))-0. Deoarece ae (0. =) z-+tae(0, n), 


rezultă: cos (2 +3)=0 cu soluţiile t+ = =+ = 42km, dintre care convine 


R a 
r= ——~——; 
2 2 


A 


. Q s ` 
; Sin (e+ ee iga nu are soluții convenabile. 


207. Într-un sector -circular OASB dë rază R şi deschidere 2a, «e 
0, Z), se înscrie un dreptunghi, avînd două dintre laturi paralele cu 


coarda AB. 
1) Să se determine « asttel încît dreptunghiul de arie maximă înscris 


în sector, să fie un pătrat, 
2) Pentru o valoare œ — fixată se roteşte figura în jurul axei de simetrie 
OS; să se determine cilindrul de volum maxim înseris în sectorul sferic obținut: 
i z T A $ 3 
Soluție (fig. 212). Pentru un «8 Q z) arbitran, dar fixat se calat- 
į 
dacă + BODmr<a, atunci CD = 


R sin æ ENN gR 
Rana Apia (CDRE) me —— siny 
sin a sin a 


lează aria dreptunghiului CDEF; 
=2R sin (4x), iar,din ADOE rezultă BD = 


380 


4 ; E m * P 
sin (&—x); deoarece aria (CDE) = — (cos (2r —a)— cosa), 
sin g z 


S . . + . (A 
aria ia valoarea maximă pentru cos (2r—g)=1, deci t= ~: 
4 2 


& 
sin — 


Din condiţia CD=ED pentru z == rezultă =2 siñ 5, 
2 


Sin a 


SA Se ` R 1 4 
deoarece Si #0, rămîne ecuația sin «= — cu soluția ac- 
2 


ceptàbilă a În concluzie, pentru d=5 dreptunghiul de“ 


Fig. 212. 


arie maximă este un pătrat. 
2 i 3 5 
22) Va E DE rRe sin? (a—a) Ri? W sin z sin? (a2), 
2 sin 4 sin « 
Se consideră f(z)=—sin z sin? (a—a); f!(x)—=sin (a—z)(cos z “sin (a—z)— 
—2 sin x còs (x—zx)) și f'(2)=0 implică sin(a—z2)=0 cu soluţia a—z=kz, 
(k=—0), rare nu convine, deoarece dreptunghiul CDEF se reduce la segfnentul 
OS. Ecuația te(a—z)—2tgr, sau 2tgztga+3tgr—tga=—0 are soluţia 
admisibilă r arctg AA EEE e 
4 tisa 
208. Într-un cere O de rază R se înscrie un triunghi isoscel A BC cu AB= 
| —AC. Diametrul paralel cu BC intersectează laturile triunghiului în B’, C- 
“Să se determine: E 
; 1) valorile unghiului A pentru care aria (AB'C')=aria (B'BCC") 
2) aria triunghiului 00,B în funcţie de R şi xA, unde 0; este centrul 
T cercului înscris în triunghiul ABC; 

3) raportul volumelor de rotaţie, Vapro : Vcc: pentru valoarea un- 
ghiului A determinată la 1), dacă se rotește figură în jurul axei de simetrie. 
Soluţie (fig. 213). 1) Fie: diametrul ce trece prin A A 
taie BC în D; aria (A B'C')=aria (B'BCC') <> aria(A BC)= 
=2aria (AB'C'), adică TRATO = 2 = (23), sau A 0 

aria (ABC) 2 (AD 
Deoarece AD= R cos A se obține 1-4 cos A= V2, sau 


2 A 1 . e A 1 ` 
cos — ==, cu restricția AE (0 rezultă cos = = z Ñ 
2 VZ? | (0, T) 2 Ya À 


A=2 arccos p=: A Fig. 213. 
2 i deter 
2) AD fiind bisectoare, Oe (A D); poziţia lui 0, față de O poate fi deter- 


A ş : 
£ » atunci 


: A T E a 
minată prin valorile unghiului A; dacă 7 >p’ S 0053 


` A VB 0 40). Se 
0,=(A0). Într-adevăr, deoarece cos pa S g rezultă că 0, e (40). ` 
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—A = 
Z w 4.00;=0,D—0D= 
4 T— A 


COS 


calculează 0; D= BD tg = R sin A tg 


SN 2 3A4 H 
şi aria (00,B)= 1.00, '0B sin A = — a e ete e ; tre E 7): 
2 -2 A 


Cos: 


$ 1 ; AO 1 i ; > 
3) Pentru A =2 arccos p= se salisface DNT. Conurile obținute prin 
; 2 


rotirea triunghiurilor ABC, AB'C' au vîrful comun și sint cuprinse în aceeaşi 
= SS v ADY 5 Ta e 
suprafaţă conică; de aceea D =2 4/2, sau Vare + VE BOCE E 
<a AB: Q? AO VaBp'C SA 
VAB'C W2 +1 E 
z — t 


= 2V2, adi Sma 
v2 ică VB'BCC? 7 


Ş 209. Considerăm. trei semidrepte reciproc ortogonale Ox, 0y, Oz. Fie. | 
A=Oz şi BeOy, iar OH înălţimea triunghiului OAB. Fie Pe Oz astfel încît 
OP=0H. 3 ko 

1) Care este unghiul dintre planele OAB şi PAB? 

2) Notăm 0A=a şi OB=b. Să se găsească aria triunghiului PAB în 
funcţie de a şi b. ; : 

3) Fie M un punct oarecare pe Oz şi fie K proiecția lui O pe planul ABM. 
Să se găsească locul geometric al lui K în ipoteza că M descrie pe 02. 4 

Soluţie (fig. 214). 1) Teorema celor trei 
perpendiculare ne asigură că PH LAB. De 
aceea unghiul OHP dă măsura diedrului for- 
mat de planele OAB şi PAB. Pe de altă parte 
APOH este dreptunghic şi isoscel; deci unghiul 


căutat este = a 


--2) Din relaţia ariā (OA B)=aria (PA B}; 
cos te aria (PA B) deducem aria (PAB)= 


= Vă aria (0AB)= VA ab 


H B y 3) Planele AMB şi MOH sînt perpendi 
culare și se intersectează după MH. Evident 
He MI, Deoarece unghiul OKH este drept 
1 K va descrie semicereul de diametru OH situat în planul OHP de 


Fig. 214. 


punctu 
aceeași. parte a lui OH cu R; 


Precizare, Fie P şi P’ două plane 


oarecare, tie X o figură diu planul P, y 
a lui E pe P’, de arie a. Dacă y este 


iar X’ proiecția ortogonală cală 
le P şi P', atunci se poate dovedi € 


de arie d, ) 
leterminat ¢ 


măsura unghiului diedru í 
d's=d COS Y: 
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210. Dacă suma lungimilor celor șase laturi ale unui tetraedru tridrept- 
unghic PABC (cu *APB= + BPC= + CPA =90”) este S, să se determine 
volumul maxim. 


(Olimpiadă, S.U.A.. 1975) 
Soluţie Fie PA=z, PB=y şi PC=z, Evident volumul tetraedrului dat 


aste Vai 

6 Se RRE es 
Pe de altă parte avem A B= yF, Aa yrz, B= Vyp 
şi deci 


S=r4y tz Vk VT AVA. 


Ținînd seama că media aritmetică este > decit media geometrică, găsim 


stytri zyz, iar V2 Fy? > V21, VIF > V22, Vep > V2azz; 
V24 Vouz- Ve > 3 VV 2V mN — 3 2V2 za 


şi deci 


S>3}/zyz+3\/ 2V2 Vaz 30 + Vaz, 


` = a E S 
cu egalitate dacă şi numai dacă r—=y=z= = 
= = ME 
Astfel obținem V < —————. Rezultă mar V= ————— şi acesta estă 
3 162(7+5V2 162(7+5V2) è e 
a S 


atins pentru t= y= z= —=——. 
a 3 +V3) 


211, Triunghiul ABC, ¥ A= T + B=2a, BC =a, are punctul B continut 


într-un plan Z; unghiul dintre segmentul BC şi planul Z este œ. Triunghiul 
ABC se roteşte în jurul lui BC, pînă ce AB este conţinut în planul 2; fie 
BA, şi BA, cele două poziţii ale lui AB, cînd este conţinut în planul ?. 
Să se calculeze: 
1) Partea din volumul de rotaţie a triunghiului ABC în jurul lui BC, 
corespunzătoare poziţiilor lui AB situate deasupra planului. 
2) Unghiul diedru al planului CBAs cu planul P. -> , 
3) Volumul piramidei CA14aCı, unde C, este proiecția lui C pe 2. 
Soluție (fig. 215). 1) Din calcul rezultă 


AB=a cos 24, AD=a sin 2a cos 2% 
BD=a cos? 2%, DD =a cost 2a ta a. 


Volumul de rotaţie cerut este partea din volumul conurilor obținute 
din rotația triunghiurilor. ABD şi AGD în jurul lui BG, Cotopiui iad *Qăs 
A ERER ; ; - MARG SEL, 

sectorului circular AA Aa (centrul cercului în D), adică âr 28. 
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e ae DD ADI o ; AD? 
peci y BD AD: (Or DB) 0.40 (on 
2 3 2 SI 
BC DD 3 
—2ß) = = AD? (v — 8). Deoarece cos [> DAR 
1 x S 
=ctg 2a: tg «= z (1 — tg? o), rezultă că V= 


2 


1—tg” a 


3 
a . 
= — sin? 4a(m—arecos 
12 


2) Planul (CA+C.) | (daa,), (T. celor trei per- 
pendiculare);. deci unghiul diedru cerut este egal 
cu x CA C=y. Se calculează AC=a sin 2%, CU= 

7 >ø Ca 1 È 1 
=a sina, sý =- = EERS 

Y CA  2cosa) Y Se 2" cazi 


: CC Ş 
3) Deoarece Vaa,cic= S aria (AAC), se 


calculează: BD,= acosan BC,=a cosa D= 
cosg 
Cp 3 

BC BD altosi aces 20)» AD; = A Disina 


cos g 


Fig. 215. A 
reia 4a sin b; AyAs=a sin 4a sin p. 


A =: 1 : 1 E h a 
Rezultă că VAacc= a sin a zeon 4a sin B ——(cos? a — cost 2a) = 
COS œ 2 


3 : 

o AS sin g sin 4g i 

=% sin p. —— TT (cos? a—cos? 2a). A 
6 cos œ 


212. Latura BC a unui triunghi ABC este conținută într-un plan P; 
A, este proiecția punctului A pe plan, +ABA'=, + ACA'=y, iar unghiul 
diedru dintre P şi planul triunghiului ABC este o. i 

Se. cere: i 

1) Să se determine relaţia satisfăcută de unghiurile 4] 
B, y ṣi r= x BAC. | 

2) Să se calculeze volumul piramidei AA'BC pentru 
cazul r=90°, AA'=a. ; 

- 43) În ipotezele punctului 2) să se determine raza sferei 

înscrise în piramidaA A’ BC. s 

Solutie (fig. 216). 1) Deoarece AA'BC este proiecția 
pe planul P a AA BC, se satisface relația 


Fig. 216. aria (A'BC)=aria (A BC) -cos a. A 

Din AAA'B, AAA'C rezultă AB= £ y AC= AA A B=AA' ctg p A'C= i 

—AA' ctgy și. aria (ABC) a pa Din  AAA'A, rezultă ÆA i 
E (ot 

in AA'BC; BC— BA tA C=AA'(Vctg p= ctg et 


~ 


=4 A" ctg a şi deoarece d 
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+Vetg?y—etg? a), se obţine aria (A'B0)= — ctga(Vcta* B—ctg a-t 


+y ctg? y—ctg? a). 


nlocuind în relația satisfăcută de arii, rezultă 


sin? a sinz=sin BYsin(x—y) sin(«-++y) + sin yVsin(a—B) sin(a+ B). 


Din restricţiile geometrice, rezultă «>ß, «>y; prezintă interes ax 90*, fie 
gE (o. = 2 
P 2 F 
2) Vaapo=— aria (A'BC)-AA'— AA’ aria (ABC) -cos a= —— =, 
3 3 6 sin B sin y 
3) Cu rezultatul de la 2), raza r a sferei rezultă din egalitatea V4420= 
nd 
=- (aria (A'A B)+aria (A'AC)+aria (A'BC)Haria (A BC))= = ctg 8 + 


a3 cosg 


á 


a cos a 


di. cosu a 
sin (B+y)+cosa+i ~ 


2 
e pote vi ); se obţine r= 


2 sinfsiny 2sinß siny, 


213. O piramidă regulată dreaptă are baza un poligon regulat cu n laturi 
înscris într-un cerc de rază R. Se cere: 

1) relaţia dintre unghiul făcut de o muchie cu planul bazei şi unghiul 
dintre două muchii alăturate; LA 

2) aria proiecției ortogonale a bazei pe planul care trece printr-un virf al 
bazei şi este ortogonal muchiei (sau feţei) opuse; i 

3) volumul piramidei, cînd se cunoaşte R 
şi unghiul făcut de planul de secțiune de la 2) 
“cu planul bazei. 


: Soluţie (fig. 217). 1) Din teorema cosinu- 

ului rezultă în AVA„Az, As42=24,V2—24,V? 
os B; din triunghiul dreptunghic VA:0,:0A;= 
Î —A,V cosa. Deoarece 0A4,=R, A4-=la= 


Dna ar ref, E 
n . 


cos g n 
A 3 T 1—cosf - a 
se. obţine 2 sin? = 8, sau sin BE = 
` N cos? a ; {2 
E re ; 
=sin —Cos a. Fig. 217. 
n 


= 3 R 2R 
2) Aria bazei piramidei este aria (A1Aa...- A.)=n îi: sin iau lgoareke 


planul de secţiune face cu planul bazei unghiul È — a considerind că 


A este proiecția ortogonală a poligonului bazei „pe planul de secțiune, 
= Ri ani: 

rezultă aria P=—aria (A143... An) "COS > -a)= sin = sin & 
3) Înălţimea piramidei se determină din AVOA, VO=R ctga şi volumul 


nR , 
Va = 2 sin Z ctg o. 
6 n 


214. Se consideră cubul ABCDA'B'C'D' de latură a şi 0, — centrele 
feţelor (0, la ABCD, Oa la A'B'C'D', Os la AA'B'B, O, la BB'C'C, 
0; la CC'D'D, Os la DD'A'A). Se cere: 

1) distanţa dintre dreptele care trec prin punctele B, Oa respectiv C, Os; 

2) să se calculeze volumul poliedrului 
convex 0103... 0s şi să se determine 
aria secțiunii  poliedrului cu planul 
A'B'CD. 

` - Soluţie (fig. 218). 1) BO, este în plan 
(BA'C'), CO, în plan (GA D’), ACIIA'C,, 
AD'IBC', CD'IIBA' şi plan (BA'C)|| 
plan (CA D”). Deoarece BO, nu este pa- 
ralelă la GOs, distanţa dintre BO, și COe 
este egală cu distanţa dintre cele două 
plane, care le conţin. Distanţa cerută 
este înălțimea O,H din ABO0.02, drept- 

BO: * 010a a 

O e IEI e 
BOs Vs . 

Observaţie, Distanţa dintre cele două 


unghic; |0,H= 


IDB’ A Si k 
“plane este ==» deci cele două plane îm- 


Fig. 218. 


part diagonala în trei părţi egale. 
2) Poliedrul este format din două piramide patrulatere regulate, avînd 


aceeaşi bază 03040506 şi înălţimi egale; Voog zeta op 010raria (0304050s)- 


` Deoarece 03040s0e este un pătrat cu latura 0304= P rezultă Vo,og::::05= 


a 


SEES = 

Secţiunea poliedrului cu planul A'B'CD este un romb cu diagonalele 040s=a 
EF= -L (EF este conţinut în dreapta care trece prin mijloacele muchiilor 
5 2 


va 


BR a 
2 


2V2 


215. Pe diagonalele BD şi A'C' ale cubului ABCDA'B'C'D', de muchie a, 
se consideră punctele arbitrare M, respectiv N. Pe segmentul MN se consideră 


A'B” şi CD); aria (E04F0s) = 0a0a- 


3 a MP 
punctul -P, care satisface Spa me(0, co). 
1) Pentru o valoare m fixată, să se determine locul geometric al 


punctului P. See - E 
2) Să se determine poliedrul căruia îi aparţine punctul P, cînd me(0, 00); 


să se calculeze volumul poliedrului și raza sferei înscrise. 
Soluţie (fig. 219). 1) Fie-un punct M pe BD, arbitrar dar fixat; oricare 


MP : 
i OaS i Li a relației — =m; deci în 
ar fi N pe AC și P pe MN se impune satisfacerea relaţi SN 


AMA'C' punctul P se situează pe un segment PiPa care satisface PLPIIA’C’ 
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P!IP! MP m Ă 0 š 
za MN i. Deoarece, pentru M parcurgind BD și N pe AC”, se păs- 
g 3 MP > 3 Pipe come să S 
trează egalitatea DA deci se păstrează şi P,P;||A'C', D707 m pete rezultă 
P'PIIA'C' şi P!P:= ese A'C', indepen- 
deùt de poziţia punctelor M, N pe icele 
două diagonale BD, respectiv A'G. Ulti- 
ma concluzie înseamnă că punctul P aco- 
peră un dreptunghi P1P2PsP4, dintr-un 
plan Q, Q împărțind muchiile cubului pa- 
ralele cu AA’, spre exemplu, în raportul 


m, ( Adi =m, A= plan(0)); dreptunghiul 
AA 


P,P>PoPa(PieBA', P-eBC', PseDC,;, 
Pe DA”) are două dintre laturi paralele 


cu A'C' şi cu mărimea PP,= —— A'C' = 
> m+l 


= -aVă(= PP). Celelalte două la- 
m-+iig : 


i : ; Fig. 219. 
turi sînt paralele cu BD şi au lungimea 

Des ay2 BEI n ABDC reat aea 
PaPs= (P,P =) A BD= ra (deoarece Ze =m în DC'„.rezultă—3 


1 GPs P 
= 0 


2) În ABA'C' (AA'C'D) se satisface PP, = A A'C'( = PsPa) şi 
m . 


Pi P:||A'C'(|| PsP). Observînd că m —> FA este funcție continuă, strict mono- 
m 


tonă pe (0, œ) şi deoarece pentru m suficient de mare (m— 0) PPa > AC! 
iar pentru :m—=0, P,P, se restrînge la punctul B, rezultă că laturile P1Pa 
P,P, ale dreptunghiului P1P2P3Pa cresc ca lungime de la zero (cînd Pi, Pa se 
confundă cu B, iar Ps, P cu D şi dreptunghiul se reduce la segmentul BD) 
pînă -la ay? (cînd Pi, P4 se confundă cu A’, iar Po, Ps cu. GASI dreptunghiul 
se reduce la segmentul A'C”) şi descriu triunghiul BA'C, respectiv DA'G. 
Analog PPs, P,P, descriu triunghiul BC'D,: respectiy BA D. 

În concluzie, poliedrul determinat de translația dreptunghiului PaPaPsE a 
cînd me(0, co), este piramida triunghiulară BA'C'D '(tetraedru), avîn 


muchiile de lungime ay. 


Se calculează volumul tetraedrului 


a 


e x a? 
Vaaoo=Vascpaia'or0* — 4V praraor= 0-A te “aaa 
Deoarece fețele piramidei sînt triunghiuri echilaterale egale, de latură 
aV2, notînd raza sferei înscrise în tetraedru cu R, rezultă Vaacip=t ‘aria 
R 4R oaV3 
(BALC) a a 


a 
= z7 > Sau R= —=a 


2V3 
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216. Pe cele două circumferinţe ale bazelor unui cilindru circular drept 
de rază R şi înălţimea 2R se iau punctele M, respectiv N. Segmentul MN face 
cu planul bazei unghiul x. Se cere: 

1) distanţa d(x) de la axa de simetrie 00” a cilindrului la segmentu} 
2) să-se reprezinte grafic z—d(z); 
3) volumul de rotaţie în jurul axei oz a domeniului ((z, y)/0 <y < d(2), 


ze = i) şi aria plană „cuprinsă între grafic G(d) şi Oy, yel0, R]. 


‘~ 


Soluție (fig. 220 a). 1) Se consideră generatoarele MM’, NN” ale cilin- 
drului; ele determină planul MM'NN”, care conţine segmentul MN, şi este 
paralel lui 00” (deoarece MM'|| 00', NN'|| 00°). Rezultă că distanţa dintre 
00' şi MN este egală cu distanţa de la oricare punct de pe 00' la planul 
MM'NN'; d(2)=0P, PM=PN. - 


Fig. 220. 
În AMNN”, MN'—2R ctg z; în AOPM, d(z)=RVi—ctg? x. Din consi- 
derente geometrice ze = = deoarece 1—ctg? z>0 pentru ze [E F| 


. - a T T 
domeniul rămîne ze = =]: 
4 


1)_0, d(Z)=R, de= i TO= pentru r= 2 
2) a(=) 0, 1(3) R, (x) sin?sy1—ctg' z (2) pen ru g = 


lim d'(7) = co; d(x), pentru ze [3 =], este strict crescătoare (fig. 220 b). 
n 


#a — 
4 


w la 


E m) dsrk ($ +ctg z 


N sin“ r, 


= 0-2. 


3) V=nR? 


= la 


hs 
2 
w 
4 


Deoarece d: = ze [0, R] este strict monotonă, există inversă, care în 


exemplul dat se poate explicita; d-i(2) —arcctg-L VRI=ză, di: [0, R]> 3 
R 


R 
— [= =]. aria (G(d-1))= | arcetg < VERI rdr=a arcctg = VRI—a1 E= 
; 0 


z 
R 2 
zdz 7 sin? tăt 
-R Da ER] în ultima i ă s-a fă 
OR — 2) VE > E (în ultima integrală s-a făcut 
0 0 SI 


. . E) . v . ... 2 ? 
substituția x=R sin f); se determină primitiva: (S u du cy 


FINU) 


—1 
Wta de arta (esp ta a eta u=tg t). Re- 


zultă deci aria (G(d))=2 Ë 5 HSR v25 = = a-V2. 


—siniţ 


217. Suprafaţa născută prin rotirea unui 
cerc în jurul unei axe conținută în planul cer- 
cului şi exterioară lui se numeşte for (fig. 221). 

„Se consideră torul T generat prin rotirea 
cercului C : z2+(y—2)=1, z=0 în jurul 
axei Oz. 


1) Sub ce unghi solid este văzută porţiu- 
nea din torul T observabilă din origine? Y 


2) Să se afle volumul torului T. Fig. 221. 


Soluţie. 1) Evident, unghiul solid este generat prin rotația în jurul Oz 
a semitangentelor duse din origine la cercul C. 
Pentru obţinerea ecuaţiilor celor două tangente folosim sistemul 
| 22(9—22=1 


y=mz. 


Eliminînd pe y ajungem la z2(i +m2-—4mz+3=0; punem con- 
diţia ca această ecuaţie să aibă rădăcină dublă, adică À =4m?— 
—3(1+m2=m?2—3=—0; rezultă m;a=4+ V3 şi deci ecuațiile tan- 
gentelor duse din origine la cercul C sînt y= V3x şi y=—y3z. 
Semitangentele vor fi y= —Y3z, zs0; y=V3z, z>0. 


Unghiul dintre semitangente este ©. De aceea zona sferică 


decupată de con în sfera de rază unu are înălțime egală cu 1 şi 
aria 2m. Astfel unghiul solid căutat este 2% (fig. 222). i 


2) Avem y= DVI ză, xe[-—1, 1]. De aceea găsun 


1 1 
V= (eVi =a- -yI =z) ]dr=167 | Vi —a2dz 


= 167 (Vi =x- 3 aresin % 
G r- s Arcsin v 


1 
= 472, 
o 


| 

218. Într-un con circular drept, a cărui generatoare de lungime l face 
un unghi a cu planul bazei, se înscrie un cub. 

1) Să se determine latura lı a cubului. 

2) În conul care rămîne prin secționarea conului iniţial cu un plan 
paralel cu baza, la distanța li de aceasta, se înscrie un cub de latură l; idem 


ls la Sela: 


n 
| Să se calculeze -Sp = 3S li 
3 k=1 
3) Să se determine S=lim Sp; să se stabilească existența lui S în func- 
x n—00 
ție de &. x 
Soluţie (fig. 223). 1) Deoarece A14z=h, A,B:=4L V2, A0,=l cos x, 
: 2 sin 
rezultă spre exemplu, din AAAA: tg Sua şi pee 
A0ı— A0; VI+tga 
2) Într-un triunghi dreptunghic cu ipotenuza AAs, se 
poate scrie tg «= Le şi deci = Sue , indepen- 
l; aı— lr lga V2+ig a 
dent de k; elementele {l| ke{1, 2,..., n}} sînt în progresie 
geometrică şi Sa=l1" 120 -Isina ( — e 
1—4 (V2+tg a)?” : 
3) Condiția de existență a sumei progresiei geometrice 
infinite (convergența seriei geometrice) este —1< Heh 
V2+tga 


á 


> > à s T z 
deoarece -din considerente geometrice «= (o. =), rezultă 


Fig. 223: 0< A şi Sasa —1 sin e=—h.Ultimul rezultat este evi- 
V2-+tga t= 
dent din considerente geometrice: cînd n— %0, 
înălțimea conului, h. 


suma laturilor cuburilor este 


219, Din punctul A situat pe o sferă de rază R se duc coardele AB= 
—AC=AD, care fac între ele, două cîte două, unghiul x. 


Se cere: : 
1) să se calculeze lungimea coardelor în funcţie. de R şi 4 


2) să se determine unghiul dintre AR și planul BCD, »pentru cazul 


cînd aria laterală a piramidei ABCD este maximă; 
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E Ea e 


3) să se studieze funcția z— f(x) = 
AB 


Soluţie. 1) Din AABC rezultă BC=—2] sin = unde l=AB; deoarece 


ABGD este echilateral (baza piramidei triunghiulare regulate ABCD), re- 
zultă BC=ry3, unde r=0;B. Z 

Din AB0,0, R1=r24+003 din ABOA, l2=r2+(R4+00,)2, Eliminind 
CO, şi BC rezultă UAPR AR E sin? £ =0; soluția 1=0 corespunde la 
A; B, C, D — confundate în punctul A. 


Cealaltă soluţie este l= e VI cos a (fig. 224). 
2) Aria laterală, Aila)=35sin t; deoarece zE (o a 
mar AiAi) deci pentru x=. Deoarece plan 


(A40,B) | plan (BCD), +(AB, plan (BCD))= x ABO.. 


Observăm că cos xAB0,=- = 2- sin —; deci 
pl y3 2 = 
cos *AB0,=— V= » iar +%ABO,=arecos y=: Fig. 224. 


3) Domeniul de existenţă al lui f. ca funcţie cu valori reale este determi- 
nat de 1-+2 cosz>0; împreună cu restricţia, rezultîind din considerente 


geometrice, ze (o. S) se obține în- final domeniul de definiție ze (o. > 


IR Voa 
Urmează tabelul de variaţie şi areal (fig. 225): 


z 0 aU 27 
2 3 
f(z) AA an 
1 E 
f'(a) + + 


p (1) = Vă sin g 


2R (142 cos x)?/? 


>0, pentru ze (o 


— [Coste EVE) oos = LAR) Asi 
A y3 d E E [0 5) ` 
f (2) nowi y SOONE NAT, T, 3 
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220. (i) Fie o sferă de centru O și de rază r, iar II un plan de secţiune. 
Planul ÎI împarte sfera în două corpuri numite segmente sferice (cu o singură 
bază). Porțiunea din suprafața sferică care mărginește un segment sferic se 
numeşte calotă sferică. 

Notăm cu {C} intersecţia dintre sferă și perpendiculara coborită din O 
pe II. Fie h distanţa de la C la TI (fig. 226). Atunci aria calotei este 2rrhg 


m hè 
3r—h). 
Ir 


iar volumul segmentului sferic cu o bază este 


Fig. 226. Fig. 227. 


(îi) Gorpul obţinut prin reuniunea conului OA B cu segmentul sferic APB 
2mrâh ` Pa 
(sau T unde a 


se numeşte sector sferic; acest corp are volumul 


este măsura unghiului solid cu vîrful în- 0). 3 7 

(iii) Corpul mărginit de suprafața sferică şi de două plane paralele HM. 
Ia de secțiune, se numeşte segment sferic cu două baze (fig. 227). Porțiunea 
din suprafața sferei cuprinsă între cele două plane se numeşte zonă sferică 
Dacă-h este distanța dintre II, şi Ia, atunci aria zonei sferice este 2arh 

Problemă. 1) Fie h distanța dintre bazele unui segment sferic, iar e 
raza sectiunii făcută în sferă printr-un plan egal depărtat de bazele segmen: 
tului. Să se arate că volumul segmentului se poate exprima în forma 


V PA 2 2 
Jompa): 


2) Se consideră toate sferele care trec printr-un cerc dat. Să se demons 
streze că două plane, egal depărtate de planul cercului, determină în sferele 
pe care le intersectează segmentele care au același volum. 

= (G. Tițeica, Culegere de probleme) 


3 
Soluţie. 1) Se observă că v=% nh(®@-+r?), unde ri şi Ta Sint 
z = ke 
razele bazelor. Apoi se constâtă că ritr =2p*— oi 


; a 
2) consecință directă a formulei V=rh (i AT 


221. O piramidă VA,Az2... Am are ca bază un poligon regulat cu m 
laturi înscris într-un cere de rază R şi înălțimea VA,=h. 

1) Să se calculeze volumul, folosind o integrală Riemann. : 

2) Prin trecere la limită să se determine volumul conului care are ca 
bază cercul de rază R, iar înălțimea are mărimea h şi este orientată după o 


generatoare, 
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E: 


Soluţie (fig. 228). 1) Fie o axă za” orientată după VA, iar originea se 
consideră în V. Se face o secţiune prin piramidă cu un plan 2#, paralel cu 
planul bazei; poligonul de secţiune este A,4;... 
„Am iar VA=z Din AVA Aa ~AVA,A,; rezultă 
A! A? z 

teii | . a j , : 

em deoarece AVAA; a ~ AVAA}, poli- 

goanele Aja... Am şi AiAi.. An sint: aseme- 

nea. Se notează cu S(x) aria secțiunii prin planul 
` f AES $ i 9 (2 

2 şi cu S, aria bazei; din asemănare rezultă SE) 

AA a s z S- D A 
= (—— —, sau S(2)=— -Sə Deoarece aria sec- 

Ar) ata (x) za So Deoar ri 
țiunii depinde de o singură variabilă, volumul. se 
poate exprima printr-o integrală Riemann. 

Într-adevăr, considerînd o diviziune a interva- /. ; 
lului [0, A], da=(0, za. -= Tn-1s h), volumul se apro-ii el 4 
ximează printr-o sumă de volume de prisme cu baza 7 


n—1l = 
un poligon regulat cu m laturi şi de înălțime zi — e Va Yi SENET) 


d 
2 


1=0 
E E[zi Ziua]. Pentru un şir de diviziuni -d,([0, h]) cu șirul normelor (da) =0 
h 
rezultă Vars | S(z)dz, deoarece S este integrabilă pe [0, A] (există volumul 


o = 
piramidei). -Pentru cazul particular al diviziunilor uniforme și o alegere con- 
venabilă a punctelor intermediare č, se obţine: r 
i h ; Îi 
Ti 1 > —a Ei şi Va = ra y S(£i41): : 
n n $=0 


înlocuind, se obține ’ 
aeh n DOnt: s 
Wes y a a a a iar lim Ve= 
n H k=i n? n? kail n? 6 n-»% 
h 
= — Sy 
3 E 
x că . a - m R2sin € 
2) Se notează volumul piramidei de la 1) prin W m; deoarece Sef sin 2-4 
3 . ` 
se obține W m= ADR sin am iar volumul. conului este W = lim Wn = 
BERA) m m= 
DR. Ă z Î 
=B. Jim m sin 2" erR.: 
6 moo m 3 


222. 1) Să se calculeze aria elipsei de semiaxe a, b. 
a RAAEN i 
2) Să se calculeze- volumul unui corp, care are ca secțiuni ortogonaia 


3 2 d 5 3 
unei axe z'z, elipse de ecuaţie iri =i; d este distanța planului 
a“ (à 


de secțiune la planul bazei, de[0, e]. 
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Soluţie (fig. 229). 1) Aria domeniului plan D=((z,9)]y Dya Tyi, 
a 


a 


xe[0, a]) este A= ja Va2—z2dz = ? 
a 


zab 


(1+cos 20d[ 


ajo 
»|a 
ot 3 ia 


a 
(e cos? t dlt= 
0 


0 
Aria plană cuprinsă în elipsă este 4A = rab. $ 
2) Luînd originea axei zz în centrul elipsei 
din planul bazei și considerind secțiunea corpului 
(elipsoid) cu un plan paralel cu planul bazei la 
distanța d=z de bază, găsim elipsa de semiaxe «= 


i 2 
Z -a71 — 5, n=}/1- 4: Cu rezultatul de la 
c c 
1) aria secțiunii este S(2)=nab=rab ( — 5) şi se 
S c 


observă că depinde de o singură variabilă. Deci 


2 
C 


A 
o 


so y volumul se poate exprima printr-o integrală Rie- 
mann, e è 
a LA 
VE f S dz=xab | E 3 PS rue 
Fig. 229. J A Cc 3 


293. Fie ABCD o fişie dreptunghiulară de hîrtie, de lungime a şi de 


lăţime b (fig. 230). 
1) Gu ajutorul îîşiei ABCD construim doi cilindri alăturaţi egali, ca în 


fig. 231. Să se găsească volumul unuia dintre cei doi cilindri. 
2) Răsucind o dată fişia ABCD se unesc capetele ei în așa fel încît 
punctul A să coincidă cu G, iar D cu B. Suprafaţa Şi care ia naştere se 


numeşte bandă Mobius (fig. 232). = 
Cite feţe are X? Să se afle aria lui È. 


ep Cp dl 


Fig. 230. Fig. 231. Fig. 232. 


Soluţie. 1) Unul dintre cilindri provine dinty-o jumătate a ftşiei ABCD. 
$ 


De aceea cercul de la bază are raza r= = şi înălţimea b. Rezultă V= Lai 
Are 162 


2) Privită global X are o singură faţă şi de acest lucru ne putem con- 
vinge. ușor colorind-o de exemplu în roșu; privită local („pe bucăţi“) are 


două feţe. 
“Evident aria lui: Z este dublul ariei fişiei ABCD, adică aria Sad, 
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§ 3. PROGRAME LINIARE IN DOUĂ VARIABILE. 
METODE DE APROXIMARE. PROBABILITĂȚI 


Programe liniare în două variabile 


Problemele de tipul „Să se determine minimul sau maximul funcţiei 
z=—car-kcay cu restricţiile 220, y>0, dara > bp i=1,2,-..„,m”-sîint 
numite programe liniare în două variabile. = 

Situîndu-ne într-un plan xOy, trasînd dreptele z=0, y=0, dat-taay=be 
4—1, 2,...,m și ţinînd seama de teorema referitoare la separarea planului 
în regiuni de către o dreaptă, obţinem - „poli- 
gonul“ soluţiilor posibile. Acesta este o mulțime 
convexă (fig. 233). i 

Ecuația cir-+c2y—z=—0 reprezintă un fasci- 
cul de drepte paralele. Dreapta Ao : cx czy =0 
din acest fascicul se numeşte linie de reper. 

Să observăm acum că distanţa d de la 
0(0, 0) la dreapta A: Cuttcay—z=0 este d = 


EA Această relaţie "ne arată că extre- 
Vara = e aa 
mele luiz sînt proporționale cu extremele lui d. Fig. 239. 
Ducînd OP LA, RQ LA (fig.233), avem RQ=d ṣi s 
deci, dacă există, extremele lui d vor fi atinse cel puţin în vtrfuri ale poli- 
gonului atașat restricţiilor. De aceea pentru. determinarea optimului lui 2 
este suficient să 'determinăm vîrfurile poligonului soluţiilor posibile şi apoi 
să comparăm valorile lui z în aceste puncte. Ş 
Observaţii. 1) În cazul c3#0, ecuaţia CaTA-CaJ=z2 se poate serie în forma 
y=- 2 a+ Ti şi astfel z este ordonata la origine. Cu alte cuvinte, 


A Ca ca ; K A a 
optimul lui z se peate reduce la optimul ordonatei la origine. 


395 


2) Tehnicile de programare liniară rezolvă azi cele mai variate probleme, 
organizarea aprovizionării tehnico-materiale și a transporturilor, reparti- 
zarea sarcinilor de producţie, întocmirea planurilor de producţie și de folo- 
sire rațională a materiei prime, formarea amestecurilor optime, plasarea rațio- 
nală a comenzilor etc. 


224. Un atelier produce două tipuri de piese A și B. Tipul A este cali- 
tativ superior tipului B. Beneficiul net este de 2 lei pentru tipul A și de 
1,5 lei pentru tipul B. Timpul de fabricaţie pentru tipul A este de două 
ori mai mare decit timpul de fabricaţie pentru B. Dacă toate piesele ar fi 
de tipul B, atelierul ar putea produce 1 000 piese pe zi. Aprovizionarea cu 
materiale ajunge pentru 800 piese (tipul A și B), iar capacitatea atelierului 
este cel mult 400 piese de tipul A şi 700 piese de tipul B. 

Gite piese de tipul A şi cîte de tipul B trebuie fabricate într-o zi pentru 
ca beneficiul total al atelierului să îie maxim? 

Soluţie. Fie x şi y numărul de piese de tipul A respectiv B. Restricţiile 


sînt 


0 <a 400, 0<y<700 

x+y < 8007 

2x+y <1 000, 

iar funcția de optimizat este, z=2%- Žy, 


Constiuim dreptele x=400, y= 700. 
z-+y=—800, 2x+y=1 000 şi astfel obținem 
hexagonul OA BCDE (fig. 234). Punctele din 


interiorul și de pe laturile acestui hexagon 
satisfac restricţiile problemei. 


Ecuația 2x-+ ya reprezintă un fas- 
cicul de drepte paralele, avînd ordonata 
la origine egală cu a această lungime va 


fi maximă pentru dreapta care trece prin 
G (200, 600). Astfel Tmas=200, Uma s = 600, 
Fig. 284. maz z=1 300. 


925; O uzină compusă din trei ateliere A, B, -G trebuie să fabrice într-o 
lună-3 produse 1, 2, 3 în cantităţile Ti, To Vs respectiv. Timpul de lucru fte 
cele trei ateliere este limitat la 2 760, 624 şi 416 ore pe lună, iar fluxul tehno- 
logic precum şi randamentul pe oră sînt date prin schema următoare (tig. 235). 

Cererile lunare pentru cele trei produse sînt respectiv 250, 1 250 şil 500 
(unități). O cerere nesatisfăcută nu implică penalizări. Veniturile pe unitatea 
de produs sînt respectiv 35,25 și 40. N ` 

Să so găsească programul oara asigură un venit total maxim. 
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Soluţie. În problemă se 
impun restricțiile 


(1) s i <2 760 


DALA 6 
OS z ti SOA 


$ a E 
(3) or aa ws 416 
(4) 0 < za <250, E 250, 0 <z <1 500, 
iar funcția al cărui maxim trebuie să-l găsim este dată de expresia z= 35x1 
+ 2573-4403. 
Se observă că restricţiile (1), (4) implică restricţiile (2) şi (3). Apoi putem 


lua xą=1 500. De aceea problema pusă se reduce la aflarea maximului lui 
f=35r1 429x, cu restricţiile: 


Tı Ta 
=p 276 
asia 


Fig. 235. 


0 < xı <250 
0 <> sl 250. 
Desenînd poligonul restricțiilor găsim A (250, 
0), B (250, ZA C(0,828), De aceea mar f— 


=f(B) = 35. 250 +25: 124 = 22, Rezultă 


maxr aa CĂ şi această valoare este atinsă 
2 


2050, = , xa=1 500 (fig. 236). 


226. Să se găsească maximul funcției z= 
=4(1-+A)xr+2y pe mulţimea Oszs4, 0<ys6, 
3r+2y <10, ştiind că A este un parametru real. 

Soluţie. Se observă că punctele din interiorul 
și de pe laturile triunghiului din fig. 237 satisfac 
restricţiile problemei. Apoi ţinem seama că pentru 
_ a rezolva 'un program liniar este suficient să 
examinăm Dum vîrfurile. De aceea calculăm 


=0, z=2(1 -FA) şi zg=10. Compartnd aceste 


trei numere ja ez la concluzia că pentru s — 
— + avem maz z=2p= 10 şi-B este punctul de Fig, 337. 


maxim, iar pentru a> avem may 22 0 (L -HA) şi A este punctul 


de maxim, 
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227. Un combinat este aprovizionat cu materii prime din trei centre 
A, B, C, necesarul fiind de 36 vagoane la un transport. Vagoanele disponi- 
bile, timpul de încărcare-descărcare al unui vagon și costul transportului 
se dă prin tabelul următor 


Centrul da Vagoane Timp de Costul Nr. de vagoane 
A încărcare-descăr- | transportului trimise de 
aprovizi 
Pro e onare disponibile care (ore/vagon) | unui vagon fiecare centru 
A 17 7 2,5 z 
B 11 5 4,5 y 
G 25 8 1 z 


Timpul total necesar lucrărilor de încărcare-descărcare a tuturor vagoanelor 
este limitat la cel-mult 272 ore. 

Să se determine numărul de vagoane care trebuie trimise din cele trei 
centre A, B, C astfel încît combinatul să primească toată materia primă de 
care are nevoie, iar costul total al transportului -să fie minim. 


_Soluţie. Avem de găsit minimul funcţiei f=2,57-+ 
+4, 5y+z cu restricţiile z, y, z=numere întregi, 
0<z<17, 0 <ysIl, 0<z<25, t+y+z=36,7r+5y+ 
+8z <272. Eliminînd pe z, problema se reduce la 
găsirea  minimului funcţiei f=1,57+3,5y+36 cu 
restricţiile x, y= numere întregi, Os<zs<s17, Osysll, 
11 <r+y <36, z+3y>16. 

Lăsînd deoparte condiţia - z,y=numere întregi 

Fig. 238. şi desenînd poligonul atașat celorlalte restricţii se 

observă că A(8,5; 2,5) este punctul de minim pentru 
problema modificată (fig. 238). De aceea vom analiza cazurile t=9, y=3; 
Z=8, J=3. 

Dacă alegem t=9, y=2, atunci f=56,5 şi timpul de încărcare-descăr- 
care; este 273 ore; dacă alegem z=—8, y=3, atunci f=58,5 și timpul de încăr- 
care-descărcare este 271 ore. 

Cercetînd şi celelalte puncte (x, y) din poligonul ABCDE pentru care 
z, y= întregi, rezultă că soluţia optimă pentru problema noastră, este r=8,; 
y=3, min f=58,5. 


. 


229, O fabrică şi-a prevăzut în planul de producţie două tipuri de apa- 
rate. 

Materia primă existentă și capacitatea de producţie permit realizarea 
intr-o zi a cel puţin 80 respectiv 60 de aparate. Capacitatea de montaj este 
de cel mult 100 de aparate pe zi din ambele tipuri. 

Se ştie că planul prevede cel puţin 10 bucăţi/zi, respectiv 20 bucâţi/zi: 
iar un aparat costă 2 000 lei respectiv 4 000 lei, Să se găsească nlanul de pro 
ducţie care se realizează cu minimum de cheltuieli. 
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EP e Se a 


Te 


Solutio Notind cu æ şi y numărul do apara- 
te sintom conduşi la următoarele restricții 


80 50 
wv-ty s 100 

x > 40 

y 320 

v, y==numere întregi. 


Funcţia obiectiv reprezintă cheltuielile, adică 
fæ, y)=2 0002-b4 000y, lăsînd deoparte condiția Fig, 239. 
x, ymintregi, patrulaterul restricţiilor ABCD are 3 

virfurile A S 20), B(80, 20), C(40, 60)! D(40, 30). Găsim f(4)= =, 


3 
f(8) =240 000, [(0):=320 000, f(D).=200 000, adică aT 20) este punctul 


de minim pentru problema modificată (fig. 239). 

Se impune să cercetăm punctul Mo(54, 20). Se constată că Mo) < f(z, y), 
y(x, y) din patrulaterul ABGD, v, y=intregi. De aceea v=54, y=20 şi 
min f(x, y)=188 000 este soluţia problemei. 


286. Pe mulțimea tripletelor (x, y, z) de numere reale care satisfac rela- 
ţiile | z—2y4z] <2, | yl <3, 27230, să se determine valoarea maximă a poli- 
. z Ei 

nomului P(x, y, 2=> z Fy —z. 

(Concurs, R. P. Ungară, 1972) 

Soluţie, Se observă că relația az>0 este echivalentă cu (220 și z>0) 

sau (x <0 şi z <0). De aceea problema se reduce la un program liniar în trei 

variabile. Avind însă în vedere că pentru a rezolva un program liniar este 

suficient să examinăm numai viiturile poligonului restricţiilor. şi adăugind 

la aceasta că avem o problemă de maxim, rezultă că putem lua de la înce- 
put y=3. : 


Fie 30, z>0, y=3. Avem de găsit maximul lui 

P(x, 3, 2)= a -+3— zcu restrìcția—2 < x—6-+z <2, adi- 
că 4<r+z<8. 

Deoarece (fig. 240) virturile poligonului restric- 


tiilor sint A(4, 0), B(8, 0), CO, 8), DO, 4), rezultă 
maxr P(x, 3, 2)=7 şi această valoare este atinsă în 
a, 


punctul BG, 0), 


; Se observă că restricțiile t <0, z<0, y=3 sînt incompatibile cu restric- 
țiile 4<r+z<8. De aceea soluția problemei este t=8, y==3, z=0 și 
max P(x, y, 2)=P(8, 3, 0)=7. ' 5 
Li di 


o ; Sag : A s Pi, : 
229, Raţia furajeră a unui animal înglobează cantitățile din tabelul 
următor 


Pi a RE mat Pena pt O E 9 ENI d ee OEI E it tur Va E pa SE ERE A 
Dore a da Cantitatea 
Principiul nutritiv 


Fa(ke) Fa(kg) minmă necesară 


a i a ae 


Fa 9,3 0,3 3,6 
a 0,5 s 0,3 45 
Ps = 0,2 9,6 
Pi 0,1 = 0,4 
Costul (lel/kg) 1 2 — 


Ce cantități din furajele Fı, F2. trebuie să utilizăm pentru a obţine o 
compoziţie de cost minim. 

Soluţie. Notînd cu v, y cantităţile din Fi, F, respectiv, sîntem conduși 
la programul „să:se determine minimul lui c=x+2y_cu restricțiile 


0,3x+0,3y > 3,6 
0,52 -+0,3y >4;5 
0,2y 20,6 
0,1z>0,4”. » 


Deoarece vîrturile poligonului restricţiilor au coordonatele (4,5; 7,5), (7,2; 3,) 
(9,3) rezultă că soluţia problemei este: z=7,2 kg, y=3 kg, costul minim fiind 
20,4 lei. 

230. Pe un teren de 40 ha trebuie să se realizeze două culturi, de exemplu 
in şi cînepă. Fondul disponibil este de 60 mii lei, iar investiţiile şi venitul net 
la ha sînt date în tabel k. 


in cînepă 
SA Nos Ea E NE I EE 
Investiții (mii) | 2 | 
Venit net (mii)| 7 3 


Cum trebuie repartizat terenul pe cele două culturi pentru a avea un 
venit net maxim? 

Soluţie. Fie x și y suprafeţele de teren cultivate cu in şi cînepă. Găsim 
programul liniar „să se afle maximul lui f=7z24+3y cu restricţiile x+y ==40, 
2r-+y <60} 220, y 20”. Rezultă soluția xr=20, y=20, max f=200. 


Lă 
231, Observaţie. Programele liniare presupun o funcție liniară de scop 
supusă unor restricții care determină o mulţime convexă poliedrală. În exem- 
plul eare urmează restricțiile determină o mulțime convexă, dar care mu este 
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poliedrală; în acest caz mulțimea virfurilor îşi pierde sensul, iar procedeele 
de determinare a extremului se schimbă. 
Exereiţiu. Să se determine v: alorile extreme ale funcţiei (24 y)—= f(z, y)= 
a =x+y pe mulțimea A= {(x, y)| x+y? <1}. 
Soluție. Funcția f nu are extreme în nici un punct din int A, deoarece 
este o funcție liniară. Rămîne să cercetăm extremele lui f pe cercul z4? E 


Semicercul superior se determină prin y=Vl—a?, ze[—1, 1] şi deci se ob- 
ține o(7)=flz, Vl =r) =t Vi—a2, xe[—1,1]. Deoarece t= 7 este 


punctul de maxim pentru funcția o rezultă că t= -=, J= L este punctul 


m” va 


de maxim pentru f şi maz f= t z)- y2. Analog se găseşte că z= = , 


=? 
1 Va Va 1 1 
y Va este punctul de minim şi min f (2 z) y2: 

Geometric: se observă că extremele lui f sînt proporționale cu extremele 
distanţei de la origine la dreapta de ecuațiex-+y—f=0; evident aceste extreme 
vor fi atinse pentru dreptele din fasciculul z4+y—f=0 care sînt tangente la 
cercul z24+y2=1. 


Metode de aproximare 


232, Vom menţiona unele procedee iterative de aproximare a rădăcinii 
unei ecuaţii. 

Se consideră I=[a, 5], a,b=R şi ecuaţia fa) = =0, f: I—R, care are pe 
o vecinătate Va CI rădăcina simplă z=a. 

(i) Dacă relaţia de recurenţă Tu= pn(To> Ti,- - - > Xa-ı) determină aproxi- 
i mările (Ta)ney ale lui a, apa, atunci (Zu) ex este şir de iterare, convergent 
F către rădăcina z=a. Convergenţa şirului de iterare depinde, printre altele, 
de funcția de iterare e, şi de aproximarea inițială zo; dacă ọ=9, VneN, 
* formula este de tip staționar. 
Exemplu. Presupunem f:[a, b]>R, continuă pe [a, 5] cu derivate 
fi, f” de semn constant pe (a, b) şi f(a) -f(b)<0; atunci ecuaţia f(2)=0 admite 
o rădăcină simplă pe (a, b 

Ca metode de determinare a rădăcinii (cuprinse în programa de liceu) 
redăm metoda coardei și metoda tangentei. 

(îi) Metoda coardei. Dacă f'(x) f'(2)>0 pe (a, b) şi to=a; atunci funcția 
de iterare poate fi considerată de forma 


- Nabi) 
r)=r— A; 
p) 10) 


şirul de iterare, convergent către rădăcina z=ae(a, b) a ecuației f(2)=0, este 


fln) DEn) ; neN. 
[(0)— za) 
ar Pentru acest sir. de iterare «E (Tm b) vneN. 


Tan 


Dacă f'(x) f(x) <0 pe (a, b) şi zo=a, atunci se poate lua p(z) =a- OE0 ; 


f(z)— f(a) 
faln — 4) S 


iar şirul de iterare convergent la œ este ®t, =4— „ REN; în acest 
flta-1)— f(a) 


caz se satisface «E (a, Ta), NEN. ; 
(iii) Metoda tangeutei (Newton). Pentru această metodă funcția de 


iterare este p(2):==z— E iar şirul de iterare, convergent către «, are forma 
x 


Tata Lea) ne N; pentru cazul f'(x):f(x)>0 pe (a, b) se ia zo=b 


= f(n) 
(se satisface f(b) -f (£)>0, ze(a, b)) şi ae(a, z,), iar pentru f'(x) f- (£)<0 
pe (a, b) se ia xọ=a (se satisface condiția f(a) f” (£) >0, xE (a, b)) şi «E (£a, b). 
Observăm că în oricare din variante, soluția z=a se situează între aproxi- 
mările determinate prin cele două metode, a coardei și a tangentei (una prin 
lipsă, cealaltă prin adaos). 

Ambele metode sînt staţionare, deoarece funcţia de iterare nu depinde 
de n. E 

Rezolvarea ecuaţiilor prin procedee iterative, presupune: 

— determinarea funcţiei de iterare p, care defineşte șirul de iterare, 

— stabilirea convergenţei şirului de iterare către soluţia ecuaţiei, 

— determinarea unei formule de evaluare a erorii aproximării (în funcţie 
de rangul n al aproximării). 

Din cele prezentate rezultă că ecuaţia f(x)=0 se înlocuieşte prin ecuația 
z= g(x), echivalentă cu prima, în sensul ca a=(0)<>f(a)==0. Mai observăm 
că fiecare metodă iterativă se caracterizează printr-o anumită formă a funcţiei 
P: i 

Pentru stabilirea convergenţei vom face cîteva observaţii. 3 

(iv) Fie I=[a, DCR şi e: I—>I; ọ este o contracție (din I în D), dacă 


(vze 1)—e(0e şi 


(aae(0, 1)) încît (Ya, ze D=le(0)—o(e 9 xer] | 

(v) Dacă ICR este mulțime compactă (mărginită şi închisă) şi e: I>I 
este o contracție, atunci : 

există zel, unic, încît ọ(1)=1, 

alim Za, unde Za = (a), NEN iar tE I, arbitrar. 


99999 3 4 
Demonstrația. se face, arătind că (£a)nax este şir Cauchy, deci convergent 


către un element din T. z ; 
Unicitatea soluției ecuației r= p(x) pe I se demonstrează prin metoda reduceri 
la absurd. 

(vi) Dacă I= {x| |£ — zol <I}CR, încit , 
(Yx, xE Ilol) (2) sAr'—z, aE(0, 1) si |zo— p(T) < (1 —A)7, 


atunci ecuația v= ọ(x) are pe I soluție unică î=a, unde &=lim Tp, iar Ta? 
n= 


` 09 r 
= (aa), NEN; viteza de convergenţă către soluţia œ este caracterizată 
prin za — a] < A”|To—al, El ; 
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Observatii 

(1) Condiția din (vi) este ca ọ să fie liphschitziană, iar convergența este 
certă, dacă există o” pe I şi |ọ'(@)|<à<1, pe I. 

(2) Proprietățile prezentate sînt particularizări ale teoriei de pe un spațiu 
metric complet. 


(vii) Un șir de iterare Ta=ọ(£a-1), NEN determină o formulă de iterare 
de ordinul m, dacă ọ admite derivate pe I pînă la ordinul m și 


a= ola), g (0=p"0)= . -= a)=0, pna) 70. 


Menționăm proprietátea care justifică interesul pentru formula de iterare 
de ordin superior: dacă T;=9(£n-1), NEN este o iterare de ordinul m, atunci 
viteza de convergență a șirului (£a)}nan Către soluția. « este caracterizată de 
relația 


s 
m —1 


rral so ">, ol. 


£ i 
Demonstrația se face-ținînd seamă de dezvoltarea Taylor a funcției e după 
(z—a). Condiţia o<t se asigură prin alegerea aproximării iniţiale rel. 
Observaţie. Metoda Newton (a tangentei) este o formulă de iterare de: 
ordinul doi. Într-adevăr, deoarece f(a)==0, rezultă 


p(a)=a— Ei =a; ọ'(x)=1—1+ o şi deci ọ'(«)=0. Deoarece 
Xa ZE g 
ọọ" (x)= Pramea (z), în general e(0) +0. 


Exemple. 1°. Să se- determine un algoritm de calcul bazat pe o metodă 


de iterare de ordinul I pentru aflarea rădăcinii reale z=a, ae (9, 10), a ecuaţiei 


z3-+-r—1000=—0 cu o eroare absolută [Aa] <10; se va restrînge în prealabil 
ntervalul rădăcinii la 10“. Să se scrie o organigramă corespunzătoare algo- 
ritmului. ; 


Soluție. Se determină o ecuaţie. echivalentă celei date, sub forma r= (7) 


- care să satisfacă condiţia suficientă de convergență lep'(0)|<1 pentru re Va) 


z=\/1 000 =z, e'(2)= = cu |ọ'(z)|<1, pentru ze(9, 10). 


34/1 000 =x) | 


> Şirul z= V1000—z,1 este con- 
= vergent către rădăcina t=g&. y y= P(x) 


Interpretînd geometric, t=g&, 
este abscisa punctului: de intersec- 
ție a curbei y= o(2) cu dreapta y= 
=x. Deoarece —1 < ọ'(x)<0 pe in- 
tervalul (9,10), funcția p(x) este 
descrescătoare, iar şirul (x,) alternea- 
ză faţă de z=a (fig. 241). 

În acest caz eroarea absolută 
satisface 


[Aal=lzr a —a] ltra Tl. Fig. 241 


26° i 403 


PlXo)= Xp 


Organigrama (graful algoritmului de calcul) 
este redată în figura 241 a 

Observaţii. a) Deoarece z=a este iraţională, 
valoarea T=0 este imposibilă. b) Nu este necesară 
compararea parametrului I cu valoarea sa maxi- 
mă n, deoarece se ştie că pe intervalul (9, 10) 
există în mod sigur o rădăcină unică z=a. 

După organigramă poate fi făcută transcrie- 
rea în limbaj de programare. 

2°. Se consideră 

z— f(2) = aresin ye 
x—iıi 

Să se determine abscisa punctului de pe gra- 
ficul funcției f în care tangenta la grafic este pa- 
ralelă la dreapta z+y=0. Să se aproximeze prin 
metoda coardei şi metoda tangentei, în prealabil 
restringîndu-se intervalul. 


Soluţie. Domeniul de definiţie este determi- 


nat de condiţiile = >0, —1s = <1; re- 
z2 ză 

zultă ze(—oo, —1} Se calculează f'(7) = 
şi condiţia f'(x)= — 1 conduce 


Dea) 
la ecuaţia 225—2x2—2x-4+,3=—0. Pentru funcţia 
g(2)=2a9—2a2—2x7+3 se foloseşte șirul lui Rolle; 


9'(2)= 622—4a — 2 se anulează pentru z= — = 

z=l; ~ 

z | — 00 —2 —1 -1 1 00 
Fig. 241. a. f(x) | — A + + + è + 


Restrîngînd intervalul, rezultă că rădăcina me(—2, —1). Observăm că 


g(—1)=+1, g(—2=—17, g(—1):g(—2) <0, g'(x) >0 şi g”(@)<0 pentru 
xe(—2, —1). Deci aproximarea prin metoda coardei este prin adaos, lar 


aproximarea. prin metoda tangentei este prin lipsă. Se ia to=—1 și th= 
= 4 17 TSEN E sac aa 
ata Enana). rezultă eE E a3—1,06. Se ia xp =—2 şi T,= 


gln) — 9(a) i ; 
Epen Ie) ; “rezultă t= eat — 1,43. Deci ae(—1,43; — 1,06), 
4, z’ 


g(a) =0; Da) dul funcţiei f, rezultă că graficul admite o tangentă paralelă 
cu dreapta x-y =0. pentru o singură valoare, v=g&, pe (— œ, —1). 
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233. Se consideră polinomu: cu valorile P,„(r)=z"—nz+l, n>2. 
1) (Matematica, Sofia). Să se arate că ecuaţia P,„(2)=—=0 are două rădăcini 
pozitive am» Ba care satisfac 0<g, <1 <ßBm 


2) Să se arate că lim a, =0; să se aproximeze aş prin lipsă şi prin adaos 
n>% < á 

şi să se evalueze eroarea absolută. (Se va lua cîte un termen în șirul aproxi- 

mărilor.). 


Soluţie. 1) Deoarece P!(2)=n(z"1—1) se consideră cazurile: n=2k, 


deci z2£-1—1 =0 admite numai z=l — rădăcină reală și din șirul lui Rolle 
z | —% 0 1 .2 +œ rezultă că P, are două rădăcini reale, 
Paa) | + TE O<an <1 <Bn; 


n=2k4}1, deci x*?—1=0 admite două rădăcini reale, v=Ę1 și din şirul 
lui Rolle 


a) | — 0001305 12 4200 rezultă că P, are trei rădăcini 
RE PFP — it reale, dintre care două sînt 
pozitive, Oana <1 <fr: 


2) Deoarece P,(0)>0, iar Pa (2) = ij <0, n >2, rezultă că 0ca,< 
n 


n 


< à şi deci pentru n— co se obține «n —>0. 
n 


Pp (z)=2—5r+}1 şi P4(0)=1, Ps(0)=—3% Pæ@)=5(2*—1), Pi (x)=20z° şi 
P!(2)<0, Py(2) >0 pentru ze(0,-1), de unde rezultă că metoda coardei dă 
aproximarea lui a; prin adaos, iar metoda tangentei prin lipsă. Şirul us = 


P;(u È RLO : ee z 
Bu uy=0 dă aproximările prin lipsă, iar şirul Va = Waa — 
P5(Us—1) 7 
ee P5(Dn—1) * Vna 


, W=] dă aproximările prin adaos. Deoarece Us Cs <Va 
Pona) =PO ; ni 
ne N, se obțin relațiile care permit evaluarea erorii absolute: 

Zs — Un CU —Uns TespectiV Va —05 Un — Un neN. Prin calcul rezultă u1=0,2, 
respectiv vı=0,25. 


234. Se dă polinomul -cu valorile P(x) =25—0,2 22—0,2 1—1,2. 

1) Să se determine o aproximare a rădăcinii reale xı prin 'metoda coardei 
şi să se evalueze eroarea. absolută. 

2) Să se arate că rădăcinile ecuaţiei P(z)=0 satisfac relaţia 


el capia ret 
y pr [za] [al 4 [iza] 6 


Aa A . ie t= 
3) Să se reprezinte segmentul dintr-o coroană circulară în R?=Q, unde 
sint cuprinse imaginile rădăcinilor za şi za ale ecuaţiei. 
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Soluție. 1) Se restringe intervalul pe care se află xı, folosind șirul lui Rolle: 
P"(2)—322—0,47—0,2 cu rădăcinile z{=—0,2, zp=<; 
- 3 


z | E ES E E R P ES ESSEN 
A : A rezultat ze(1, 2). 

E = oe 
Deoarece P'(2)>0, P”(z)>0 pentru ze(1,-2), se poate lua şirul de iterare 
_ Pht, b-t) 


, f4 =Í. convergent că : 
PO- P) o gent către a; 


l= a-l 
rădăcina t1€ (fs, b), yneN. 
Pentru. evaluarea erorii absolute se utilizează formula Lagrange: 
IP(4)—P(z DI =P) latl, Ga (m T1) şi 


POLE ROE Reca 


ALES 
int |P(2)| |P'(4)| 


P(1%2—1) = IP(4)| Eee 
ZON, Renie EU SE ka 15 
PO)—PU) iar lasi! IP) adică |t,—za| <0,15 


2) Observăm că Lita +t =0,2,. Pitattits+b 
ora = —0,2, Titata = 1,2. 


Se verifică 
i pi alaalia Pal > 
zA 2 
la |: [za] ; [zal [ziras] 
S > |izaza +2118 + Zaza] 1 
> =: 
[raza] 6 N 


3) Dacă zz=a-if, ta=a—ip, rezultă a= oaa 
=(—0,9%; —0,4); deoarece zr" =1,2, se obține r?e (0,6; 
1,2), _ sau re(V0,6, V12), unde|zz| =|za|=r. Rădă- 
cinile zz, za sînt situate simetric față de Oz, în interi- 
orul domeniului hașurat (fig. 242). ` 


Fig. 242. 
= A 2 = Ta+2 1 
235. Să se cerceteze natura șirului T, y= —— e o: 
za +1 2 


` Soluţie. Considerînd z— 9(2)= e, observăm că există un interval 7, 


z—2r+1 este crescătoare; fie I=(0, 2). 
(2-1) 

Pe acest interval q' este mărginită: |p 
aplicația ș: 1-1 este o contracție, iar şirul Tap = P(T.) este convergent, 


limita sa z=—lim z, fiind soluție a ecuaţiei t= (2). 
n+ 


ZE 1, pe care 9'(2)= 
(00) pt gel. În concluzie, 
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5 
$ 
$ 
E 
4 


Ecuația T=ọ(1), sau z?— rt 2r—2=0 are soluția z=le(0, 2); celelalte 
rădăcini ale ecuaţiei z= (2) sînt complexe. A rezultat că £, —>1. 
n0 


236. Formule de evadratură 


Se consideră f:[a, b]—R; f este integrabilă Riemann pe [a, b], dacă 


as (Y(da)aex C2) A(VTelze Tinh i=, n—1) A({(da)>0)=( o4, >I). 
SS 2 este mulțimea diviziunilor intervalului [a, b], v(d,)=maz (ze —26) 
se0,n-—1 


este norma diviziunii dp: 
n—l 
Oin = DRENE — za) este sumă Riemann (sumă integrală), I este 
i=0 3 
integrala Riemann-a funcţiei f pe [a, b], I =] fim)az. 


a 
(i) Din criteriul de integrabilitate rezultă că elementele șirului generalizat 
(Saa) C? pot servi ca aproximări pentru I: 


f:la, b]>R, (Ve >0)(23(2) 50) A (Yd € 9) A 
> 
= 
FE (rosa, fi sens Riemann <? A(v(d)<8( )) AV GE [ti Za], 
i=0, n—Î)loa,—Il<e. 
Deci Ioa» iar eroarea absolută este caracterizată de relaţia |oza—]|<s. 
Ca exemple de formule de cvadratură vom considera metodele: dreptunghiurilor, 


“ irapezelor, Simpson, deoarece permit ilustrarea ideilor de bază specifice 
T cvadraturilor, deşi viteza lor de convergenţă este slabă. 


(îi) Metoda dreptunghiurilor. Se consideră o diviziune uniformă da= 
=(19=a, Ti, Tae ; i a=b}, Tip TiS Iaa ie0, n—l şi se defineşte 

E n 
= o funcție în scară, g(0)=f(zr,), relz, Zis); observăm că g: [a b]>R şi 


b 

~ —3 $ 
$ g(z)dr= > f(z(2iaa—20=oa. În concluzie, se poate aproxima I= 
a 


î=0 ; 
E b == 
= VOLE prin (omaz= 2 fE: A rezultat formula de cvadratură 
R- 420 

$ a a 
$ cunoscută ca „metoda dreptunghiurilor“: 

: ENERE 3 Ea ; š 
: VO Y f(z). Denumirea metodei se justifică prin faptul c 
$ mo ; 


a 
integrala Riemann este aproximată prin suma ariilor dreptunghiurilor, de 


forma A;=f(z,): 270 


e 
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TESEN = E ] P] 3fiyr = Fi = 
Observatie. Dacă la, 2]—R, (3f(a). rela, 3]; în z=a, b — derivate 
hatarain AI 334 Ffl e = i ă 
laterale) A (( 3M >0)=t P(a)|<M, Vze[a, 5])), atunci eroarea absolută se 
poate eva prip 


i 


fs jooaz| < — sup |f(2)|. 


zefe,d} 


Observația rezultă dìn calcul direct: 


d m-a pt n—1 
|i- fewa] E] | de-—naaz] < S eaa sup. If-Aa0l= 
= Lol i 120 sclti en 
R—I n—1 
=D a-a sup IENE) D Era 20) sup pa = S= r 
3=0 e. st Fita î=0 


(iii) Dacă se consideră aproximarea funcţiei f pe [a, b] printr-o funcţie 
în scară g(x)= De, TE[Te Zi), is, n—l pentru. diviziunea uni- 


formă d,, rezultă „metoda 'trapezelor“: 
è 
= | daf = (Rate) tz 5e): 
i=1 


e a: i 
În ipoteza că f admite derivată f”, mărginită pe [a, b], rezultă formula de 
evaluare a erorii 


d 
b— Îi pe 
H= foar < SS eR O 
n” vela,d] 


a 


(iv) Metoda Simpson (metoda parabolelor) aproximează funcţia f prin 


polinoame de gradul doi (parabole), pe porţiuni. 
Pentru diviziunea uniformă d, a intervalului [a, b], pe-fiecare subinterval 


fz: Tinib în afara valorilor ft) (Zaza) se mai consideră f E = şi se 
aproximează f pe [£e Tisa] printr-o parabolă de ecuaţie y=P(2) Zar24+Br-+y, 
care trece prin punctele (£i re»; nenu T) (tiz fna). Din 
altima remarcă rezultă ecuațiile cae permit determinarea coeficienţilor 
æ B, y pe fiecare subinterval P(z)=f(z), o sali = 


2 
a + 


Zitai 


Piz) = f(t), î50, n= i. Rezultă deci | 


a, Sa 


+f); 
pion 


N fajir 2 (reatie t2 Jiet 3 WaS) 


În ipoteza că există fUV şi este mărginită pe [a, b] se poate face evaluarea 
erorii absolute prin: 
b 
(r@dr-s, |< 
e 
care aproximează integrala. = 

Precizare. Formulele de evaluare a erorii, prezentate mai sus, presupun 
cunoaşterea derivatelor de ordin superior; aceste restricții sînt însă prea tari, 
fiind cunoscut faptul că o funcţie integrabilă poate să nu fie derivabilă. De 
aceea în aplicaţii se folosesc de obicei procedee de cuadratură de tip interpolativ 
şi formule pentru evaluarea erorii adecvate lor. Totuşi, metodele dreptunghiu- 
rilor, trapezelor şi Simpson sînt intersante prin valoarea lor metodologică 
şi constituie aplicaţii directe la noţiunea de integrală Riemann. 


b— a% ` S R 
Czo sup |f&W(z)|, unde s-a notat prin S, — suma 
2 880n4 eefe, b) 


Exemplu (Rulat pe calculator de către I. Măzineanu) 
Să se calculeze integralele 


1 P A 
1) fedr — prin metodele dreptunghiurilor, trapezelor şi Simpson, 


(1) 
E: 
2 ES ie s 
2) | y: — sin? z dz — prin metodele dreptunghiurilor și trapezelor, 
(1) 
1 
d + A 
Dea prin metodele trapezelor şi “Simpson 
UI) 


T şi să se specifice eroarea absolută pentru aproximarea fiecărei integrale. 


Soluţie. Se folosesc metodele: de aproximare a integralelor şi formulele 
de evaluare a erorii absolute, prezentate mai sus şi se obţine: 
I 


1) I= f e “de ~ 0,74682784 — prin metoda dreptunghiuriler (fig. 243), 


Ia 240,74682050 — prin metoda trapezelor (fig. 244), Jı =20,74682414 
— prin metoda Simpson (fig. 245); À; 
R ` 


0 


CER ep Ea a 
2) l= (y — . sin? x drœ1,35064258— prin metoda dreptunghiurilor 
j 0 

(fig. 243), I,251,35063941 —-: prin metoda trapezelor (fig. 244) 


1 
3) Is = (— 2=40,7853957 — prin metoda trapezelor (fig 244), Is 5 
lpr? p 
9 


A40,78539816 — prin metoda Simpson (fig. 245). 


Comparind rezultatele obținute, se pot accepta aproximările I1330,74682, 
3a2=41,3506, I=20,78539, toate cifrele fiind exacte. Eroarea absolută satisface 
E, <10, E3<105, Eş<103. Eroarea aproximării printr-o. anumită metodă 
se compune din eroarea specifică metodei și din eroarea de calcul (de rotunjire). 


C PROGRAM DE CALCUL. VALOAREA INTEGRALEI CU AJUTORUL 

C FORMULEI DREPTUNGHIURILOR 

5 A,B =CAPETELE INTERVALULUI 

c H=PASUL PT. CALCULAREA DERIVATEI DE ORDINUL I | 
c EPSI =EROAREA DORITĂ à | 


READ (105,1) A,B,H,EPSI 
1 FORMAT (4105) 

WRITE (108,2) A,B,H,EPSI 
2 FORMAT (iH, 25H CAPETELE INTERVALULUI A=,F10.5,3H B=,F10.5/48H PASU 
*L PT. CALCULAREA DERIVATEI DE ORDINUL I, H=,F10.5/24H ERAOREA IMPU 
*SA,EPSILON=,F10.8) 


C CALCULUL MAXIMULUI DERIVATEI DE ORDINUL I, NOTAT =FPIM 


FPIM=0, = 
XI=A 
19 CALL FUNCTIE(X1,F1). 
X2=FI+H 
IF (X2.GT.B) GO TO 30 
X1=X2 X ł 
CALL FUNCTIE (X2,F2) 
FPI=ABS(F1—F2)/H 
IF (FP1.GE.EP1M) GO TO 20 
FPIM=FP1M = 
GO TO 10 
20 FPIM=EP1 
GO TO 10 : 
30 WRITE (108,3) FPIM i N 
3 FORMAT (1H0,43H VALOAREA MAXIMA A 'DERIVATEI PE (A,B) FPIM=,F10.5) 


C- CALCULAREA NR. DE NODURI (PUNCTE) NECESARE APROXIMĂRII INTEGRALEI 


UC=FPIM*(B—A) *(B—A) /EESI 
NR=UC+I == 


C CALCULUL VALORII INTEGRALEI = VAL 
C HI NOUL PAS PT. CALCULUL VALORILOR FUNCŢIEI 
H1=(B—A)]INR 
s=0. i 
XSAN 
CALL FUNCŢIE (X,FX) 
S=S+FX 
NI=NR—1 
DO 40 K=1, N1 
X=X+H ` ri 
CALL FUNCTIE (XFX) 
S=S+FX 
40 CONTINUE = 
VAL=H1*S 
WRITE (108,4) NR,HI, VAL 
4 FORMAT (1H0,AH NR=NUMARUIL DE NODURI m,I6/14H1 NOU PAS HI1= „FLO. 
*25H VALOAREA INTEGRALEI VAL=,F12.8) 
STOP 
„END 
SURROUTINE FUNCTIE (X,FX) A 
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m 


Lei 


c 


FUNCTIA F(X)= ERP (—X*X) 


FX=EXP(—X*X) 
RETURN 
END 


CAPETELE INTERVALULUI A= 0.00000 B== 1.00000 
PASUL PT. CALCULAREA DERIVATEI DE ORDINUL I, H= 0.00100 
EROAREA IMPUSA, EPSILON=0.00001000 


VALOAREA MAXIMĂ A DERIVATEI PE (A, B) FPIM= 0,85776 
NR==NUMĂRUL DE NODURI = 85777 


NOUL. PAS Hi= 0.00001166 


VALOAREA INTEGRALEI VAL= 0.74682784 
SUBROUTINE FUNCTIE (X,FX) 


FUNCTIA F(X) =SQRT (1—SIN (3)*SIN (3)/2) 
FX=SQRT(1—SIN (X)*SIN (X)/2) 


RETURN 
END 


NOUL PAS Hl= 0.00002174 


VALOAREA INTEGRALEI VAL=  1.35064258 


PROGRAM DE CALCUL: VALOAREA INTEGRALEI CU AJUTORU 


FORMULEI TRAPEZELOR 


A,B = CAPETELE INTERVALULUI 
H = PASUL PT: CALCULAREA DERIVATEI DE ORDINUL II 


EPSI = EROAREA DORITĂ 


READ (105,1) A, B, H, EPSI 
1 FORMAT (4F10.5) 
WRITE (108,2) A.B, H, EPSI 


2 FORMAT (1H1,25H CAPETELE INTERVALULUI A=,F10.5,3H B=,F10,5/48H PASU 
*L PT. CALCULAREA DERIVATEI DE ORDINUL 2, H=,F10.5/24H EROAREA IMPU 


*SA, EPSILON=,F10.8) 


CALCULUL MAKRIMULUI DERIVATEI DE ORDINUL 2, NOTAT = FP2M 


FP2M=0. 
XI=A 
10 CALL FUNCTIE (X1,F1) 
X2=XI-+H 
Xi=x2 
CALL FUNCTIE (X2,F2) 
X3=X2+H 
IF(X3.GT.B) GO TO 30 E 
X2=X3 i 
CALL FUNCTIE(X3,F3) 


FP2=ABS (F1—2*F24-F3)](H*H) 


IF (FP2.GE.FP2M) GO TO 20 
FP2M=FP2M  - = 
GO TO 10 $ 

20 FP2M=FP2 
GO TO 10 

30 WRITE (108,3) FP2M 


3 FORMAT (1HO,34H VALOAREA MAXIMĂ A DERIVATEI FP2M=,F10,5) 


CAPETELE INTERVALULUI A= 0.00000 B= 1.57079 

PASUL PT. CALCULAREA DERIVATEI DE ORDINUL I, H= 0.001000 
EROAREA IMPUSĂ, EPSILON=0.00001000 y 

VALOAREA MAXIMĂ A DERIVATEI PE (AB) FPiM= 0.29289 
NR=NUMĂRUL DE NODURI = 12268 t s 


41i 


C  GALCULAREA NR. DE NODURI (PUNCTE) NECESARE APROXIMARII INTEGRALE 


UC=FP2M* (B—A)*%3 
UC=SQRT (UC! (12*EPSI)) 
NR=UC+1 


c CALCULAREA VALORII INTEGRALEI = VAR 
C Hi NOUL PAS PT. CALCULUL VALORILOR FUNCTIEI 


Hl=(B—A)/NR 

5=0. 

N1=NR—1 

X=A , 

DO 40 K=1,N1 

X=X+4+H1 

CALI FUNCTIE (X,FX) 

S=S+FX 
40 CONTINUE 

VAL=2*3 

X=A 

CALL FUNCTIE (A,FA) 

X=B 

CALL FUNCTIE (B,FB) 

VAL=VAL+FA+EB 

VAL=H1*VAL/2 

WRITE (108,4) NR, H1, VAL = 
4 FORMAT (1H0, 4H NR = NUMARUL DE NODURI =,16/14H NOUL PAS H1=,F10.8} 

*25H VALOAREA INTEGRALEI VAL=,F12.8) 

STOP 

END 

SUBROUTINE FUNCTIE (X,FX) 


f 


C FUNCTIA F(X)=EXP(—X*X) 


FX=EXP(—X°X) 

RETURN 

END 

CAPETELE; INTERVALULUI A= 0.00000 B= 1.00000 

PASUL PT. CALCULAREA- DERIVATEI DE ORDINUL 2, H= 0.00100 


EROAREA IMPUSA, EPSILON=0.00001000 


VALOAREA MAXIMA A DERIVATEI FP2M= 2.00073 


NR= NUMARUL DE NODURI= 130 

NOUL PAS H1= 0.00769231 S. 

VALOAREA INTEGRALEI VAL= 0.74632050 

SUBROUTINE FUNCTIE (X,FX) a 
J: + 


C FUNCTIA F(X) =SQRT(1—SIN(X)*SIN (X)/2) 


PX=SQRT (1—SIN (X)*SIN (X)/2) 
RETURN 


END = 
Sie CAPETELE INTERVALULUI ha 0.00000 B= 1.57079 


PASUL PT. CALCULAREA DERIVATIEI DE ORDINUL 2, H= 0.00100 
EROAREA IMPUSA, EPSILON=0.00001000 


í 


VALOAREA MAXIMA A DERIVATEI FP2M= 0.70709 
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NRm NUMARUL DE NODURI m 10 

NOUL PAS Him 0.01099414 

VALOAREA INTEGRALEI VAR m 1.95009911 
SUBROUTINE FUNCTIE (X.FX) 


C FUNCTIA Fi) (+X) 


FXe1/(1-+X°*X) 

RETURN 

END 

CAPETELE INTERVALULUI Am 0.00000 B=: 1.00000 

PASUL PT. CALCULAREA DERIV. ATEI DE ORDINUL 3, Hm 0.00100 
EROAREA IMPUSA, EPSILON=0.00002000 


VALOAREA MAXIMA A DERIVATEI FPiM= 1.99999 
NR NUMARUL DE NODURI= 159 

NOUL PAS Him 0.00769231 

VALOAREA INTEGRALEI VALm 0.78599570 


Fig. 244. 
C PROGRAM DE CALCUL. VALOAREA INTEGRALEI CU AJUTORUL 
C FORMULEI LUI SIMPSON 
C AB = CAPETELE INTERVALULUI 
C H = PASUL PT. CALCULAREA DERIVATEI DE ORDINUL 4 
C EPS = EROAREA DORITA 
AN = 
i y READ (105,1) A,B,H, EPSI 


1 FORMAT (4F10.5) z 

WRITE (108,2) A,B,H, EPSI 
2 FORMAT (1H1,25H CAPETELE INTERVALULUI A=,F10.5,3H B=,F10.648H_ PASU 
‘LPT. CALCULAREA DERIVATEI DE ORDINUL 4, H=,F10.JHH EROAREA IMPU 
*SA, EPSILON=,F10.3) 


CALCULUL MAKIMULUI DERIVATEI DE ORDINUL 4, NOTAT = FPAM 


FP4M=0. 

XKI=A 

CALL FUNCTIE(X1,F1) 
X2=X14+H b 
Xi=X2 

CALL FUNCTIE (X3, F2?) 
K3=X24+H 

X2=X3 

CALL FUNCTIE (X3,F3) 
X4=X34+H 

X3=X4 n 

CALL FUNCTIE (X4,F4) 
X5=X4+H 

IF(X5.GT.B) GO TO 30 € 
X4=X5 

CALL FUNCTIE (X5,F5) 

FPA=ABS (F1—4*F24-6*F3—4*F44+-F5)/ (H**4) 

IF (FP4.GE,FPÂM) GO TO 20 

FPAM=FP4M 


1 


© 
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GO TO i0 
20 FPiN=FP4 
GO TO 10 
NU WRITE (108,3) FPiM 
3 FORMAT(HO,SiH VALOAREA MAXIMA A DERIVATEI FP4M=,F10.8) 


© CALCULAREA NR. NODURI (PUNCTE) NECESARE APROXIMARII INTERGALEI 


UC=PPAM (B—A)*%5 
UC=SQRT (UC! (2080*EPSI)) 
UCmSQRT(UC) 

NR=UCH 


Hi NOUL PAS PT. CALCULUL VALORILOR FUNCTIEI 
CALCULAREA VALORII INIEGRALEI = VAL 


aa 


RI=(B—A)/NR 
S=0, 
NI=NR—I 
X=A 
DOI K=1,N1 
X=X+HI 
CALL FUNCTIE (X,FX) 
S=S+FX 

40 CONTINUE 
VAL=2*S 
X=A 
CALL FUNCTIE (AFA) 
X=B 
CALL FUNCTIE (B,FB) 
VAL=VAL}FA-+-FB 

. S1=0. 

XO=A 
X1=X0+H1 

59 X=(X0+X1)/2 i 
CALI FUNCTIE (X,FX) X S 
Si=S1+FX - SE 
IF (X1.GE.B) GO TO 60 
X0=X1 
Xi=X0+H1 
GO TO 50 

60 VAL=VALH4*S1 
VAL=VAL*H1/6 
WRITE (108,4) NR, Hl, VAL 

4 FORMAT (1H0,4H NR= NUMARUL DE NODURI =,10/14H NOUL PAS Hi=, F108) 

* 25H VALOAREA INTEGRALEI VAL=,F12,8) 
STOP 
END 


— 


SUBROUTINE FUNCTIE (X,FX) 
© FUNCTIA F(X)= EXP(—X*X) 


FZ=EXP (—X*X) 
Sire RETURN 

END i 
CAPETELB INTERVALULUI Am 0.00000 Bam 1,00000 


PASUL PT, CALCULAREA DDRIVATEI DE ORDINUL 4, Pe 0,00100 


EROARNA IMPUSA, BPSILON'=0,00001000 


VALOARNA MAXIMA A DERIVATEI FP4M==23060,51410 
NR NUMARUL DE NODURI = 17 
NOUL PAS Him 0,05002353 


VALOAREA INTEGRALI VAL = 0,74082414 


SUBROUTINE FUNCTIE(X,FX) 
GC FUNCTIA F(X)= 1/(1-+X*X) 


FX=1/(1-+X*X) 

RETURN 

END 

CAPETELE INTERVALULUI A= 0.00000: B= 1.00000 

PASUL PT. CALCULAREA DERIVATEI DE ORDINUL 4, H= 0.00100 

EROAREA IMPUSA, EPSILON=0.00001000 

VALOAREA MAXIMA A DERIVATEI FPAM= 305.59022 

NR= NUMARUL DE NODURI = 11 : a R 
NOUL PAS H1="0.09090909 : 

VALOAREA INTEGRALEI VAL= - 0,18539816 


Fig. 245. 


237, Valoarea. funcţiei-z—f(a)=cos z într-un. punct z, se: aproximează 
E: m 23 ; F 

Din Sor(1)= 55 D Să se scrie algoritmul de: calcul, organigrama 

J=0 J 3 

i programul în FORTRAN pentru aproximarea valorilor funcţiei f în punc- 
BERT To ee Ta) 

Soluţie. Formulele - de recurenţă pentru determinarea sumei Saa(ro): 

2 ` 


— -T 
Ef] iel, ny, sînt Tu= = Ta Si Sai Tjo cu condițiile ini- 


fiale S„=—1, Tu=1, şi valorile indicilor je (2, 4,.. z 2m} ie fl, 2,...,n); 
aproximările valorilor funcției sînt f(z) = Somi S-a obţinut algoritmul de 


rezolvare: 

„A Jd—1 Tjoo SuSSi-ut Tia Sal Tal, ja{2 4...» 2m}, 
En T 7 
i „Se folosește notarea cu majuscule a variabilelor, păstrindu-se în notare de- 
“pendența de argumentele cu valori naturale. În, acest mod atribuirile își 
păstrează sensul gi ca notații pentru relaţii matematice; spre exemplu, se. 
păstrează atribuirea S(J, D= S(J—2, DA+T(J, I), care are sensul matematic 
de mai sus (din relaţia de recurenţă), deși ar putea fì transorisă sub forma S= 
SST, înțelegind atribuirea vâlorii noi S++ T variabilei cu indicatorul S: 
Singura atribuire acceptată și care nu are sens matematie este cea care asigură 
parcurgerea valorilor indicilor, 


— 22 
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Cu aceste observaţii se scrie organigrama (tig. 246 a). 
I=} i 

Ly DA 
J=0 
B, N i 
TU, Rer 

——> Jott 
TU, D= (a1). (1X 0I I2) 
ROD =E —N DTI, 


(am) 
| Jam FMSY 
TRER (Ri 8 n) 
lana 4 Fig, 2460. ' 4 


Observaţii. 1) Notaţia (J : 2m) corespunde comparării. valorilor lui J 
cu valoarea maximă 2m; ordinea naturală corespunde cazului J > 2m. 2) Func- 
ţia CØ S este inclusă în funcțiile standard. 3) Considerăm că adoptarea acestor 
notații prezintă avantaje, cum ar fi: simplifică scrierea programului 
în FORTRAN, permite verificarea problemei (inclusiv aspectele matematice) 
pe programul scris în FORTRAN. 

"Programul în FORTRAN este (fig. 246 b): 


I=0 
DØ pI=1,n 
J= 
s{J,I)=1 
T(J, =1 
DØ r I=2,2m,4 
T(J.) =T(J—2,1)* (—1)*X (1)* X (1)/J* (J—2) 
2 T S(J3,D=S(J—2, N) $T (J,I) . 
p FOSSON 


Fig. 246 b. 


238. Se consideră progresia geometrică infinită, determinată de primul 
termen a—l, şi raţia r=—a?. Se cere: 
1) Suma progresiei pentru re|0, 1). 
E : 1 
2) Să se demonstreze că pentru ze (—1, 1) are loc relăţia TE = F,@) t 
4 r 
a 


n n ma SE 
LR, Fat PD, RO= ra Si Um | Radar =0, 


k=0 0 


de(0, 1). 
3) Să se ara 
f(z) = a Lala să se formuleze algoritmul de calcul, să se reprezinte 
2k41 
organigrama şi să se scrie programul corespunzător în FORTRAN, pentru 
aproximarea valorilor lui f pe mulţimea (Day a o Em 


4) Să se determine 0 formulă de aproximare a lui f pentru |v |>1. 
Soluţie. 1) Progresi i 


a este 1 —at-pat— e ee (lit h ie şi deoarece 
re[0, 1), rezultă. că 


te că f(x)=arctg 7, ze(—1, 1), admite aproximarea de forma 


i lape. bath see e d 
14r’ ; 
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2) Se serie y =F) b(n aen cu „se obţine 
ja 


Ræ =l) Naan arat, (op Ë TFL- Se evaluează ( Ra)dz, 
z? 
e a a La 
| $ Raar] < | E ax < (aa = d" Deoarece a€ (0, 1), a”=0, re- 
1+2? 2n+3 
o 


a 
zultă că  R(a)dz—0, n= 00. 
o 
3) Este adevărată egalitatea funcțiilor A —F(0+ RO, tE(— 1, 1) 


e . < l i Eos E 
Integrăm pe intervalul 0, x), ze(—l, 1): arctg r= (e —1) E 


+ j R(Ödt; deoarece nn | R(t)dt=0, se satisface (Ye >0)(aN(9))((Ya >N(=)) 


AI | 
= Sn tl, d 


= |$aoa] <> În concluzie, nig 72 >o De 


Algoritmul de calcul pentru aai este 
BG, î)=B(k—2, i): (x), T(k, = B(k, D]k, S(k, D= S(k—2, D+T(k d, 


Ba i S(1, =T, arctg rı=Sn+1, i), ke{3, 5,-.-, 20+1}, ie fi, 
2,..., m}. Urmează organigrama şi programul în FORTRAN (fig. 247 ). 


B(K,)=X (I) 
T — > K=K} žá: 

B(K, DT =B(K—2,1).(—X?(1)) 
S(ĶK,1) =S (K—21) +T (K1) 

(K : 2n+1) 

Ka2n+1 F(I)=S(Ķ,1) - 
I=I+1 


s..s.p.» 


T BE,D=X(' 
BEK, D=X(1) 
DØ r K=1,2m+1,2 ; 
B(K,1)=B(K—2,1)* (=1)*X (1)*X (1) 
=": pula emil $ 
D =S(K—2, K; 
nE DHT(K,1) 


Fig. 247, 
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1 
gert 


AUTA +(—1)" +... = Fr(2)+R*(2). 
a 
Funcţia f se aproximează prin | Fi(Wdt, ze(1, co), a>z; deoarece 


e 
e 


1 1 1 SNM: n+l a. 
PESE CA) SS) ROS îs te A aste (=1) BE CN 
f SO ( i ac 58 ao x 338. + 5o peer: + 


Sg A eNA A 
PET a OO, extinzînd intervalul la (7, 00) rezultă lim G(a)—0 şi deci 


` 1 1 1 (—1)2 
o) a Si +>... PR e 
Ce) TRT T das (ninti 


Se observă că aproximarea funcţiei f pe (1, co) se obţine din aproximarea lui 
f pe (0. 1), înlocuind x prin E (simetrie pe (0, co) în raport cu 1). 5 
x e 


239. Se dă mulțimea M=(a,| a; >0, je1, m). Să se scrie algoritmul de 
calcul, organigrama şi programul în FORTRAN pentru determinarea ele- 
mentului maximal max 4;. > 

a,eM 

Solaţie. 1) Algoritmul 

Se consideră valorile iniţiale j=1, k=2 şi se calculează dyr=a;—as. 
Dacă dy; >0, se trece la djr+1=4j— ar +1; dacă d; <0 se face a;=a, şi se trece 
la djz41=4;— 4r KE (2.035 m), iar jeJ, unde J este mulțimea indicilor 


termenilor care satisfac a1<0;,<03.,< aj, CU 0, CMA Qy. 
a,eM 
J 


2) Organigrama (fig. 248. a) ` 


maxMzak  - 
Fig. 248. @. 


418 


MAX (M, A(J)) 
INTEGER J, K 


Comentarii 
Declaraţiile 2, 3 pot lipsi (se subințeleg 
REAL A(), D, T din notarea varlabilor), 

DIMENSION A(m) S-a notat Tæma a 

READ (7, Y) J, K, D, (AU), Jei, m), T ajaM 
y, FORMATOIMe (mti Frw, d) 


. » . . ` . . 


Jml 
Ke} 
n D=At)—A (K) 
IFD. GE 0) GO TØ Bi 
IFR. GE m) GA TARA, 
JK 
Rai 
GB TB a 
R: IFR. GE. m) GOTO Ps 
Rai 
GO TA a sa 
B Ta 


WRITE (5,5) T, K 
8 FORMAT (F7. 3, Im.) 


STOP 
B, T=A U) Dacă programul se utilizează ca „fune- 
WRITE (5, 8) T; J ție“ (subprogram), atunci nu se mai 
5, FORMAT (F7.3, Ims) - < scriu instrucţiunile de ieşire, ci 
STOP RETURN 
END END 


Fig. 248. b. 


3) Programul (fig. 248 5). 


Probabilităţi 


(I) Fie £ o mulţime şi Z — mulţimea nevidă de părţi ale lui £ cu proprie- 
file: 


VAe 2=>A4e3, 


% 
V(A ie C3>UAe8; 


j=1 ; 
(£, 2) este uno — cîmp de evenimente, iar A, A; — evenimente. 


(II) Pe 4 se defineşte o funcție P care satisface 
| vAs4=P(4) 20, 
aq . 


pentru orice familie numărabilă sau finită de evenimente incompatibile, di 
rice far snte incompatibile, din 
E, (A, je ICN), ANA =g, kj (3 — eveniment imposibil), P(UA = 
a EP(A)), P 
mu del 
P(%)=1, 

Tripletul (£, 4, p) este o — cîmp de probabilitate, iar aplicaţia P — 
probabilitate, 

(II) Dacă pentru (F, 2, p), T={E, jel; n, E.NE,=0, kzj) este 


mulțime de evenimente elementare egal probabile, atunci P(£)=P(UE,)= 
jJ=1 


a 
= So P(E)=nP(E)=l şi deci P(E,)= =, je1, n. Pentru orice AE S sepre- 
3=l 5 
m 
supune că A = UE» m <n (deoarece E; sînt evenimente elementare); rezultă că 
Saci 


A m 
P(A)= So P(E) = = (Cazul probabilității în „sens clasic”). 
k=1 


240. Un muncitor a lucrat patru piese pe care le notăm cu 1;253.şi 4. 
Fie A, evenimentul care constă în faptul că piesa i este defectă. Utilizind pe 
A; şi A, să se scrie următoarele evenimente: 

1) nici una dintre piese nu este defectă; 

2) cel puţin una: dintre piese este detectă, 

3) numai una dintre piese este. defectă, 

4) exact două piese sînt defecte, 

5) cel puţin două piese nu sînt defecte, 

6) cel mult două piese sint defecte. 

Soluţie. Dacă A, este evenimentul că piesa i este defectă, atunci A, este 


evenimentul că piesa i nu este defectă. 
1)—2) Avînd în vedere notaţiile precedente evenimentul „nici una dintre 


piesele lucrate nu este defectă“ se scrie ANANA Ne Evenimentul „tel 
puțin una dintre piesele lucrate este defectă“ se exprimă prin A+ UAUA Uda 
Evident (A UAUA UA) = A (Aa NAs As adică cele două evenimente 
sînt complementare. e aaa a 

3) Dacă E= A NA Oi N4, F= (VA Năs NA G= A Va Asia 
şi H= ANA As N Aa atunci EUFUGUH este evenimentul „numai ună 
' dintre piesele lucrate este defectă“, Sa sa 

4) Analog evenimentul „exact două piese sînt defecte“ este (ANAN 
NA DADU, NANANA UE NANA NUAN ANANA 
UM NANA NANUM NANA NA) 


5) Evenimentul „cel puțin două piese nu sînt defecte“ este complemen- 
tarul evenimentului „cel mult o piesă este detectă“ = sau „nici o piesă nu-i 


defectă“ sau „numai una dintre piesele lucrate este detectă“, adică (ANAN 


NA MADU(EUFUGUH). 
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i 
| 
pa 
j 


a 


a 


aE 
E O - 


APO Fa ao 


6) Evenimentul „cel mult două piese sint defecte” se compune din: sau 
o piesă nu este defectă“ sau „numai o piesă este defectă“ sau „numai două 
piese sînt defecte“, 


241. Se consideră un lot de 24 produse de același tip, dar de 6 calităţi 
diferite cite 4 de fiecare calitate. Se probează la întimplare 3 produse; care 
este probabilitatea ca cele 3 produse să fie de aceeași calitate? 

Soluţie. A — evenimentul extragerii celor trei produse; numărul total al 


evenimentelor (e numărul evenimentelor favorabile (1. Ca) -C4 Deci 
2 ONGI 
P(A) = — 0,37. 
cè 


24 

(IV). Dacă (£, Z, P), cîmp de probabilitate şi A, Be 3, atunci P(A UB)= 
=P(4)4+P(B)—P(A(0B); dacă A()B=g, atunci rezultă „teorema de adu- 
nare“, P(AUB)=P(4)+P(B). 


242. O ţintă are 10 zone, probabilitatea de a nimeri ţinta dintr-o încercare 


este:0,01 pentru zona I, 0,011 pentru zona I1,..|., 0,019 pentru zona X. 
Care este probabilitatea de a nu nimeri ţinta dintr-o încercare? 


Soluţie. Evenimentele: A, — se nimereşte zona j dintr-o încercare, 
A — se nimereşte ţinta (dintr-o încercare). 
10 19 10 
Deci A=UA, As(MA=, ki, şi P(4)=P(UA => P(A)=0,145. In- 
j=1 j=1 j=l 


| teresează evenimentul contrar, A — nu se nimereşte ținta; P(4)=1—P(4)= 
î=—0,855. ; 


; 243. Fie A şi B două evenimente definite pe un cîmp de probabilitate. 
Utilizînd P(A), P(B) şi P(A (AB) să se determine: 

1) probabilitatea ca dintre evenimentele A și B să se producă: nici unul 
(k=0); exact unul (k=1); exact două (k=2), ` 

2) probabilitatea să se producă cel puţin k=0, 1, 2 evenimente. 

3) probabilitatea să se producă cel mult k=0, 1, 2 evenimente, 

4) probabilitatea să se producă evenimentul A şi să nu se producă eveni- 
mentul B. : 


Soluție. 1) Evenimentul „exact o“ se scrie AQB. Fiind complementar cu 
AUB, adică (ANB)U(AUB)=E, (ANB)NAUB)=Ø, găsim P(A NB)= 
=] —P(AUB)=14+P(4 \B)—P(4)— P(B). 
Evenimentul „exact 1“ este C=(A ABU NB). Pe de altă parte 
4 UB)=AUB şi CO(4 (0B8)=g. De aceea P(C)= P(A)+P(B)—2P(A 


' Evenimentul „exact 2“ se scrie A (NB și coincide cu „cel puţin PA 
2) Evenimentul „cel puţin o“ este (ANB)U(AUB)=E şi deci el apare 
cu probabilitatea 1. 
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Evenimentul „cel puţin 1“ se serie AUB. Rezultă P(AUB)=P( 
+P(B)— P(A OB). ară ADE Ali 
3) Explicit putem scrie P (cel mult o)=P (exact 0), P (cel mult 1)== 
= P(nu O sau exact 1)=1+P(A4A()B)—P(4)—P(B)+P(4)+P(B)— 
PAN (B)=1—P(A(B), P(cel mult 2)=P(nu 0 sau exact 1 sau exact 
4) Deoarece (ANB)U(ANB)=4A şi (ANB)NANB)=Ø deducem 
RIA E) P(A PUB) e 
(Y) Probabilitatea condiţionată. Fie (£,2,P) şi A, Be, dacă P(B)4 
: PU 
#0, atunci Pz(4)= R probabilitatea evenimentului A condițio- 
nat de B. 
Observăm că P(A()B)=P(A4): P(A); dacă evenimentele A, B sînt 
independente, atunci. P(A (1B)=P(A): P(B). 


(VI). Probabilitatea totală. Se constată o descompunere a.evenimentului 


n 
sigur, E=UA; AMA:=0, izk, şi X — arbitrar, Xe g. 
j=1 : 


n . A 
- Rezultă că X=U(X QA; — reuniune de evenimente incompatibile şi 
j=i = 
PO =YSP(XNA )=P(A) - PAX). 
j=l 31 


(VII) Formula Bayes. Din P(A.0X)=P(A)- P(X)=P(A)- Pa) 
rezultă că ; i 


PAND PAN Pa), 


Pz(å;)= 
P(X n 
SD P(A)Pa(X) 
j=l 


3= 


244, Se consideră 5 urne cu conţinutul în 3 variante: 2 urne cu cite 8 
bile albe și 2 negre, o urnă cu 10 bile negre, 2 urne cu cîte 4 bile albe şi 6 negre. 
1) Arbitrar se alege o urnă şi se-scoate o bilă. Care este probabilitatea 


că această bilă este neagră? 


2) Arbitrar se alege o urnă și se extrage o bilă, care se constată că este 
albă. Care este probabilitatea că provine dintr-o urnă de tipul al 3-lea? 


Soluţie, 1) Evenimentul B — bila extrasă este neagră, A, — alegerea 
3 
unei de tip j. Cu aceste notații, B=BOUA4 )=(BO4ADU(BOAJUBNA» 
jal > 
şi B(Ay BANA sînt incompatibile pentru kJ. 


8 2 1 1 3 2 i RO 
PDPA): PaB tg ge he za 082 
= SSE 


5 


/ 


2) Evenimentul A — bila extrasă este albă 


P(As) : PA(A 
P (4a) = = 3): PALA) a 


244l TEZ 
22 PAD: PaA) ROR ea aie 


245. Trei muncitori produc același tip de piese; primul rebutează cu 
probabilitatea 0,05, al doilea cu 0,04, al treilea cu 0,03. Dintr-un lot de 100 
piese, 40 sînt făcute de primul muncitor, 30 de al doilea, 30 de al treilea. Se 
extrage o piesă oarecare din lot și se supune testărilor de calitate. Care este 
probabilitatea că piesa este bună? 

-Soluţie. Evenimentul A, — piesa aleasă este produsă de muncitorul j, 

=1, 2, 3; evenimentul A — piesa extrasă este bună. Se consideră că P(4:)= 


=, P(4)=P(4)= 7; se constată că P4 (4)=0,95, P4, (4)= 0,96, 


4 95 3 86 3 97 _ 


3 
P4 (4)=0,97. Rezultă P(4)=5>P(4;) : PaA) = -tio 15" 100 t 10: 100 


JSI 
=0;959. 


246. Aparatele dintr-o serie pot fi montate numai din piese de calitatea 
I-a sau numai din piesa de calitatea a II-a. Probabilitatea de funcţionare pe 
intervalul de timp [0, F] este pentru primul caz 0,9, iar pentru al doilea 0,7; 
40%, dintre aparate se montează din piese I, 60% din piese II. 

Se testează un aparat arbitrar din serie şi-se constată că funcţionează 
pe [0, T]. Să se determine probabilitatea că este montat cu piese de catego- 
ria I. z 

Soluţie. Evenimentele: X — aparatul funcționează pe [0, 7], A — apa- 
ratul este făcut din piese I, Ap — aparatul este făcut din piese II. Se consi- 

deră P(4,)=0,4, P(4p)=046; se dau valorile Pa(X)=0,9,. Pa(X) =0,7. 


Rezultă Dej) PU O — 04:09 Bi 0,69. 


(A) PAX) +P(A) Pa) 0,4:0,9++0,6-07] 


247, Doi trăgători trag independent cîte un foo asupra aceleiaşi ţinte. 
Primul (I) — nimereşte cu probabilitatea 0,8, al doilea (T) nimereşte cu 0,6. 
Se constată că ţinta este nimerită o singură dată. Care este probabilitatea 
că ținta a fost nimerită a) de trăgătorul (1), b) de trăgătorul (11)? 

Soluție, Evenimentele: X — s-a nimerit ținta o singură dată, A, — ţinta 
este nimerită de către (1), A, — ţinta este nimerită de către (11). B= AN4» 
Ba=A,(0Az B2414» Bi=A(Ay (Bera determină evenimentul 
sigur. Se dau; P(4,)=0,8, P(42)=0,8; rezultă P(4.)=0;2, P(4:)=0,4 şi 
P(B) = PTA): P(A2)=0,08, ~ P(B) =P(Ai) P(A) =0,48, P(B) =P 
*P(4)=0,12, P(B) =P(A.) : P(A) =0,32. De asemenea Pr(X)=0, Pa(Ă)= 
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=0, Pg(X)=1, Bg(X)=!l; este imposibilă nimerirea țintei o singură dată, 
dacă au nimerit ţinta ambii trăgători sau nici unul. 


Se obţine Pz(B9- Aen e aT 


DO P(B) Pe (5 
j=1 s 


240,72. 


P(B) :Pe{X) _ 012:1 
P z(Bs) P(B;) ‘Pa (X) Oa 270,28. 


(VIII) Variabilă aleatoare discretă. Se consideră (£, 2, P), o — cîmp 
de probabilitate, unde € este mulțime finită sau numărabilă. Aplicația 
E: E—R este variabilă aleatoare discretă. Fiecărui ref îi corespunde 
E(z)=as (a a... 0m...) este mulțimea valorilor variabilei aleatoare. 

Un eveniment AEZ se defineşte ca fiind submulțimea din £ pe care 
E ia valoarea a, A=(E=aj=(z| ret, E(2)=ai). Se consideră că P(A)= 


=pu=P(t=a9= 25 Pha), pr>0. 


fæl E(a)=a,) 
Tabelul f CEE e ALESE je numeşte tabel de repartiție al variabilei 
a Pis Pa: Pm»: = 


aleatoare E; se satisface condiția SS pe= PD P(E=a)= D Pla) = P( £) =1. 
: n n ret 

Pentru variabila aleatoare E: E—R se consideră seria 52 E(x) - P(x); Sdacă 
rez 


seria este absolut convergentă, atunci suma seriei M&=— 5 Elx). P(x) este 
ret 


valoarea medie a variabilei č. (Dacă € este mulţime finită, seria se reduce la 
o sumă finită.) 


248, Se consideră ecuaţia ar+by=c în care fiecare dintre coeficienţii a, 
b, c se determină prin aruncarea unui zar şi luarea numărului de puncte obți- 
nut. Care este probabilitatea ca dreapta astiel obținută să treacă prin punc- 
tul (|, 1). 

s Un mobil se mișcă rectiliniu după legea a=at2+bt-+c, unde £ este 
timpul, iar x este spaţiul parcurs. Constantele a, b, c se determină pe rînd 
prin extragerea unei bile dintr-o urnă cu n41 bile numerotate de la 0, la n 
şi luarea numărului înscris pe bila extrasă. Să se determine probabilitatea ca: 
(1) mişcarea să fie uniform accelerată, (2) mişcarea să fie uniformă, (3) viteza 
să fie 5 m/s cînd mobilul se mișcă uniform. 

(G.M.B., Corina Reischer) 


Soluţie. 1) Variăbilele aleatoare independente a, b, c au respectiv tabe- 


lul de repartiție 
AA AEL | '6 


Dreapta trece prin punctul (1, 1) dacă a+b=c, iar problema cere să găsim 
P(a4+b=c). Deoarece a, b, c sint yariapue aleatoare independente, avem 


P(a4+b+4+c)= D Plat- N(e=k)]= 5 P(a+b= k)P(c=k). Pe de, altă 


k=l 


parte poaa: ESR N; $ Pla-6=1 -Pla b <6) este 
probabilitatea ca suma punctelor obținute tá arancarea a două zaruri să fie 
cel mult 6. Se lobservă însă că P(a+b<6)=P(a=1). [P(b=1+P(b= 2) + 
+P(b=3)+P(b=4)+P(b=5)]+P(a=2) - [P(b=1) + PO = 2) + P(b = 3) + 
+P(0=0]+Pa=3): [P0=1)+P(6=2)+PO= 3)]+ Pa = 4): [PO = 1) + 


+P(è=2)]+P(a=5) - Pb=1) = ea += 4t + == 15, De aceea 


16: 
Î: 15 5 
ăsim P Î ce -—. 
găsim P(a+b=c) Erie 


2) Coeficienţii a, d, c sînt variabile aleatoare independente cu acelaşi 
tabel de repartiție 


( 0 1 SR ): 
1(n+1) 1/m+1) ini) P 
(1) Mişcarea este uniform accelerată dacă a #0. De aceea calculăm P(a #4 
E 
+0)=1—P(a=0) eee 


(2) Mişcarea este uniformă casă în condiţiile a=0, b #0. Avem P[(a= . 
- =0) Nb +0)]=P(a=0)P(b 0= == = 
(3) Deoarece mişcarea este AO avem x=bt+c. Prin derivare 


~ obținem viteza x'=b. Cu acestea problema cere P(b=5)= F 
Kk n 


249. Fie E o variabilă aleatoare care poate lua valorile 1, 2,..., N. 
„Probabilitatea ca č să ia TEE este  properieee a cu j. Se cere: 

1) să se determine P(5=])), 

2) să se calculeze P( = YES 1 sau =n). 


Soluție. 1) Prin ipoteză P(E=j)=ap Dary P(E=)= l: Deci X` aj = 


2j 
n(n+1) 


gri ae n(n+1) 
= a 5 j= A =1. Rezultă P(5£=])= 
2) Succesiv găsim 


Păi) 2 E) 


E= == -E= (arm EE ETER 
P(E 1/£ | sau .E=n) P(E=1 sauă=n) P(E=1)+P(E=n) 


2 
= Mn+i) A 
2 sa 2n 1+n 
n(n+1) n(n-+1) 


250. Într-o urnă se află a bile albe și b bile negre. Se scoate o bilă la în- 
timplare. 

1) Ce evenimente pot să aibă loc şi cu ce probabilitate? 

2) Să se definească o variabilă aleatoare č şi să se întocmească repartiția 
corespunzătoare. 

Soluţie. 1) Notăm cu A evenimentul apariţiei unei bile albe și cu B eveni- 

sht . . . v Yv to . v 

mentul apariției unei bile negre. Se observă că B=A şi că AUB =E, ANB = 
=g. De aceea ; 


a 
a+b 


2) Pe sistemul de evenimente (A, B} definim variabila aleatoare E care 
ia valorile a, =1 sau aa=0 după cum se produce evenimentul A sau B. Pro- 
babilităţile corespunzătoare sînt P(4)=P(E=l)=p, P(B)=P(%=0)=q, 


iar repartiţia este l T 
pd 


b 
P(A)= =p, EDS l p+ag=l. 


251. Din 100 de piese, 10 sînt defecte. Luăm la întîmplare 5 piese. Care 
este probabilitatea ca între cele 5 să fie şi piese defecte? 

Soluiţie. Probabilitatea ca să scoatem cinci piese bune este CS Cop: Dar 
evenimentele A=toate cele 5 piese sînt bune și B=între cele 5 piese cel puţin 
o piesă este defectă, sînt complementare, adică AUJB=E, AQB=Ø. Re- 

5 


Cio 


zultă P(B)=1— ——. 


100 


252. Într-un lot de 200 piese prelucrate de o mașină sînt 10 piese cu 
defecte. Se scot la întîmplare 20 de piese..Care este probabilitatea ca între 
cele 20 de piese extrase să se afle piese cu defecte?. : 

Soluţie. Fie A evenimentul că toate cele 20 de piese extrase sînt fără de- 
fecte şi B evenimentul că între cele 20 de piese extrase cel puţin una este cu 
defect. Deoarece AUJB=E, AQB=Ø, evenimentele A şi B sînt complemen- 
tare. Evident, avem de aflat P(B). 


Numărul cazurilor posibile pentru A este C20, iar numărul cazurilor 
= ` 20 


favorabile lui A este CO + C2=—C2, Rezultă P(4)= — şi deci P(B)= 
S 200 
i Ciovo 
=]1—P(4j=1 -5 
200 


253. Se trage asupra unei ținte pînă la prima nimerire. Probabilitatea 
de a nimeri pentru oricare încercare este p. Se defineşte variabila aleatoare 
E, avind ca valori numărul de încercări pînă la nimerire, 

1) Să se determine tabelul de repartiție a probabilității, 

2) Să se calculeze valoarea medie. i 
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Soluţie. 1) Evenimentele: B; se fac'j încercări pină la nimerire, A; — se 
nimereşte la încercarea j, JEN. Rezultă că B;=4A AAN 2 (O ADE Ap, 
je N, iar ROE P(AD)P(A}). .. P(A;1): P(A). Tabelul de, repartiție este 

2 


( $ na) unde q=1—p. Se constată că se satisface 
| p- p4 po s.. pa ; 


oò % 

D Piâ=a)= Yo pi =p( rar pre h > E =1. 
=l =l — 

= 2) valoarea. medie se calculează 


Mt= Ono pg A p( tF -e ngin )= 
n=l 7 


a 7 i 
oe aa p > ltt.. aA A A A 


- 254. Se testează un material izolánt la EE testul cuprinde -n 
încercări, probabilitatea de străpungere fiind pentru fiecare încercare egală 
cu p.: Se consideră o variabilă aleatoare £, avînd valorile egale cu numărul 
| de străpungeri din.cele n încercări. 
| Să se determine tabelul de repartiție pentru variabila £. 

Soluţie. Evenimentul: A; se străpunge în încercarea j, jei,n n. Problema 
se încadrează în „schema Bernoulli“. Tabelul de repartiție este în acest caz 


0 1 DEN = 

Goga C pla Capg ea = Crp? » (q=1 =p: 

Se verifică S P(E=a)= Y> Cipit =(q4p)"=1 
EN E) j=0 


255. Joe de două persoane 


Se defineşte jocul ca o experiență repetată, 
Dacă în repetarea k a jocului cîștigul jucătorului I este čp. atunci în 


n E repetări ciştigul este: 5 Er Se presupune că repartiția pentru & kel, n 
k=l 
aceeaşi în fiecare joc: 


( a e 
Pı Pa “+. Pn P(E=a)=pe 


se consideră media aritmetică m= 5 E; N(a;) este numărul a (din 
k=l 
N 
n jocur) în care E =a, Pentru n suficient de mare se consideră că pas —— ma, 3 


deci valoarea medie SO a: W = D E I RE čr Se observă că 


: (a (44) 
area medie Mt, este otstega jucătorului I. 
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Exemplu. Fie I care are în dotare dispozitive de valoare 15 și 25 şi folo- 
seşte unul; dacă adversarul II determină antidotul corect (eficient), atunci 
I weiştigă“ — 15 sau —25, corespunzător. Dacă II nu găseşte antidotul 
atunci I cîştigă 4-20. Se pune problema determinării unei strategii (în sens 
probabilistic), care să maximizeze cîştigul. 


Soluţie. (fig. 249 ). Matricea ciștigurilor pentru jucătorul I este . 


Io 15 ¿25 
15 —15 +20 
25 +20 —25 


Fig. 249. 

Strategia pentru I. 

Fie, se alege 15 cu probabilitatea p şi 25 cu probabilitatea 1—p; se cere 
determinarea lui p optim. Se determină valoarea medie (a cîștigului) ME; 
dacă II alege 15, atunci: — cu probabilitatea p valoarea „cîştigului“ lui I 

este —15, 
— cu probabilitatea 1—p, I cîştigă +20; 
dacă II alege 25, atunci: — cu probabilitatea p, I cîştigă +20 şi 
— cu probabilitatea 1—p, I „cîştigă“ —25. 

Valoarea medie este M&'=(—15)p-+20(1 —p)=20—35p — pentru pri- 
mul caz, ME''=20p—25(1 —p)=45p—25 — pentru al doilea caz. Deci I 
are garantat ciştigul mediu pentru o încercare, e(p)=min (20—35p, 45p—25), 
p=[0, 1]. Strategia lui I urmărește alegerea parametrului p, încît să obțină 
max e(p)=maz min (20—35p, 45p—25). ` 

p p 


= 


Determinarea soluției prin metoda grafică; rezultă po= = (din condiţia 
20—35p=45p—25) şi deci mar p(p)= (po) = $: În concluzie, dacă I alege 
p 


2 X 5 
-15 cu p= z şi 25 cu 1—p= >, îşi asigură o valoare a cîştigului M= ri 
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Deoarece II pierde („cîștig” negativ), urmăreşte minimizarea pierderii. Se 
determină valoarea medie dacă cu probabilitatea q II alege 15 şi cu probabi- 
litatea 1—q alege 25. Dacă I.a ales 15, atunci: II cîştigă +15 cu probabili- 
tatea q şi cu probabilitatea 1—q II „cîştigă“ — 20; dacă I a ales 25, atunci: 
II „cîștigă“ —20 cu probabilitatea q şi cu probabilitatea 1—g, II cîştigă -+25 
Valoarea medie pentru cele două cazuri este: 


My'=15q—20(1—q)=—35q—20, respectiv Mn” =—20q4+25(1—q)=25—45q. 


Matricea jocului este pentru II: 


I 
i | 15 29 
15 +15 —20 ` 
25 —20 +25 


Observăm că II are garantat cîștigul mediu pentru o încercare: 
V(p)=min (35q—20, 25—45q). Pentru valoarea optimă rezultă q= = şi 


(a) =— 2 În concluzie, dacă II alege 15 cu probabilitatea q= 2 şi 25 
„cu probabilitatea 1—q= Z, îşi asigură un „cîştig“ de valoare My=— Š: 
(X) Probabilitate geometrică. Se spune că ayem o problemă de proba- 


| bilitate geometrică dacă mulțimea evenimentelor elementare £ este un 
> domeniujdintr-un spaţiu euclidian, admiţind „volum“. Probabilitatea oricărei 


ubmulţimi A din £ se defineşte prin P(4)= mae 


; observăm că de fapt 


„este vorba de o submulțime boreliană A din £, iar prin „volum“ trebuie. 
“înţeleasă măsura Lebesgue. 


256. Un fenomen apare cu probabilitatea p <1, fn intervalul de timp 
; [0, T]. Garo este probabilitatea ca acest fenomen să apară în intervalul [î, T] 
ştiind că el nu a apărut în intervalul [0, £]. 

Soluţie (fig. 250 ). Fie [0, +] intervalul pe care evenimentul apare 


T. 
igur. Deoarece probabilitatea de apariție a fenomenului pe [0, T] este p= 23 


Fig. 250. 


rezultă că probabilitatea de apariţie pe [0, t] este LL z =p A. Fie acum 
> T T s T 

A evenimentul apariției fenomenului pe [0, t] şi B evenimentul apariției pe 

[t, T]. Cunoaştem P(AUB)=p<1 şi se cere P(B/A4). Ținind seama că 


P(BjA)= ZPAS = AUUD-D L PUUDA, p4)=pEşi P(4)=1- 


P(A) P(A) P(A) 
t 
. Ra Sacel (cer ze 
—P(A)=1—p= găsim PB A) = e Dacă î=0, atunci P(B/A)=ps 
TSP 
T 


dacă p=1, atunci P(B/4)=1. 


257. Un dispozitiv electronic este acționat de două semnale care pot 
sosi la momente de timp întîmplătoare dacă intervalul dintre două semnale 
succesive este mai mic decît 7. Să se găsească probabilitatea ca dispozitivul 
să fie acţionat într-un interval de timp mai mare decit 7. 

Soluţie (fig. 251). Fie F>r. Notăm cu í, momentul de apariţie al pri- 
mului semnal și cu f momentul de apariţie al celui de al doilea semnal. Evi- 

dent 0<4 <T, 0<t<T şi | tz—tı| <t. Considerăm mulți- 


t2 mile Q={(h, t) 0<ti <T, 0 <t, <T} şi o= (fi, ta)) lla— tal < 
T <rt} şi observăm că avem o corespondenţă biunivocă 
SS între cazurile. posibile şi 0. De aceea dacă A este eveni- 
mentul ca dispozitivul să fie acţionat într-un interval mai 
G T24 (T— a 
aria(4) 25 ? 2 zi 


mare decît 7 atunci P(A)= - 
0| „o TG aria T 


: S ( 5 Ai E 
Fig. 251. T 


258. O bară de lungime l este frîntă la fntîmplarefîn două locuri, Care 
este probabilitatea ca din cele trei bucăţi obținute să se poată forma un tri- 
unghi. 
Soluţie. Fie AP=z, PO=y (fig. 252, 253). Mulțimea cazurilor posibile 


este Q={(x, y)/z>0, y>0, z+y <a). Pe de altă parte, pentru a putea forma - 


X y 0-XY 
PS a 
fn, pă Q-B 


Fig. 252. Fig. 253. 


ee RS T POOT TEMETTE SAEN ESI RI 


un triunghi cu segmentele AP, PỌ şi QB este necesar să fie îndeplinite con- 
diţiile AP <PQ+QB, POSAP+QB, QBSAP+PQ, adică £< a ps $, 


Ooty > = De aceea mulțimea cazurilor favorabile este w= {(x, y)/0 <rs a 


z<y < A z+y> ; 
— Rezultă ; 
— aria(GDE) SE 


1 
aria(A0B) 4. 
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I. Probleme date la concursurile de admitere în învățămîntul superior 


Capitolul 1 


Admitere subingineri şi institute pedagogice ....<- cnc nene eee 
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- 9. Geometrie şi Trigonometrie .....-.-u-:--111t+=: E ce TOENE passes 
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Geometrie în spațiu -reese deae eene aaan 
Trigonometrie reser aae E Sala d 


. Probleme de sinteză și observații metodologice sssr 


1, Aritmelică. Algebră. Analiză matematică nosses 
Poziţia rădăcinilor ecuaţiei de gradul doi cu coeficienți reali... 
Eti pipătrate, errea i rir a o AESI S E o 
Precizări asupra definiţiilor puterii şi radicalului, enon nonan 

Inegalităţi pătratice oecccevenenuenenn E AR ANN A 


102 
102 
124 


1514 


173 


174 
176 
181 
192 
195 


Inegalitatea geometrică „see, Tec LIREI PE ATR CAI DEO 5 PPE pă 
Aupra 2arourilot unor unoții ee iesea tao ze vaze cadă rata Vad va ra 
ddeptilăți Sie A ci tei loaa A RLE SORICEL A cala e Ta Er e Ra 
Ante) | IS E aa AR ata E A DM AD a AIE RI 
Independența unor expresii elementare in raport cu unele variabile 

iivârsă unei MA GLOOIEND TATI Esar ET EEA jadas 
VALON VIV OCCO PLOPI e EE E AN a cae 
Relaţii-binare A EE a e e RO aaa O Ra Ma a e ; 
Margini pentru submulțimi de numere reale .,........ E E 
VALON eX treme-ale iuncțiilor:reale: hessas atesat ia tra PEA aaa 22 
Teoreme referitoare la convergența Sinueil0e reale: 2 A A ea 
Ecuaţii liniare cu diferenţe finite ...........cceeeeee. Pa pe 
IDEE OO E ear TEA EI 
SENaEpeOMGUICĂ EN ae ea ara e reale eee oo oo be 
Limita unei funcții COMPuse ...< mmm 
Funcţii unimodale nosse ee e meteo nea a aeaee eese eeir 


` Prelungirea prin continuitate a unei funcţii... 


Lă 


Funcţii lipschitziene nesenie eee eee eee temea eee nene aaa 


Prelungirea firească a unei iu noi e aaa E a o e ae 
Forniula-lui Leibniz oa ee RE ese ae e e eo rep 
Ramuri infinite. Asimptote. Puncte asimptotice i E 
Funcţii pare şi funcții impare.. Š 
Extremele funcțiilor derivabile . ; 
Runcţii. original ~eon 
Funcţia „signum? ........ 
Funcţia „parte întreagă” 
Funcții e aaa 
Funcţii convexe 
Funcţii periodice ......<c eee SEE e arata 

Soluţie supraabundentă în justificări colaterale E SR E SIR SRC= 
Problemă şi soluție cu greşeli == 


Primitive „elementare nenea eee eee eee eee eee senin 
Sume Riemann-Darboux ... cec eat nanese 

2. Trigonometrie. Geometrie, „ceace nen 
Matrice-ortogonală  .... meet eee reason nana 
Ecuaţii trigonometrice liniare nt enenensonsnunnnniunnn 
Conuri, Ecuaţii omogene esse eee nenea ananas toate 
Ecuaţii polinomiale ale căror rădăcini sînt valori ale unor funcţii 
trigonometrice. eee e dane en temea vnan teter aa eanepaaodseasee theo anaa n aaasia 
Ecuația binomă „eee ere nenea aaa in sea den east aaa 
Rădăcinile unităţii eee nenea ca te Să ANR ARTA ete e 
Geometrie plană și numere COMplexe înece oana 
Unghiul dintre două curbe noececere oonecetrnunnenin 
Polinoame trigonometrice „sense ae aaa o la NS 
Cercul luj Euler „see Aat ete avene ase valea N a STAS 
Cube mM -Plan. „po rirerire aaa pla sana tea ANED 
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Programe liniare în două variabile 4 een ea 395 
Metode de aproximare... on a aa ap a 401 
Formule  deScvadratura -ee e i ip ca ae AOE AZ 407 
Probabilităţi: gor aces aa zi ea a Rea aa a aa La aa e 419 
deorema de adunare a probabilităților ar- nean E 421 
Probabilităţi conditionate.. n ea n P 422 
Probabilitate'totală, formula Bayes .....;..<cce ceea oana 422 
Variabilă: aleatoare discretă .... cacao ee E AE A e Area 00 424 
Probabilitate geometrică 4... ceia cae ot a aa al a 429 
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Lucrarea conţine probleme date la concursurile de admitere în îinvă- 
țămintul superior în perioada 1970-1978, probleme de sinteză, observaţii 
metodologice și prezentări succinte ale unor noţiuni, ce permit o mai bună 
înțelegere a materiilor predate în liceu, precum şi o apropiere de discipli- 
nele matematice predate în primul an de facultate. i 

Problemele de concurs sînt selecţionate de la examenele cs admitere 
la toate formele de învățămînt, cum ar fi: subingineri, ingineri, mătemati- 
cieni, fizicieni, chimiști, economiști etc. Gruparea lor este corespunzătoare 
principalelor capitole ale matematicii predate în liceu, urmărindu-se o or- 
donare ascendentă după gradul de dificultate. 

Multiplele observaţii metodologice și precizări, făcute în legătură cu 
unele noţiuni, completează conţinutul lucrării și îi dau o notă de originali- 
tate. Caracterul de sinteză al problemelor solicită cunoștințele acumulate 
la toate disciplinele matematice predate în liceu. În acest fel se elimină 
demarcaţia strictă dintre algebră-analiză-trigonometrie-geometrie, creată 
de necesităţile procesului de instruire al elevilor. 

Se adresează în primul rind elevilor de liceu, constituind un material 
util în testarea nivelului de, pregătire al acestora, cadrelor didactice din 
învățămintul liceal ca material didactic în pregătirea curentă a elevilor la` 
clasă, în orientarea studiului absolvenţilor de liceu pentru examenele de 
admitere, cit și în eliminarea unor lacune ce se constată cu ocazia acestor 
examene. 3 


Lei 22 


